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RESUMO

A volatilidade é um tema de crescente importanocianercado financeiro, e
diversos modelos tém sido criados e sugeridos peabzar a sua previsdo. O
presente trabalho apresenta a construcdo de umlondeleséries temporais para a
previsdo da volatilidade futura de uma série fie@ac O modelo proposto incorpora
componentes estocasticos tanto para a equacatodeoequanto para a equagao das
volatilidades condicionais, o que aumenta a conigdele do problema e
impossibilita a estimagcdo dos seus parametros \@todos de verossimilhancga.
Assim, sdo utilizadas técnicas de simulacio MCM@& surgem como alternativa
para a resolucdo dos problemas de inferéncia Baye®m que ndo € possivel
derivar a fungéo de verossimilhanga analiticamente.

A capacidade preditiva do modelo foi comparad& amh modelo GARCH,
que é amplamente utilizado para a previsdo daildéate, e o desempenho dos
modelos foram confrontados através de calculoedos de previsdao. O modelo de
Volatilidade Estocastica proposto apresentou meaflesempenho na capacidade de
previsdo da volatilidade, mas também apresentoworn@mplexidade e maior

demanda de capacidade de processamento computgEoaaeu ajustamento.

Palavras-chave: Modelos N&o Lineares. Inferéncige8ana. Métodos MCMC.






ABSTRACT

Volatility is an issue of growing importance inettinancial market, and
several models have been created and suggestedliverits forecast. This paper
presents the construction of a time-series modérecast the future volatility of a
financial series. The proposed model incorporatieshsistic components both to the
equation of returns and for the equation of cooddi volatilities, which increases
the complexity of the problem and makes the estonaif its parameters impossible
via the likelihood methods. Therefore, MCMC simidattechniques are used, which
emerge as an alternative to solving the problenBagtsian inference on which it is
not possible to derive the likelihood function aiaklly.

The predictive ability of the model was comparethiat of a GARCH model,
which is widely used to predict the volatility, atice performance of the models
were confronted by the calculation of forecastimgprs. The proposed stochastic
volatility model showed better performance in theediction of volatility, but
presented higher complexity and greater deman@mipater processing capacity to

realize its adjustment.

Keywords: Non-Linear Models. Bayesian inference. NAC methods.
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1. INTRODUGCAO

A volatilidade € um tema de crescente importanara podos os participantes
econdmicos que atuam direta ou indiretamente naeaderfinanceiro, pois é um dos
principais critérios utilizados para analise deass decisdo de estratégiashdeige
oportunidades de especulacdo, otimizacapodteoliosde investimento, etc.

O mercado brasileiro de op¢des vem crescendoasutisimente nos dltimos
anos e, cada vez mais, novos participantes ingressate mercado. Os principais
playersséo investidores que utilizam as opgdes como damspara se protegerem
(os chamadosedgery, os especuladores, que tentam prever oS movimeteo
precos do mercado e lucrar com tais oscilagBess arbitradores, que tentam
aproveitar imperfeicdes de mercado para realizéweros com pouco ou sem riscos.

Uma das principais caracteristicas de um mercadopgdes € a quantidade
de fatores que influem diretamente no aprecameedses derivativos. Uma dessas
variaveis é a volatilidade, que representa a védm® com que as cotagbes de um
ativo variam com o tempo. O valor da volatilidad® rpode ser determinado, pois
ela ndo pode ser observada, e ndo ha como sesotsal populagéo dos retornos de
um ativo qualquer. Assim, muitos esfor¢cos séo zedbs para obter a melhor
estimacado possivel do seu valor, e o sucesso &irande qualquer um dqdayers
desse mercado esta totalmente atrelado a eficiBagaa estimacéo.

Atualmente, os modelos mais utilizados para a péevida volatilidade séo os
modelos da familia ARCH/GARCH, que utiliza a teodi@ séries temporais para
propor equacdes para a média e variancia da vhdéaviateresse, que usualmente é
0 retorno ou a variagdo de um instrumento financefssim, os modelos de
volatiidade estocéstica surgem como uma evolugcaetad aos modelos
ARCH/GARCH, por permitirem maiores possibilidadesndodelagem. O modelo de
volatilidade estocastica foi apresentado por JagBielson e Rossi (1994), e ndo é
tdo popular provavelmente pela dificuldade de tgsm do mesmo, que requer
técnicas avancadas de simulagdo e demanda grapdeidzde de processamento
computacional.

O presente trabalho de formatura busca a resoldedam problema de

previsdo de uma variavel de interesse: a volatibdéutura de um instrumento

Modelo de Previsdo com Volatilidade Estocastica



22 INTRODUCAO

financeiro. O objetivo € construir um modelo pareomportamento temporal de um
instrumento financeiro, que permita inferir e prewe valores reais da volatilidade
do mesmo. Assim, utiliza-se a inferéncia Bayesfara a estimagéo dos parametros
gue, dado a impossibilidade de se obter analitioéenas distribuicdes necessarias
no problema proposto, requer métodos de simulagd@edeias de Markov (MCMC)

para a obtencéo de tais distribuicdes de probaléid posterioridos parametros.

1.1. O Estagio

O desenvolvimento deste trabalho de formaturardalizado na empresa
Capitania S.A., na area de gestdo de ati@eset managemeratravés de fundos de
investimentos multimercado, operando em ativos etela variavel na Bolsa de
Valores de S&o Paulo (BOVESPA).

A Capitania S.A. foi fundada em julho de 2003 pedguipes ddrading,
estruturacdo e vendas de produtos da area de @esodo Bank of Americano
Brasil. Atualmente, a Capitania S.A. é gestora datrg fundos de investimento,
sendo trés da categoria multimercado e um fundlugixo de agbes. Através destes
quatro produtos, a empresa procura oferecer fumdogvestimento com perfis
diferenciados, utilizando em sua esséncia estemtéde renda variavel, com o
objetivo de gerar retornos consistentes, indepdademte do cenario
macroecondmico.

O estagio teve como principal objetivo a anélisangitativa de instrumentos
financeiros, principalmente voltada a agbes e apgiEeacbes. Uma das principais
estratégias de investimento da empresa € gerarogafilanceiros através da
especulacdo da volatilidade futura de uma agadoimAssiuitas pesquisas nesse
sentido sdo realizadas, que tém em sua essénicacdigls da teoria estatistica para a
realizacdo de uma série de andlises quantitatizasesse contexto que surge a

proposta de realizagdo do presente trabalho.

Modelo de Previsdo com Volatilidade Estocastica
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1.2. Motivagao

Atualmente, ha diversos modelos de previsdo gcdeem a importancia da
volatilidade nos seus parametros. Alguns delesidersn a volatiidade como
constante ao longo do tempo (modelos ARIMA), entpautros a consideram
como uma variavel correlacionada a seus valoresagas (modelos ARCH), e
também a valores de outras variaveis explicativazdélos GARCH). Tais classes
de modelos buscam explicar os valores de uma e um dado instante a partir
dos valores passados dessa mesma variavel, ouadeajite-se que os valores séo
autocorrelacionados. Caso exista essa explicac@aldees futuros através de seus
antecedentes, pode-se dizer que os valores das&éri@utocorrelacionados. A idéia
principal da volatilidade estocastica € incrementamodelos ARCH/GARCH para
gue este possa considerar a prépria volatilidageocdependente ndo s6 de seus
valores passados, mas também da dindmica aleatdriaseca do mercado
financeiro.

Ha alguns estudos que mostram a influéncia do welde operagbes do
mercado na volatilidade. O cadtico fluxo de infog@es que atinge os diversos
participantes do mercado produz um volume de opemcaleatério. Tal
comportamento deveria, se possivel, ser incorpomdon modelo eficiente de
previsdo. Tauchen; Pitts (1983) e Gallant; Hsiedychen (1991) notaram que, se 0S
fluxos de informacdes s&o autocorrelacionados,oentd modelo que considera a
variancia condicional como variavel no tempo e @agionada com seus valores
passados pode ser apropriado para estudar as BRaeseiras. Com essa visao,
Jaquier; Polson e Rossi (1994) propuseram uma mwletgid que utiliza a analise
Bayesiana para a constru¢do do modelo de volatdidstocastica. Tal analise busca
a estimacdo dos reais parametros de um modelotia gas informagbes que se
dispbe para explica-lo. Assim, dado um conjuntanfiermacdes disponiveis sobre
uma série, a metodologia Bayesiana permite infeoibre os reais valores dos
parametros geradores dessa série analisada.

Contudo, para a incorporacdo do carater aleat@igothtilidade, o modelo
torna-se de dificil resolugéo pelos métodos classicou seja, que utilizam funcbes

de verossimilhanca. Tais fungbes podem ser obéidakticamente para os modelos

Modelo de Previsdo com Volatilidade Estocastica
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ARIMA, ARCH e GARCH, porém, para os modelos de tilitkade estocastica, esta
obtencdo nédo é possivel. Por isso, como alternagéa@ utilizadas técnicas Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) que, realizando simulag@mstroi-se uma cadeia de
Markov aproximadamente equivalente a distribuicdonjunta a posteriori
necessaria.

Levando esses fatos em consideragdo, o objetiste deabalho é&onstruir
um modelo quantitativo que utilize um conjunto d&oimacgdes disponiveis para a
previsdo da volatilidade, juntamente com a conagi® de influéncias estocasticas
no seu comportamento. Apesar de exigir técnicaseselucdo mais trabalhosas e
sofisticadas, o0 modelo ser4d de grande valia cashateum desempenho
marginalmente melhor que os modelos mais populsaigs, que qualquer vantagem
competitiva no mercado financeiro pode represeatarmes beneficios para a
empresa. O resultado poderé ser usado como adk#ito no apregcamento de uma
opcdo, e consequentemente servird de apoio nasddscde investimento do

operador de opgoes.

1.3. Organizacgéo do Trabalho

O trabalho é organizado em seis partes bésicasadecdo, apresenta-se a
forma como esta organizado e descreve-se sucintaroatda um dos capitulos que o
compdem:
* Capitulo 1 — Séo apresentados o problema a sdvidese 0s objetivos do
trabalho, assim como uma breve introducdo ao tew@opto. Apresenta-se

também a descricdo do estagio e da motivagdo pgangjeio.

* Capitulo 2 — Conduz a parte conceitual necesséae @ melhor
compreensdo e contextualizagdo do tema proposto. #pfiesentados
conceitos basicos do mercado financeiro, entre ekesinstrumentos
existentes, 0s principais participantes do merchoapitais e um panorama
da teoria de apregcamento de op¢des de Black & &thalém disso, trata da
variavel objeto motivadora do presente trabalhojeo® apresentado o

conceito de volatilidade no mercado financeiro: sSogportancia, suas
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caracteristicas, classificages, aplicagbes no adere peculiaridades no

apregcamento de opgdes.

* Capitulo 3 — Apresenta as fundamentacdes tedrieggsmarias para o
desenvolvimento do projeto. A teoria pesquisadaa parresolucdo do
problema envolve modelos de séries temporais, énééa Bayesiana e

métodos de simulacdo MCMC.

* Capitulo 4 — Neste, detalha-se a construcdo do lmadie volatilidade
estocastica, aplicado em uma série de dados kissodo IBOVESPA. O
objetivo € propor um modelo que represente satisfamhente o
comportamento dos retornos da série analisadairgigaimente, da sua
volatilidade condicional. Assim, sdo aplicados ™dé®MCMC para que 0s
parametros do modelo possam ser estimados vieéndier Bayesiana. A
resolucdo do modelo sera divida em: proposta doetopdpresentacédo das
distribuic6esa priori dos parametros, obtencao das distribuigdpssteriori
condicionais dos parametros, descricdo dos algositMCMC e resolugéo
numeérica do modelo. Este capitulo também apresewsdidacdo do modelo
estatistico apresentado, verificando a coerénce rdsultados obtidos e

comparando seu desempenho com um modelo GARCH.

* Capitulo 5 — Conclui-se o trabalho, destacandoom$os mais relevantes do

estudo realizado, bem como se analisa criticanmeeptejeto desenvolvido.

Modelo de Previsdo com Volatilidade Estocastica
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2. CONCEITOS

A definicdo de investir, segundo Bodie (2000), cinprometer o uso de
recursos no presente com a expectativa de bereffoinros. Atualmente, ha
inmeros produtos financeiros que servem de me#wa pue essa alocacdo de
recursos ocorra. Tais instrumentos podem ser fims$ds quanto a sua

lucratividade, que pode ser fixa ou variavel.

Ativos de renda fixa séo investimentos que pagam,periodos definidos,
uma certa remuneragdo ao investidor. A rentabiédpdde ser determinada no
momento da aplicacao (titulos pré-fixados) ou naon@oto do resgate (titulos pos-
fixados). Os titulos de renda fixa podem ser péBliou privados, de acordo com a
instituicdo encarregada de honrar o pagamento destimento e a remuneragao.
Entre os ativos de renda fixa podem ser citadasaderneta de poupanca, o CDB

(Certificado de Depdsito Bancario) e debéntures.

Ja os ativos de renda variavel sdo titulos de mmu@de que podem
apresentar componentes de remuneracgao peridédieamieados contratualmente. O
lucro nesse caso é apurado pela diferenca entreego pde compra mais 0s
beneficios, e 0 pre¢co de venda. Ac¢les, cotas dio$ude investimento, moedas e

commodities sdo exemplos dos ativos de renda \&naais conhecidos.

Os instrumentos financeiros mais importantes nézeg#@o e aplicagdo do
presente trabalho s&o as acbes, opcbes (uma dassterivativos) e o CDI
(Certificado de Depdsito Interfinanceiro). A impantia de tais ativos decorre da
volatilidade, que interliga estes instrumentos. §ma, a volatilidade de um ativo
pode ser especulada através de opgles que tenteaaties como objeto, e o CDI
serve como a taxa de retorno livre de risco, quaesponde ao custo de
oportunidade de um investimento, e que é uma dasdas no apregcamento de tais

opgoes.
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2.1. Acdes

Segundo a Bolsa de Valores de Sdo Paulo (BOVES&®Ees sao titulos
nominativos negociaveis que representam, para caerpossui, uma fracdo do
capital social de uma empresa. Tais titulos confeae seu proprietario parcelas de
participacdo no controle, nos bens e nos lucrosmpresa. Existem basicamente

dois tipos de acdes:

» Aco0es ordinarias (ON): concedem, aos seus prognstgoder de voto nas
assembléias deliberativas da companhia.

» Aco0es preferenciais (PN): oferecem preferénciaistilobicdo de resultados
ou no reembolso do capital em caso de liquidacaoodspanhia, mas nao

concedem poder de voto aos acionistas.

Uma empresa deve dividir os lucros com seus astemii Essa parcela
direcionada aos detentores de a¢fes é denominadizidendo, e € distribuida na
propor¢cdo da quantidade de acfes que cada aciustai, e apurada ao fim de
cada exercicio social. Assim, um dos principaisivostque atraem investidores a
comprar acdes é a expectativa de receber dividasmpempresas emissoras desses
titulos. Em muitos casos, entretanto, é de interdssproprietario de agdes a busca
por outros investimentos que resultem, por exemgho,uma maior protecdo aos
seus investimentos, uma maior alavancagem do tapitestido, dentre outros.
Nestas e outras situacdes similares, os investidpoelem utilizar os chamados

derivativos.

2.2. Derivativos

Um derivativo € um titulo cujo valor depende dakxes de outras variaveis
bésicas que o referenciam. Um derivativo sobre agé, por exemplo, tem o seu
valor atrelado a cotacdo desta agdo. Os mercaddsrigativos tiveram um ritmo de
crescimento bastante acelerado nos ultimos anostodm o mundo. Além de

instituicdes financeiras como bancos e investijoesuso de derivativos foi
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difundido para empresas de outros segmentos damdiarfagricola, energia, entre

diversos outros).

As finalidades do investimento em derivativos g#oitas, entre elas a
protecdo contra oscilacbes de mercatded(e, ganhos financeiros através da
especulacao, transformacdo de um passivo de tatarite por um de taxa fixa,
entre outros. Existe uma variedade muito grandeodé&atos negociados, e a Figura
2-1 mostra os contratos de futuros e de opc¢desmagiciados no periodo de janeiro

a maio de 2008, classificados pelo tipo de atijetoldo derivativo:

Metais
Outros 2 0% Moedas
0,2% ' 3,3% .
, Energia
3,4%

Agricultura
5,1%

indices de acdes

32,3% :
Taxas de juros

22,3%

Acdes individuais
31,4%

Figura 2-1 - Volume global de contratos de futurog de opcdes por categoria (Jan-Mai 2008).
Fonte: FIA

O total de contratos negociados nesse periodadoaproximadamente 7
bilhdes, considerando o mercado de balcao (isteggciacbes que ndo passam pelas
Bolsas) e Bolsas de Valores de todo o mundo. Agoate “outros” envolve
contratos baseados em carbono, indicesca@modities crédito, fertilizantes,

construcao civil, inflagédo, lenha e condicdes clio#s.
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Os tipos de derivativos mais negociados no merdadsileiro atualmente

Contratos a termo: sdo acordos de compra e vendandieterminado ativo
para liquidacdo em uma data futura, estabelecidaupo preco entre as
partes, que & denominado @eeco de entregaSua negociacdo ocorre

principalmente em mercado de balcéo.

Contratos futuros: assim como os contratos a teasi@partes envolvidas séo
obrigadas a comprar ou vender, a um preco estadbeleggor elas,
determinada quantidade de um ativo, em certa dataaf A diferenca é que
0s contratos sao negociados em Bolsa e assim éiaega da Bolsa cumprir o
contrato. Esses contratos sdo padronizados emaeelag quantidade e
qualidade do ativo, formas de liquidacdo, garanpeszos de entrega, dentre
outros. Além disso, é possivel a liquidacdo do redotantes do prazo de

vencimento.

Swaps sdo acordos privados entre duas instituicdes pdraca futura de
fluxos de caixa, realizada de acordo com uma fanurieestabelecida.
Assim, os pagamentos futuros dependem de seusctiesgeindexadores,
gue podem ser flutuantes ou ndo. Como ambos osnaagas sao efetuados
em uma mesma data, a liquidagdo do contrato gem&mecorre pela
diferenca entre os valores contratuais corrigideto seus respectivos

indexadores. Sao negociados principalmente em ohe @ balcdo.

Opcdes: sdo contratos que ddo a parte compradadaeito (e ndo a
obrigacdo) de comprar ou vender o ativo objeto enacdata a um preco
preestabelecido. As op¢des sdo negociadas tantoneroado de balcéo
guanto na Bolsa. Este tipo de derivativo, dada @& mlevancia pra o

problema proposto, sera apresentado com mais detaihSecédo 2.3.
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2.3. Opcoes

Segundo Costa (1998), opcao é um “direito negetide compra ou venda
de um ativo a um precgo futuro predeterminado”. tOlai, agente econémico que
compra a opc¢ao a um determinado preco na datalircquire a escolha de exercer
ou néo o seu direito de compra ou venda. A contirepdenominado de langador da
opc¢ao, adquire o dever de aceitar a decisdo darfite assim torna-se obrigado a
comprar ou vender o ativo objeto no preco deterdungara o titular, em caso do

exercicio de direito.

Ha inimeros tipos de contratos de opc¢des que e uma série de
caracteristicas peculiares. As opc¢des mais negxiado as chamadas opgdes
“vanilla”, que ser&o o Unico tipo de opcéo consideradoeuwrder deste trabalho.
Para maiores informagcBes sobre os outros tipospdées existentes (asiaticas,
flexiveis, exadticas, etc) ver Hull (1997) e Cosit898).

Ha dois tipos de direitos que uma opg¢ao apresdim&to de comprac@ll) e

direito de vendaput), cujos direitos e obriga¢des séo apresentaddainela 2-1:

Parte Opcéao de compra (Call) Opcéao de venda (Put)
Lancador Obrigacao de compra Obrigacéo de venda
Titular Direito de compra Direito de venda

Tabela 2-1 - Direitos e obriga¢des de opcoes.

Além disso, as opcdes podem ser classificadasatd@com a possibilidade
de exercicio antes ou somente na data de exepriéstabelecida. Sao ditagcdes
americanasaquelas que podem ser exercidas a qualquer instaéite data de
vencimento, enquanto apcdes européiagodem ser exercidas somente na data de

vencimento. No Brasil, a maioria das op¢des negasi& do tipo europeu.

O resultado financeiro de uma operacdo de compraurda opcaccall

européia na data de vencimento € apresentado neaFAe2:
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a operagao

Resultado d

Prémio

Y

Preco do ativo objeto (S)

Figura 2-2 — Resultado financeiro de uma op¢éo d®mpra no vencimento.

Na Figura 2-2K corresponde ao preco de exercicio da opgéo derecenp
prémio € o preco pago pela op¢ao na data negodtada-se notar que se o preco do
ativo objeto for maior que o preco de exerciciopgpensador para o titular exercer
o direito de compra, pois deste modo estaria comgjor@ ativo objeto por um preco
menor do que o preco negociado nesta data. O vatmbido pelo titular no

vencimento da op¢éo é denomingéyoff e pode ser descrito como:
max(, S- K), para uma opc¢éo de compra
max(@Q,K - S), para uma opcao de venda.

ondeS ¢ a cotagdo a vista do ativo objetpd) eK é o preco de exercicio da opgéo

(strike). O payofftambém é denominado de valor intrinseco da opcéo.

As opcbes podem ser negociadas em todo o perigstted seu lancamento

até a data de vencimento, e neste periodo o seu nab pode mais ser definido
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apenas pelo valor intrinseco. Segundo Hull (199%i¥tem basicamente cinco

variaveis que influem no valor de uma opcéo:
S— preco a vista do ativo objeto;

K — preco de exercicio da opcao;

r — taxa de juros livre de risco;

t — tempo até o vencimento;

o — volatilidade do ativo objeto.

O preco a vista do ativo objeto e o prego de ésierpodem ser analisados
juntos através do valor intrinseco da opcao. No ciesuma opgéo de compra, esta
tera valor maior quanto maior for o preco do agévguanto menor for o satrike Ja
uma opc¢éo de venda tera valor maior quanto memnar fioeco do ativo e maior for o

seustrike

A volatilidade de um ativo pode ser entendida cama medida de incerteza
sobre os seus precos futuros. Quanto maior a Nddate, maior € a possibilidade de
haver oscilagbes bruscas de precos, tanto paraquanao para baixo. Assim, para
uma opcao, tanto de compra quanto de venda, adlidalde aumenta a possibilidade

de um resultado positivo, dado que as perdas isétadias.

O tempo até o vencimento de uma opcao é mediddiasniteis e influi no
preco de uma opg¢do, pois quanto maior o prazo avéngimento, maiores as

possibilidades para a trajetéria de precos do atdjeto.

A taxa de juros livre de risco afeta o preco dpgdes na medida em que
guanto maior o seu valor, maior sera a expectatveetorno dos precos dos ativos.
Além disso, por tratar de fluxos de caixas futumsalor futuro dos desembolsos e
receitas diminuirdo. Na prética, a taxa de jurelde risco utilizada no Brasil € o
CDL.

A Tabela 2-2 apresenta um panorama dos efeitosuioento de cada

variavel sobre o preco da opc¢do, enquanto as demamntém constantes:
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Variavel cooprﬁz?ad(eCall) \C/)epngc?a(\) ((Fiijt)
Preco do ativo + -
Preco de exercicio - +
Prazo até o vencimento + +
Volatilidade + +
Taxa livre de risco + i

Tabela 2-2 - Efeito do aumento das varidveis sobrepreco das opgoes.
Fonte: Adaptado de Hull (1997)

A teoria de aprecamento de opcdes é extensa anbastesenvolvida, no
entanto o estudo publicado mais importante solagsanto é a derivacdo da equacéo
de Black & Scholes (1973).

2.4. Modelo de Black & Scholes

A difuséo e popularidade das op¢gbes no mercadmdeiro devem-se, em
grande parte, ao modelo proposto por Black e Ssi{@®73) para o aprecamento de
opcOes. Tal método foi apresentado na década de &@mplamente utilizado no
mercado financeiro, devido a sua facil implemerdgagé® seu rigor tedrico e a vasta
aplicacao pratica no mercado de capitais. O mopealposto por Black e Scholes
apresenta uma formula cujo resultado é o valooja&t uma opc¢do, respeitando

determinadas hipéteses.

Dada a relevancia prética ao presente trabalhogaelo de Black e Scholes
serd apresentado sucintamente para que fiqueacfaiacipal implementacéo préatica
deste trabalho. Para maiores detalhes sobre o snddeBlack e Scholes, ver Hull
(2997).

Considerando:

C: Preco da opcéo de compra
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P: Preco da opcao de venda

S: Preco do ativo objeto no instartte

K': Preco de exercicio

r : Taxa de juros livre de risco, composta continuase

T : Data de vencimento

T —t: Numero de dias Uteis até o vencimento

o : Volatilidade do ativo objeto

®(d) : Fungéo de distribuicdo de probabilidade normdrf{a acumulada

Black e Scholes (1973) desenvolveram um modelodgtermina o preco de

uma opc¢éo de compra do tipo européia, por meixpigessao:
C=50(d,) -Ke" " ad(d,) (Eq. 2.1)
Para uma opgéo de venda, a expressao torna-se:
P=Ke""Vd(-d,) - SP(-d,) (Eq. 2.2)
onde:

_In(S/K)+(r+0° /12T

d
' o VT

(Eq. 2.3)

_In(S/K)+(r-a® 12T _
oVT

d, d, -oJT. (Eq. 2.4)

E importante notar que, dentre todas as variaw#igadas no aprecamento
de uma opcéo, a Unica que ndo € conhecida é alidald do ativo objeto. Assim,
este parametro se torna o mais relevante na ngegocie opgdes, e muitos esforgos
sdo realizados a fim de estima-lo do modo maisaefigossivel. Na pratica, ha

muitos investidores que realizam as chamadas dpgade volatilidade, que
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consiste na especulacdo e arbitragem ndo do putgm fde um ativo, mas da sua
volatilidade futura. Desse modo, o investidor qoaseguir estimar melhor o valor
justo da volatilidade podera opera-la de modo ardhtros financeiros acima do seu

custo de oportunidade.

Juntamente com a derivacdo do preco de uma optdck 8 Scholes (1973)
apresentaram uma série de variaveis que permitezalizacdo de uma andlise de
sensibilidade do preco da opgcdo em funcdo de sailddveis, que no jargdo do
mercado financeiro recebem o nomeglegas Elas sdo extremamente Uteis para
analisar uma carteira de investimentos que contpobigdes em opc¢des. Cada uma
mede uma dimenséo do risco da posigcdo em opgamadoserem cruciais para o
desenvolvimento deste trabalho, estas ndo ser@thdeas. Como referéncia, ver
Hull (1997) e Costa (1998).

2.5. Volatilidade

O mercado financeiro € caracterizado pelo dinamidos precos dos ativos
negociados nas Bolsas de Valores. Tais mudangasnp@®r mais ou menos
drasticas. A cotacdo da a¢cdo de uma empresa dadgien por exemplo, exibe um
comportamento muito mais dindmico do que a taxgunEs livre de risco. Nesse
sentido, a volatilidade surge como uma medida daciade, da incerteza das
movimentacdes de precddercados que se movem lentamente séo ditos mercados
de baixa volatilidade. Em contrapartida, mercadtsmente dindmicos sdo ditos

mercados de alta volatilidade.

Mais especificamente, a volatilidade pode ser @itancomo uma medida de
dispersédo do preco ao redor de seu valor esperadane determinado periodo de
tempo. Assim sendo, é de extrema importancia qupaoscipantes do mercado
consigam estimar a volatilidade para diferentezqea sejam eles diarios, semanais,
anuais, ou outros — para que 0 apregamento de pg#o @ossa ser realizado de
maneira acurada. A volatilidade, por ndo podebservada, deve ser devidamente

medida e estimada para que o investidor possa toos&gdes coerentes.
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A volatilidade pode ser apresentada de diversaseimas, e € importante
saber distinguir qual € a abordagem em questaalqusntrata deste tema. A seguir,

serdo descritos os diferentes tratamentos existentaelacdo a volatilidade.

2.5.1 Volatilidade futura

A volatilidade futura é o que qualquer investidmstaria de saber, pois
corresponde a volatilidade que melhor descrevestaittliicdo futura dos precgos de
um determinado instrumento. Caso pudesse ser desetay o investidor conheceria

a real funcéo de distribuicédo de probabilidadepiegos.

2.5.2 Volatilidade histérica

Uma das maneiras de se estimar a volatilidadedeealm ativo é analisar a
volatilidade histérica do mesmo. A volatilidade tbrica, também chamada de
volatilidade realizada, pode ser estimada parasquar intervalos de tempo, desde
gue se consiga obter os respectivos dados neasssBisualmente, calcula-se a
volatilidade historica considerando observacdesatiado preco de fechamento do
ativo, calculando-se os retornos como a variacédaidebservacoes.

A seguir, apresenta-se a definicdo da volatilidag#édrica segundo Hull
(1997). Sejam:
n+1: Numero de observacoes;

S: Preco do ativo ao final dio-ésimo intervalo(i = 01,...,n);

u;: Retorno continuamente capitalizado (ndo-anuatdizatb i -€simo intervalo;

7 : Intervalo de tempo em anos.

Pela definicdo de retorno continuamente capitatizégmos:

S =S_e" (Eq. 2.5)

—in| S
u, —In(S J (Eq. 2.6)

1-1
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A estimativa usuak, do desvio padrao dos valoresuié dada por:

s:\/ni_li(ui ~uf (Eq. 2.7)

i=1

ou

l1re, 1 (&Y
S—\/n—_lizzl:ui n(n—l)(zuij (Eq. 2.8)

i=1
ondeu é a média dos retornas
Desta maneira, utilizando a estimativa para o idepadréo através da
Equacédo 2.8, é possivel estimar a volatilidadeh&tpara o perioda , designado

por g:

G=— (Eq. 2.9)

Jr

Deve-se frisar que a estimativa da volatilidadea pa periodo considerado
refere-se a dados passados, e que usar tal egéirpatia aprecar opcdes equivale a
presumir que o passado ird se repetir no futurbsdjosicao requer cautela, pois o
mercado financeiro é altamente complexo e dindmitadavia, a volatilidade
histérica é uma ferramenta bastante Util para geengportamento do preco do ativo

seja estudado, principalmente em horizontes deolpnagzo.

2.5.3 Volatilidade implicita

O Unico parametro da equacdo de Black & Scholes mfio pode ser
diretamente observado é a volatilidade do precatdo. Por isso, a volatilidade é o
principal fator de incerteza no preco de uma opddm. pratica, os operadores
usualmente trabalham com a chamada volatilidaddiditgp ou seja, a volatilidade
associada ao prego da opgéo negociada no mercado.

A volatilidade implicita é usada para monitoraspinido do mercado acerca
da volatilidade futura de determinado ativo. Natipghé comum observar valores
diferentes da volatilidade implicita de op¢des de mesmo ativo objeto. Tal fato
decorre de diversos aspectos, entre eles o prazendénento e o preco de exercicio

da opcao. Assim, ndo é usual negociar opcdes palpreco, mas sim em termos de
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sua volatilidade implicita. Um investidor em opcgesalmente realiza suas decisdes
em relacdo ao valor da volatilidade implicita queeesta disposto a receber ou
pagar por uma opgao, pois seu preco, por si so,admega” as informacdes mais

relevantes para as decisdes de investimento. Nesta&lo, o investidor especula a
volatilidade implicita da opc¢ao.
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3. FUNDAMENTACAO TEORICA

O modelo proposto para a resolugdo do problemaereganhecimentos
teodricos sobre estatistica, mais especificameiréeeéncia Bayesiana, que ndo sdo
abordados no curso de Engenharia de Produg&o. Postoonceitos de estatistica
desenvolvidos no curso apresentam uma base neaegaét que 0 aluno tenha a
competéncia necessaria para se aprofundar em deeasaior interesse. Assim,
intensivas pesquisas foram realizadas sobre o itonck séries temporais,
volatilidade estocéstica, teoria de Bayes e sindi@a¢MCMC. A argumentacao
tedrica utilizada na resolucdo do problema é tretutd nesta se¢éo, e um resumo dos

tdpicos que serdo abordados é apresentado a seguir:

* Modelos de séries temporais: contempla a teorissél&s temporais,
apresentando os conceitos de processos estacEnawinlo branco,
funcdo de autocovariancia, além de apresentar lglas principais

modelos existentes e testes estatisticos de vatiddaqs mesmos.

» Inferéncia Bayesiana: apresenta a teoria de inf&émBayesiana,
juntamente com conceitos de distribuicdes conjugadamulacdes

MCMC e os principais algoritmos desta categoria.

3.1. Modelos de Séries Temporais

Segundo Morettin; Toloi (2006), uma série tempe@rgualquer conjunto de
observagbes ordenadas no tempo. O objetivo dasandk séries temporais €
construir modelos para as séries, com propositesrdamados, como:

* Investigar o mecanismo gerador da série temporal,

» Fazer previsdes de valores futuros da série;

» Descrever apenas o comportamento da série, a pmticonstrucdo de
gréfico, verificacdo da existéncia de tendénciae$ys, variacdes sazonais;

* Procurar periodicidades relevantes nos dados.
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Em todos os casos, modelos probabilisticos sastridos. Caso seja
possivel, os modelos devem ser simples e parcirsosi®u seja, com um numero

enxuto de parametros envolvidos.

Os modelos utilizados para descrever séries teai§pBa0 pProcessos

estocasticos, isto é, processos descritos poprembilisticas.

Para descrever o comportamento de uma série, ivpbgonsiderar um
namero muito grande de modelos. A construcdo denodelo adequado depende de
varios fatores, tais como o comportamento do fem@nw o conhecimento prévio
gue temos de sua natureza e do objetivo da anBlés@ratica, outras questbes sao
relevantes, como a existéncia de métodos apropriddastimacao, disponibilidade

desoftwaresadequados e capacidade de processamento de dados.

3.1.1 Processos estocasticos

Seja T um conjunto arbitrério representante da dimensioporal. Um
processo estocéastico € uma famidias {Z(t),t DT}, tal que, para cadel1T, Z(t) é
uma variavel aleatéria.

Nestas condi¢des, um processo estocastico € bafamivariaveis aleatérias,
que se supde definidas num mesmo espaco de piidbadbs. O conjuntdl é
normalmente representado pelo tempo, e tomado cmneconjunto dos inteiros
Z :{o,ﬂiz,...} ou 0 conjunto dos reaisl. Também, para cadeT, Z(t) sera
uma variavel aleatoria real, definida soliee que é a dimensdo dos parametros
geradores do processo.

Logo, na realidad&(t) € uma funcdo de dois argumentd&t,w), tOT,

o [0Q . A Figura 3-1 ilustra esta interpretacdo de unt@sso estocastico:
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A\ 9A)

Z(D ®

X(t)
O
22

Figura 3-1 - Trajetorias aleatdrias de um processestocastico.

Para cadan 0 Q fixado, obtém-se uma funcgéo tieou seja, uma realizacéao
ou trajetdria do processo, ou ainda, uma série aeshpNo exemplo ilustrado, as

trajetorias deZ(t )foram geradas a partir de uma distribuicdo de gividade
normal com parametre = (u,0), para valoresu =2 e ¢ =1. Portanto, nesse caso
0 parametram consiste em um vetor com os valores para a médks\ao padréo da
série. A trajetdria d&(t) denota a média amostral para as trajetoriaZ le em)
cada instante, isto é:

_Z209m+z29m+z%(@)
2 .

x(t) (Eq. 3.1)

O objetivo da inferéncia estatistica trata-se aepartir das observacdes
disponiveis das trajetorias de uma variavel, inf@s valores dos parametros
geradores do processo. No exemplo descrito, oiebjseria encontrar os valores de
o =(u,0), isto é, a média e o desvio-padréo incondiciomatidtribuicdo normal

geradora da série temporal.
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A teoria de inferéncia serd mais bem detalhadteposmnente, na Secéo 3.2,
mas a diferenca fundamental entre a inferéncidistita e a Bayesiana é que a
dltima utiliza as chamadas distribuicbes de prdlaziale a priori. Em suma, tais
distribuicbes buscam implementar informacdes sivijgetsobre o processo em
guestdo, através de funcbes de probabilidades.fékémcia Bayesiana utiliza as
distribuicbes a priori, e pondera tais informacdes com os dados obseyvado
amostralmente, na busca dos valores “justos” ddapetros.

Outra consideracdao importante é que na praticasedmonhece, na maioria
dos casos, a verdadeira funcdo de densidade dahilidade (fdp) da variavel de
interesse. Assim, primeiramente um modelo adeqdasle ser proposto para que as
seéries sejam geradas a partir de equacdes espdasgicHa varios modelos de séries

temporais existentes, e 0s principais serao apsdenna Secao 3.1.4.

3.1.2 Processos estacionarios

A utilizagcdo de modelos de séries temporais fretumente requer a
introducdo de suposicbes simplificadoras. Assinguralas classes de processos
estocasticos com podem ser definidas de acordost@® caracteristicas, segundo
Morettin; Toloi (2006):

a) Processos estacionarios ou nao-estacionarios, dwdoaccom a

independéncia ou nao relativamente a origem dopdsm

b) Processos normais (Gaussianos) ou nhao-normais,cooa com as
funcbes de densidade de probabilidade que os earzeh,;

c) Processos Markovianos ou nao-Markovianos, de acocdm a
independéncia dos valores do processo, em dadmiastde seus valores
em instantes precedentes, ou seja, um processooManmk representa
um processo no qual a série temporal ndo € autdaciwnada. O

conceito de autocorrelagdo sera apresentado ostente.

“Intuitivamente, um processa € estacionario se ele se desenvolve no tempo
de modo que a escolha de uma origem dos tempo% nd@portante. Em outras

palavras, as caracteristicas dét +7), para todor, sdo as mesmas de(t). As
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medidas das vibra¢des de um avido em regime estawglo horizontal, durante seu
cruzeiro, constituem um exemplo de um processociesi@io” (MORETTIN;
TOLOI, 2006, p.23).

Mais especificamente, uma série estaciondria élaque se desenvolve no
tempo aleatoriamente ao redor de uma média copstegitetindo uma espécie de
equilibrio estavel. Na pratica, a maioria das sédpresenta algum tipo de nao-
estacionariedade. As séries econdmicas e finascepar exemplo, em geral
apresentam tendéncias. Outros casos, como o0 cegoirpopulacional, apresentem
uma forma de ndo-estacionariedade explosiva, ensé®dificeis de modelar.

Como a maioria dos procedimentos de analise ststatsupde a condicdo de
estacionariedade, muitas vezes é necessario realigzan tipo de transformacéo dos
dados originais da série. O método mais comum stn®m tomar diferencas
sucessivas da série original, até se obter uma sétacionaria. Em muitos casos
praticos, a tomada de diferencas de primeira enskegardem séo bastante eficazes
em tornar a série estacionaria, o que facilitaizagdo de modelos. A primeira
diferenca deZ(t ) definida por:

AZ(t)=Z(t)-Z(t-1) (Eq. 3.2)

De modo geral, a-ésima diferenga d&(t) €
A"Z(t) =A[AZ(1)]. (Eqg. 3.3)

Um processo estacionario pode ser estritamenteéacamentesstacionario.
As definicOes de tais processos sao apresentasiapia:
Um processo estocésticZ):{Z(t),tDT} diz-seestritamente estacionarise todas
as distribuigcdes finito-dimensionais permanecemmesmas sob translagcdes no
tempo, ou seja,

F(z,--,z,;t, +1,---,t, +1)=F(z,---,Z,;t,,--,1,), (Eq. 3.4)

1 &

para quaisquet,,---,t,,7 deT.

Isto significa, em particular, que todas as dsigdes unidimensionais sao
invariantes ao longo do tempo, logo a média e &@neila da série sdo constantes,
isto é:

uty=p,Vt)y=o’ (Eq. 3.5)
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para todotOT .

3.1.3 Ruido branco

Ruido branco trata-se de uma sequéncia de vabeasorios{s,} que é
amplamente utilizada nos modelos de séries tengporbais elementos sao

caracterizados por terem média zero e variaodia

E(£)=0 (Eq. 3.6)

E(gl)=0" (Eq. 3.7)
e terem todos os valores ndo-correlacionados npaem

E(e,&,)=0 parat#7 . (Eq. 3.8)

Assim, um processo que satisfaz tais condicddmemado deuido branco

Se além dessas caracteristicas o processo segulistribuicéo,

£~N(, 0%, (Eqg. 3.9)

entdo o processo é dito umido branco gaussiano

3.1.4 Funcéao de autocovariancia (facv)

Uma importante andlise na modelagem de sériesot@ispé observar a
covariancia entre os seus valores em diferentemnies de tempo. Segundo
Morettin; Toloi (2006), para um proces30 estacionario de segunda ordem discreto

qualquer, sua fungéo de autocovariancia (facvyiéida por:

y(tt,) = E{X ) X (t,)} - E{X W)}IE{X t,)} . (Eq. 3.10)
Em particular, se, =t, =t

y(,t) =var{X (t)} = E{x >} - EX{x (1)}, (Eq. 3.11)

gue é a (funcéo) variancia do proceséo

A facv também pode ser representada na formandey, = E{thw}.
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Além da facv, outra funcdo que é bastante utiizad analise de séries
temporais é a funcéo de autocorrelacéo, definida po

,0,:$, r0z. (Eq. 3.12)
0

O valor de p, é definido no intervalo[—],l], onde 1 indica perfeita

correlacao, -1 indica perfeita correlacdo negativaro indica correlagdo nula.

Para processos puramente aleatérios, como um buéhzo, 0s seus valores
sdo independentes no tempo, ou seja, sdo ndoamorhdos. Tal comportamento
pode ser visualizado através da funcéo de autdaoée (fac) do processo:

Considere um processo puramente aleatorio tal que:

£ ~iid.(0,02).

A fac desse ruido branco é ilustrada na Figura 3-2

Figura 3-2 — Fac de um ruido branco.
Fonte: Morettin; Toloi (2006).
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3.1.5 Tipos de modelos

Os modelos de séries temporais existentes poderiassificados em duas
classes:

1. Modelos lineares, que podem ser estacionarios e si&Ccionarios;

2. Modelos ndo-lineares, nos quais a série explicagesanta uma
combinacéo ndo-linear de parametros.

Os tipos de modelo que serdo apresentados nesia sé@ os modelos
lineares estacionarios (AR, MA e ARMA), modelosehnes n&o-estacionarios
(ARIMA) e modelos nédo-lineares (ARCH, GARCH e Vdldade Estocastica).

Como referéncia aos outros tipos de modelos exegewer Morettin; Toloi (2006).

A teoria de séries temporais apresenta alguns dpes para facilitar a
manipulacdo dos modelos estudados. Os operadagesediio utilizados séo:

a) Operador translacéo para o passado:

BZ, =Z7,,,B"Z, =Z,_; (Eq. 3.13)

b) Operador diferencga, ja definido anteriormente:

AZ,=Z,-Z,, =(1-B)Z,. (Eq. 3.14)

3.1.6 Modelos lineares

Os modelos lineares estacionarios podem ser rapeekes como filtros

lineares, como na Figura 3-3:

¥ (B)

—» Filtro Linear ———»

Figura 3-3 - Diagrama representativo de um filtro inear.

Este filtro pode ser representado na forma:

Z =ptra tgatppa, t.. = u+y(Bla, (Eq. 3.15)
em que
w(B)=1+y,B+y,B* +..., (Eq. 3.16)
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€ denominadéuncéo de transferéncido filtro, ¢ é um parametro determinando o

nivel da série 8 é o operador translacao para o passado.

Chamandoft =Z, - U, temos que
Z, =y(B)a,. (Eq. 3.17)
Se a sequéncia de pes{zﬁj,j 2]} for finita ou infinita e convergente, o

7

filtro é dito estavel (somavel) & ¢é estacionaria. Neste casp, € a média do
processo.

Uma forma alternativa de representar o proc&gsé ponderando os valores

passado¥,_,,Z,_,,... mais um ruido brancae, :

Z, =mZ ML ,+...v8 =) MZ_ +8a,. (Eqg. 3.18)

Segue-se que

[1—inijJZ~j =a

=1
ou
n(B)Z, = a,, (Eq. 3.19)
onde 72(B) € o operador
m(B)=1-mB-m,B* -...
gue é equivalente a
n(B)y(B)a =a,,
de modo que
m(B) =¢*(B). (Eq. 3.20)
Esta relacdo pode ser usada para obter os pgses funcao dos pesaqs, e

vice-versa.
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3.1.6.1 Modelos AR

Considerando o filtro linear apresentado cam=0,j > p, obtém-se um
modelo auto-regressivo de ordepdenotado por AR):

Z :Z]p TZ,_ . +a,. (Eq. 3.21)

=117t

Assim, um modelo AR tenta prever o valor do ingantonsiderando uma
combinacéao linear de seus valores anteriores.

O caso mais simples € o modelo AR(1):

Z =mZ+a, (Eq. 3.22)

de maneira quét depende apenas ci’é_l e do ruido branco no instartte A Figura

3-4 apresenta um exemplo de uma série de 50 olgSexvaeradas a partir de um
processo AR(1):
Zt = O’Szt—l +a~[ )

ondea, ~N(01).

AR(1)

Figura 3-4 - Série de observacdes de um modelo AR(1
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No processo apresentado, temos qme= 08, assim a funcdo de
autocorrelacdo do processo decai exponencialm@ntgégura 3-5 apresenta a fac
tedrica e amostral para o processo descrito, @aauwtom as observacdes do mesmo.

Deve-se ressaltar que os parametros de um modetordsatisfazer algumas

restricbes para a modelagem adequada. No caso g¢rasesso AR(1) qualquer, o
parametro7n, da equagdo de auto-regressao deve satisfa;|e¢=1 para que o

processo seja estacionario e nao exploda com ai@mldo tempo, ja que, caso

contrario, 0 processo apresentaria um crescimepnencial.

Funcao de autocorrelagao (fac)
1. T T T T T

B fac amostral
0.9r-------mmm e ---@ fac tedrica

0.8F---- @ .

07F .
Y ,—,——__—""""""""" .

05 -

fac

0.4F -

0.3f-----

02 -

0.1F-----

Figura 3-5 - Fac amostral e tedrica de um proces$R(1).

3.1.6.2 Modelos MA

Considerando o filtro lineaz, = y+a, +¢,a,_, +¢,a._, +...= u+yY(B)a,,
e supondo quey; =0, j >q, obtém-se um processo de médias moveis de ogdem

denotado por MAY):
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Z. =Y wa. +a, (Eq. 3.23)

de maneira quét depende apenas dos valores ¢tosp) ruidos brancos passados

e do ruido branco no instante A Figura 3-6 apresenta um exemplo de uma série de

50 observagdes para um processo MA(1):

Z, =a -08a,,.

2.5

0.5F

MA(1)
o

-0.5+ H

25 ! ! ! !
0 10 20 30 40 50

Figura 3-6 - Série de observa¢fes de um modelo MA(1

E as funcdes de autocorrelacdo tedricas e amodi@igprocesso sao

apresentadas na Figura 3-7:
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Funcao de autocorrelagéo (fac)

---M fac amostral
08 - ---@ fac tedrica
04fF-—--— -
03F-—----—— -
|
0.2F-—--— -
|
0.1----- F————, —————————————————————— m .
§ 0 @ @ @ @ @ @ @ @ ®
oM m
02— ____ !****I ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
03F- -
O04F----- -
05®- - -
L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lag

Figura 3-7 - Fac amostral e tedrica de um procesddA(1).

Neste caso, pode-se notar que a fac tedrica derooesso MAG) € igual a
zero para defasagendas’) maiores do quey, ao contrario do que acontece para
um processo AR, onde ha um decaimento exponensialequivale dizer que um

processo MA{) possui memoria apenas até o elementq.

3.1.6.3 Modelos ARMA

Os modelos auto-regressivos e de médias moveisnpaer Uteis para a
descrigcdo parcimoniosa de uma série, isto €, atrcg@® de um modelo com um
namero de parametros ndo muito grande. Um modef@rge ARMA(P,q) €

construido a partir de uma parcela auto-regregsivaa parcela de médias moveis:

Z, = J.":lnjzi_j +Wia ta. (Eq. 3.24)
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3.1.6.4 Modelos ARIMA

Os modelos auto-regressivos integrados de médazis (ARIMA) séo
frequentemente utilizados para descrever o comperito de series econdmicas e
sociais, onde os erros (residuos) observados s@coarelacionados, e portanto
influenciam a evolugéao do processo.

Os modelos ARIMA séo bastante utilizados pararéesc série<Z, tais que,

tomando-se um numero finito de diferengdstornam-se estacionarias (séneo-

estacionarias homogéneéas
Se W, =A"Z, for estacionaria, podemos represerifgr por um modelo

ARMA(p,q). Neste caso, trata-se de um processo ARIMAG), que supde qued

ésima diferenca da séri&, pode ser representada por um modelo ARMA. Como a
sérieW, é gerada a partir de diferencas fe entdoZ, € uma integral d&V,, e dai

provém o nome de modelo auto-regressivo, integ@deopédias moveis.

3.1.7 Modelos nao-lineares

Os modelos abordados até agora séo frequentemdizi@dos para descrever
seéries estacionarias ou nao-estacionarias homogémea apresentam variancia
constante. Para descrever o comportamento de sguesapresentam variancia
condicional que evolui com o tempo, os modelospim ARIMA néo sdo adequados.

Ha uma variedade muito grande de modelos né&oréigegue tratam a
variancia como uma variavel no tempo. Exemplos roaithecidos sdo os modelos
ARCH (autoregressive conditional heterocedastigityos modelos GARCH
(generalized autoregressive heterocedasficite os modelos de volatilidade
estocastica sfochastic volatility. O objetivo comum dessas classes € modelar a
variancia condicional dos retornos, ou seja, avelatilidade. Embora ndo possa ser
medida diretamente, a volatilidade tem um compostgm com algumas
caracteristicas observaveis (Pefa et. al., 2001):

a) A volatilidade aparece em grupos, de maior ou mganabilidade;
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b) A volatilidade evolui continuamente no tempo, e @a@r considerada
estacionaria,;

c) Elareage de modo diferente a valores positivosemativos da série.

3.1.7.1 Modelos ARCH

Os modelos ARCH (auto-regressivos com heterosteidasle condicional),
apresentados por Engle (1982), surgiram com o igbjele estimar a variancia da

inflacdo. Nestes modelos, o retorn&X, € considerado n&o-correlacionado

serialmente, mas a volatilidade depende dos retopassados, por meio de uma

fungéo quadratica. Um modelo ARGHE definido por:

X, = ha, (Eq. 3.25)
h =a,+a, X2 +...+a, X2, (Eg. 3.26)

ondea, i.i.d. (0,1, a,>0,a;, 20,i >0.

Os coeficientesr, devem satisfazer certas condi¢des, dependendpalde
imposi¢do que o process®, deve seguir (uma imposi¢do necessaria € que

volatilidade h, seja estacionaria e positiva).

Este modelo é caracterizado por apresentar cdadgas, isto €, cas,

siga um modelo ARCH, as caudas serao mais pesadqgedas da normal (isto €,

curtose deX, € maior do que a de um processo normal). Dadoguetornos das

séries financeiras apresentam este tipo de caisictar os modelos ARCH
apresentam uma propriedade vantajosa. Outra vantad@ modelo é que a
estimacao dos seus parametros pode ser realizzithaeiate pelo método de maxima
verossimilhanca condicional (que serd apresentadstepormente). Uma
desvantagem do modelo é que este ndo assume queosepositivos ou negativos

impactam de forma diferente na volatilidade, o gudservado na prética.
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3.1.7.2 Modelos GARCH

Como o proprio nome diz, o0 modelo GARCH é uma gdimcao dos
modelos ARCH (eneralizedARCH"), sugerida por Bollerslev (1986). Do mesmo
modo que um modelo ARMA pode ser mais parcimondgsque um modelo AR ou
MA puro, um modelo GARCH pode ser usado para descra volatilidade com

menos parametros do que um modelo ARCH.

Um modelo GARCHYs) € definido por:

X, = /ha, (Eq. 3.27)

h=a,+> . a X2+ Bh, (Eq. 3.28)
i=1 i=1

onde a iid. (0,1), @,>Q a,20, 520, > (a +B)<1, g=max(,s).
Como no caso de um modelo ARCH, usualmente supgeesesa, s&o normais ou
seguem uma distribuic&ode Student corw graus de liberdade.

E possivel derivar uma equac&o para a variancaoddicional do modelo,

expressa por:

a,

1_Z?zl(ai +:3|) .

Assim como os modelos ARCH, o modelo GARCH apresaigumas

E(X2) = (Eq. 3.29)

caracteristicas vantajosas, como: a possibilidetiegstimacdo dos parametros via o
meétodo de méxima verossimilhancga, apresenta cguelsedas, volatilidades altas

séo precedidas de retornos ou volatilidades grandes

Em geral, existe uma alta persisténcia na vadatile das séries de retornos, o
qgue implica num alto valor dg para um modelo ARCH) e, portanto, a
necessidade de estimagcdo de um grande numero @mgieos. Assim, o modelo
GARCH surge como uma tentativa de expressar deafarmis parcimoniosa a
dependéncia temporal dos retornos da varianciaicdondl. Deste modo, além de
depender do quadrado dos retornos passados, comodelo ARCH, a volatilidade

também depende das préprias variancias condicipaaigadas.
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H& uma literatura muito grande sobre extensfes rdodelos ARCH-
GARCH, como os modelos IGARCH, EGARCH, TARCH, QGARGntre outros.
Como referéncia a estes e outros tipos de modéledimeares, ver Morettin; Toloi
(2006), Nelson (1991) e Zakoian (1994).

3.1.7.3 Modelos de Volatilidade Estocastica

O modelo que serd desenvolvido no presente trabalita-se de um
problema univariado de volatilidade estocasticaaPa resolucdo do modelo e
estimacao dos seus parametros na sua aplicacéoggsaria a utilizagdo da teoria de
inferéncia Bayesiana e de algoritmos de simulac&d MCMC, que serdo
apresentados na Secdo 3.2. Assim, a apresentagdonaidelos de volatilidade

estocastica serd realizada posteriormente, na Segao

3.1.8 Diagnosticos de Modelos

ApoOs a etapa de estimacdo dos parametros de urelonasl necessario
verificar se ele representa adequadamente a dgeeoade estudo. Esta etapa de
validacdo do modelo pode ajudar também a sugewnietos alternativos em caso de

inadequacao.

H& diversos testes de adequacdo de um modelories sgmporais, sendo
gue a maioria baseia-se nas autocorrelagbes esimdols residuos (isto €, a
autocorrelag@o dos erros entre a série real ei@a @fistada). Os testes que serdo
apresentados séo os testes comumente usados panficacdo de adequacdo dos
modelos ARCH-GARCH.

3.1.8.1 Teste de Ljung-Box

O teste da estatistic@, proposto por Box e Pierce (1970), € utilizadaapar

verificagdo da aleatoriedade em um conjunto de sladssim, a partir das
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autocorrelagbes dos residuos de um modelo, o wesifica a hipotese nula da

auséncia de correlacdo serial dos dados.

Assim, se o modelo for adequado, a estatistica

~2
I

(n=1j)

tera aproximadamente uma distribuicfid com K — p—q graus de liberdade, onde

Q(K) = n(n+2)_ZK_: (Eq. 3.30)

n € o tamanho da amostr, é o nimero deldgs’ autocorrelacionados incluidos

no teste, efj2 é 0 quadrado da autocorrelagdo amostralags “j .
As hipoteses do teste para um conjunto de dados sa
H,: os dados s&o aleatorios.
H,: os dados néo sé&o aleatorios.
Para um nivel de significancia, a hipotese nula é rejeitada se:

Q(K) > Xlz—a,K
onde Xlz—a,K representa @ -ésimo quantil de uma distribuicdo chi-quadrada ¢om

graus de liberdade.

3.1.8.2 Teste de multiplicadores de Lagrange

O teste de multiplicadores de Lagrange (ML), pstpgoor Engle (1982),
consiste em testar:

H,: ndo ha heterocedasticidade condicional dos residu
H,: ha heterocedasticidade condicional dos residuos.

Em termos matematicos, o ML consiste em testar:
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H,: a, =0, paratodad =1,...,r, na regressao:

X =a,+a, X2, +...+a, X, +u, (Eg. 3.31)
parat=r+1...,n, onde X’ é o quadrado do residuo do modelo no instant&

estatistica do teste é:

T =NR* ~ x*(r)

em queR? é o coeficiente de determinacdo da regressao.

O teste rejeita a hipotese nula de auséncia @éedeetasticidade condicional
dos residuos do modelo caso o valodeeja maior que a sua estatistica no nivel de

significancia escolhido.

3.1.8.3 Analise da fac residual

A andlise da autocorrelacdo dos residuos do maddetativo pode ser feita
atraves da construcédo da funcdo de autocorrelatévés dela, pode-se verificar se
h& persisténcia de autocorrelacdo nos residuose angicaria uma inadequagéo do
modelo em explicar esta correlacdo ainda existdateecomendavel realizar esta
andlise também para os quadrados dos residuosnpaattos, para a verificacdo de
heterocedasticidade residual, o que pode ser adalizatravés do Teste de

multiplicadores de Lagrange.
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3.2. Inferéncia Bayesiana

Inferéncia é o processeo de utilizacdo da tecstatistica para analisar e
descrever alguma populacéo a partir de uma amd3tadbjetivo principal é realizar
afirmacdes sobre quantidades desconhecidas, buseatrdir informagdes do todo a

partir de um pedago.

Atualmente, ha duas correntes de inferéncia sttati a freqlientista e a
Bayesiana. A principal diferenca entre elas € quae imferéncia Bayesiana,
informacdes prévias sobre a variavel de interesdem ser incorporadas as analises.
As informagdes priori, para serem devidamente incorporadas na anatiserdser
traduzidas em uma distribuicdo de probabilidadd. distribuicdo do paréametro
populacional é chamada de distribuigigriori. Caso seja interessante considerar
informagBes subjetivas, estas devem ser devidamesde@zidas em fungbes de
distribuicdo de probabilidade, para que possamirsgorporadas na analise. A
distribuicdo de densidadea priori, portanto, denota o grau de conhecimento

acumulado sobre o processo, antes da observac@iadaos amostrais.

O objetivo da inferéncia estatistica é usar infqdes para realizar
inferéncias sobre parametros desconhecidos. Aéiné& Bayesiana € uma parte da
estatistica que além de utilizar as informacdepoditveis (dados) para fazer
afirmacoes, agrega as informag@egpriori. Assim, a inferéncia Bayesiana busca
atribuir funcdes de probabilidades para uma vari@eemaneira condicional aos

dados da amostra e as informacéegsiori.

As informac6es priori devem ser explicadas através de uma distribuiedo d
probabilidade adequada para que, em conjunto cotladss observados, se consiga
obter uma distribuicdo de probabilidade posteriorj que é a distribuicdo de
probabilidade de parametros dado as informagdasori, os dados observados e o0s

valores de outros parametros.

Seja# o vetor de parametros desconhecidos de um moeélidb, e X o
vetor de dados observados. As informagdpsori dos parametros sédo especificadas

atraves de uma fungéb(@). Seja f (X |0) a funcdo de verossimilhanca. Assim,

usando a teoria de probabilidade condicional:
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f(@,X) _ f(X]0)f(@)
f(X) — f(X)

f(0]X)= (Eq. 3.32)

onde f (X), distribuicdo marginal dos dados, pode ser olgtata

f(X) :j f(X,0)do :j f(X |0)f (0)do. (Eq. 3.33)

A distribuicdo f (@ | X) na Eq. 3.32 é chamada de distribuigguosterioride

6. Em geral, podemos escrever:

f(0]X)0 (X |0)f(8). (Eq. 3.34)

Tal equacédo também pode ser expressa usando a fdagzrossimilhanca.
Dado X, qualquer funcdo proporcional &(X |#) é chamada de funcdo de
verossimilhanga/(#) . A forma da curvaosteriori é inteiramente determinada por

/(0) e pelapriori no numerador, o que pode ser escrito como:

f(@]X)OdLO)f (). (Eq. 3.35)
Caso/(#) = f (X | @ ) entdo a constante de proporcionalidade é alligtéo

marginal dos dadosf (X) =j f(X,0)do =j f(X |0)f(0)do.

Na maioria das aplicacdes, € de interesse obtestabdicdo marginal de
cada um dos elementos do vetor de parametros,éjsto partir da distribuicao
posteriori conjunta, obter as distribuicogmsterioris marginais dos parametros.

Assim, considerando um problema de inferéncia com uetor de parametros
0=(6,6,,0,)", por exemplo, a distribuicdposteriori marginal do parametr@,

pode ser obtida a partir gasterioriconjunta f (@ | X) = f(6,,6,,6, | X) por:

f(6,] X) :” f(6,,6,,6, | X)d6,db, . (Eq. 3.36)

3.2.1 Distribuicbes a Priori Conjugadas

Obter a distribuicd@ posteriorinem sempre € trivial, mas ha alguns casos

em que apriori e aposteriori pertencem a uma mesma familia de distribuicdes.
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Nesse caso, ariori € chamada de distribuicdo conjugada. A existédeiatal
distribuicdo implica a possibilidade de se obterauexpressdo analitica para a
posteriori o que facilita muito a condugéo da analise Bayesi Em modelos que
apresentam uma distribuic@o priori ndo-conjugada, outros métodos devem ser
utilizados para o calculo das distribuic@egosteriori O método mais utilizado para
tais situacbes é o Markov Chain Monte Carlo (MCM@ue a utilizacdo de
procedimentos numericos para o calculo das integrecessarias. Entre os
algoritmos MCMC mais aplicados estdo o Amostrader @ibbs, Metropolis-

Hastings e o Griddy Gibbs, que serdo apresentamkisrpprmente.

E comum a utilizacdo de distribuicdes conjugadasnfexéncia Bayesiana,
principalmente quando ndo ha muita certeza nasnafpdes sobre os parametros do
modelo. Além disso, em casos de incertezapisris sdo caracterizadas por
possuirem valores pouco informativos de seus h@panpetros, que sao 0s
parametros das distribuicdepm@ori. Nesse sentido, os hiperparametros tratam-se de
parametros de parametros. E importante observarresslitados da inferéncia
Bayesiana a dependéncia dos resultados obtidoslagdio as sugsioris. De modo
geral, a obtencdo de distribui¢cdessterioris bem definidas e diferentes das suas

respectivaprioris sdo um bom indicador da coeréncia e convergéuacagbritmo.

A seguir, sdo apresentadas algumas distribuicGegugadas bastante
utilizadas na inferéncia Bayesiana através de textng disponiveis na literatura,
apresentados por Tsay (2002). Serdo abordadastabud¢bes que serdo utilizadas
posteriormente na resolugdo do problema proposita Rais informagdes sobre

outras distribuigcdes conjugadas, ver DeGroot (1970)

Resultado 1:Suponha quex,,...,X, formem uma amostra aleatoria de uma

distribuicdo normal com média, que é desconhecida, e variancia, conhecida.

Suponha que a distribui¢gmwiori de 4 € uma normal com média, e variancia
o’. Entdo a distribuicdposterioride u dado os valores observados eriri é

uma normal com média,, e varidnciao? segue uma distribuicdo normal com:
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_Cp iR . '

M ol =5,
0% +no; o’ +no;

ondex =" x /né amédia amostral.

Na andlise Bayesiana, geralmente é convenienteoysarametro de precisado

n=10?. Sendon, =1/0; o parametro de precisdo da distribuigdori, e

n,=1/0?, o resultado apresentado pode ser reescrito mafor

n <
MNo=m,*nn e ,uD:”_Ox,uo-l__,?xX'
Mo 0

Ainda em relacéo ao resultado apresentado, asnafgies observaveis (isto

€, 0 conjunto de dados) sobge estdo contidas na média amostkal que é a

estatistica suficiente dg/. A precisdo dex é n/og® =nn. Conseqlientemente, a

expressao dos parametros iasteriori mostra que (a) a precisdo da distribuicédo
posteriorié a soma das precisdespiri e da amostra, e (b) a médiapesteriorié
uma média ponderada da média paori e da média amostral, com peso
proporcional a precisdo. Além disso, 0 resultadcstraoque a contribuicdo da
distribuicaopriori para a analise diminui com o aumento do nimerobdervacoes

n.

O resultado obtido pode ser estendido para a hligtdo normal

multivariada. Neste caso, dada uma distribuicdo aomvetor de médiaz e matriz
de covariancia conhecidd com umapriori normal multivariada com vetor de

media u#, e matriz de covariancid',, entdo a distribuicposterioride x4 também

é multivariada normal com vetor de mégia e matriz de covariancia ,, onde
IF=X04nT e py=2(Z 2 7X).

ondeX = Zinzlxi /'n € o vetor das medias amostrais, que € distritegiddo uma

normal multivariada com média e matriz de covariancia' / n. Pode notar-se que
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nX ™ é a matriz de precisdo dee X,* é a matriz de precisdo da distribuigdo a

priori.

Resultado 2:Suponha quex,..., X, formem uma amostra aleatéria de uma

distribuicdo normal com média zero e varian@d. Suponha também que a

distribuicaopriori de o € uma inversa chi-quadrada cengraus de liberdade, isto
e

%~,\/§,onde/1 >0.

Nessas condicGes, a distribuigimsterioride o* também sera uma inversa

chi-quadrada corr + n graus de liberdade

(V/‘ +Zinzlxi2) 2
T X

v+n-*

A distribuicdo inversa qui-quadrada € bastantezatla em modelos que
apresentam variaveis aleatorias com variancia cardil. Uma variave¥ tem uma
distribuicdo inversa qui-quadrada cow graus de liberdade s&/Y segue uma
distribuicdo qui-quadrada com os mesmos grausdediade. A funcdo densidade de
probabilidade de Y é

2—V/2

f(ylv) :my_(wz+l)e_1/(2y), y>0. (Eq. 3.37)

Para essa distribuicdo tem-se quE(Y)=1/(v-2) se v>2 e

Var(Y) =2/[(v -2)*(v -4)] sev > 4
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3.2.2 Simulacédo por Cadeias de Markov

Para contornar os casos em que uma forma anatificaistribuicdoa
posteriori ndo pode ser obtida (ou for extremamente difieilotiter), recentemente
foram usados métodos baseados em simulacdo charvatésv Chain Monte
Carlo.

Os métodos de inferéncia Baysiana baseados em agiiwulestocastica
(MCMC) utilizam a teoria de cadeias de Markov eniéas de simulacdo. O conceito
de cadeia de Markov é atribuido ao matematico rédssirei Andreivich Markov,
que desenvolveu um modelo probabilistico onde siges resultados dependiam

somente dos resultados imediatamente predecessores.

Em relagéo a inferéncia Bayesiana, os algoritmésteskes utilizam a teoria
de Markov, e suas convergéncias séo provadas usangdmpriedades desta teoria.
Entretanto, para fins praticos, ou seja, de impleagio dos algoritmos, o
conhecimento sobre a teoria de Markov ndo é crusidim, a teoria de cadeias de
Markov ndo serd apresentada neste presente trabadisopara maiores detalhes ver
Feller (1968), Meyn e Tweedie (1993), Nummelin 498 Ross (1996).

Em suma, o principal objetivo dos algoritmos MCMé€gentes pode ser

apresentado como a sequir:

Dado um vetor de parametr8se um conjunto de dado§ a simulacdo de
Markov Chain busca uma distribuicdo de transicdacemaria para os parametros,
gue sera a distribuicdo desejafd@X). A idéia principal no MCMC é criar um
processo de Markov cuja distribuicdo de transicgtaconaria sejd(f|X) e rodar

uma simulagdo suficientemente grande para obtedistribuicdo estacionéria.

3.2.3 Métodos baseados em simulacéo estocastica

Recentemente vérios algoritmos foram desenvolvedéism de contornar as

dificuldades existentes em modelos ndo-conjugadosliados ao avanco da
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capacidade computacional de processamento de dagwesentam extrema

importancia pratica para a inferéncia Bayesiana.
Os principais algoritmos MCMC séao:
* Amostrador de Gibbs (Gibbs sampling);
* Metropolis-Hastings;
* Griddy Gibbs.

Os algoritmos que serdo utilizados na resolucadedé&sbalho sé&o o
Amostrador de Gibbs e o Griddy Gibbs. Para maidetalhes sobre os algoritmos

Metropolis-Hastings, entre outros, ver Gamerma®§20

3.2.3.1 Amostrador de Gibbs

Apresentado por Geman and Geman (1984) e Gelfe8mith (1990) é um
dos métodos mais populares de MCMC. O AmostradoiGiisbs é usado em
situagcbes em que a funcdo de verossimilhanca éildife se obter, mas as
distribuicbes condicionais de seus parametros, dado outros parametros, sao

disponiveis.

O Amostrador de Gibbs baseia-se no conceitoddga“ augmentation que
consiste na adicdo de variaveis auxiliares paesaucdo de um problema. Assim, o
problema é decomposto em diversos problemas menmoe®s complexos, e mais

faceis de serem resolvidos.

O algoritmo de Gibbs diminui a complexidade do peroia, pois decompde
um problema de estimacéo de muitas dimensfes dos\@oblemas de dimensbes
menores, via as distribuicbes condicionais dosmpan®s. Assim, no extremo, um
problema de dimensad poderia ser decomposto eiproblemas univariados de
distribuicdo condicional. Cabe-se ressaltar que msempre tal decomposicdo é
eficiente. Se os parametros forem altamente caroglados, € dificil tirar amostras

da distribuica@ posterioriconjunta dos parametros.

Modelo de Previsdo com Volatilidade Estocastica



FUNDAMENTACAO TEORICA 65

Dado o conjunto de parametr@sde um modeldM proposto. Consider¥X
como o conjunto de todas as variaveis explicatilasnodelo. O objetivo é estimar
os parametros do modelo para que este possa St paga realizar inferéncias.
Suponha que a funcéo de verossimilhanca sejalditabbter, ou que sua resolucdo
seja infactivel. Assim, se as distribuic6es comdiais de um Unico parametro, dados
0s outros parametros, forem faceis de obter, o Amaabsr de Gibbs pode ser usado
para a construcdo de uma cadeia de Markov que,oamrise estacionaria,

correspondera a distribuicdo conjunta dos parasetvanodelo.
A seguir, um exemplo genérico do algoritmo é agmeslo:

Considere um modelo com trés paramettnd., e 6;. Denote a cole¢cdo de
dados disponiveis pot, e o modelo proposto por M. O Amostrador de Gibbde
ser utilizado para calcular a funcdo de verossamifla caso as seguintes

distribuices condicionais sejam conhecidas:
f,(6,16,,6,, X,M); f,(6,16,,6,X,M), f,(6,16,,6,, X,M),

onde f; (6 16,;,X,M) denota a distribuicao condicional do parameiralados o

conjunto de observacdes, 0 modelo e 0s outros |garas, , j # i .

Considere), o € 030 como dois valores arbitrarios ége 5. O amostrador de

Gibbs procede da seguinte maneira:

1. Tire uma amostra dé, (6, |6,,,6;,, X,M . Penote a amostra calculada
por 61 1.

2. Tire uma amostra dé, (8, | 8,,,6,,, X,M). Denote a amostra calculada
por 63 1.

3. Tire uma amostra dé, (6, | 6,,,6,,, X,M),. Denote a amostra calculada
por 63 1.

A iteracdo € repetida atualizando-se os valoresaisi parad; 1, 021 € 03 1.
Assim, o ciclo repete-se por um niumenale vezes até que se obtenha a sequéncia

de amostras aleatdrias:

9111 92,1’ 93,1" c (g:Lm ’ 92,m ! 93,m) .
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Se algumas condigbes forem respeitadas, pode-s&¢amagie, para um

namero suficientemente grande de, (6, O

2,m?

6,,) € aproximadamente
equivalente a uma amostra aleatéria retirada datribdigdo conjunta
f(6,,6,,6,]| X,M) dos trés parametros. As condicdes necessarias para
convergéncia do algoritmo essencialmente requereenasg valores paramétricos

iniciais (6,,,6,,,6,,) podem visitar todo o espago paramétaro

Na prética, usa-se um numero suficientemente grandedescartam-se as

primeirasm amostras aleatorias retiradas do Amostrador dbsGib

3.2.3.2 Griddy Gibbs

Em alguns problemas de inferéncia, a forma daillisg&o condicional de
todos os parametros (a chamada distribuicdo camditi‘cheia”) ndo é conhecida, o
gue impossibilita a amostragem via os algoritmaditionais. Isto ocorre na maioria
das aplicagbes financeiras onde ha distribuicAeposteriori ndo-lineares dos

parametros (usual em modelos de volatilidade).

Ritter e Tanner (1992) propuseram um esquema deteagem para casos
que apresentam condicionais cheias dificeis. O doétoaseia-se em avaliar a
condicional cheia em alguns pontos selecionadaspapresentado por Gamerman
(2006), a sequir:

Considered um parametro escalar com distribuicdo condicigusteriori
1‘(9i |X,0_i), onded_ € o vetor de parametros apos remoferPor exemplo, se

0=(6,,6,,6,), entdod_, =(6,,6,) . Assim, o Griddy Gibbs consiste em:

1. Selecionar um conjunto de pontos de um intervaleqaddamente

escolhido ded , como g, <8, <---<@,,. Avaliar a fun¢éo densidade da

condicional posteriori para obter; = f(@ij |X,0_i) paraj=1---,m.
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2. Usar w,---,w, para obter uma aproximacdo da fungéo inversa de

distribuico de probabilidade acumulada (FPA)fdé, | X,6., ).

3. Tirar uma amostra de uma variavel uniformementtidigsda em (0,1) e
transformar a observacdo da distribuicdo uniforrtravas da funcgéo

inversa FPA aproximada, para obter uma amostrédaieale &, .

Uma aproximacao simples para a funcéo inversa FRAn& distribuicdo

discreta pare{é’ij}?ll com probabilidadq)(@ij ): W, /ZLWV :

A amostragem de urf, genérico € ilustrada na Figura 3-8 da funcéo Bwer

FPA para uma distribuicdo normal:

O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
FPA

Figura 3-8 - Inversa FPA para uma distribuicdo nornal padréo.

A Figura 3-8 ilustra uma inversa FPA para uma itisicdo normal com

media 0 e desvio-padrdo 1. A amostrageméddoi realizada com um valor da
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variavel uniforme de 0,60, que resultou em um ve®0,2533 par# . O calculo de

6 foi realizado usando a inversa FPA da curva narmal

x=F(p|u,0) ={x:F(x| x.0) = p} (Eq. 3.38)
onde
1 . -(t-p)°
=F(x|u,0)=——|e 2o dt Eg. 3.39
p ("”’)amj—w (Eq. 3.39)

e, para o exemplo apresentado,
p=060, u=leo=1.

A curva apresentada € continua, porém na pratatstemcéo do valor dé,
pode ser realizada através de uma interpolacdolesngmtre os pontos da FPA
discreta aproximada.

Em aplicagbes praticas, a escolha do interv@@, Him] deve ser feita
cuidadosamente. Um procedimento simples para dagilo do intervalo € observar
o histograma das amostras dk. Caso estas estejam muito concentradas nos
extremos do intervalo, o intervalo deve ser exmmdEm contrapartida, caso os
valores estejam muito distantes dos extremos, ayviaio deve ser diminuido, pois

caso contrario o Griddy Gibbs torna-se ineficiensto que a maioria dow, seriam
zero.

Outra consideracdo relevante é que o Griddy Gibbde pser utilizado
juntamente com o Amostrador de Gibbs para obteistra®de varios parametros de

interesse.
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3.3. O Modelo de Volatilidade Estocastica

O modelo que sera desenvolvido no presente trabfmh@roposto por
Jacquier et. al. (1994), e as equacdes para a redgufisga a volatilidadé¢h, de uma

série de retornos $ao0;:

[= o+ Bxy o+ B+, 3 =[N, (Eq. 3.40)

Inh, =a, +a,Inh_, +v, (Eqg. 3.41)

onde {xit|i =1, p} sdo variaveis explicativas conhecidas no terhpd, g sédo
parémetros,{st} sdo variaveis independentes e de idénticas digtdbs de
probabilidade (iid) com média 0 e variancia{\t} também é um ruido branco com
média 0 e variancias?, e {¢} e {v} s&@o independentes A transformacéo
logaritmica é utilizada para assegurar @ueseja positivo para qualquér Além
disso, assume-se CIIILEJ <1 para queln h, seja estacionario. Caso seja de interesse,
um modelo AR de maior ordem pode ser utilizado para, o que equivale a
utilizar diferengcadnh,_,, ondep refere-se a ordem do modelo AR.

Sejam:

B =B, By,....8,) o vetor de coeficientes da equagdo da media;

o =(a,,a,,02) o vetor de parametros da equagao da volatilidade;

R=(r,...,r,) acolecdo dos retornos observaveis;

X a colecdo das variaveis explicativas do modelo;
H =(h,,...,h,)" o vetor de volatilidades ndo-observaveis.

Os parametrog e o sdo “tradicionais”, enquantd € um vetor de variaveis
auxiliares. A estimacdo do modelo via 0 método d&ima verossimilhanca seria

complicada, pois a fungdo de verossimilhanca é mmistura sobre a distribuicao n-

dimensionaH, dada por:

f(R|X,ﬂ,w):If(R|X,ﬁ’,H)f(H | w)dH
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Contudo, sobre a 6tica Bayesiana, o vetor de ilidkede H consiste em
parametros segmentados. Condicionando mpode-se focar nas funcdes de
distribuicdo de probabilidades (R|H,f), f(H |w), e a distribuicdo priori
p(f,w). Assume-se que a distribuicdo a priori pode sertiginada em
p(B,w) = p(B) p(w) , ou seja, que as distribuicdes a priori das eqesadd media e
da volatilidade s&o independentes. Assim, uma algerd pelo Amostrador de
Gibbs para estimar a volatilidade estocastica gaages envolve tirar amostras das

seguintes distribuicbes condicionaiposteriori

F(BIR X,H,®), f(H|R X, 8 ), fl@|RX,AH),

sendo que, na convergéncia do algoritmo, a cads&cienaria resultante sera
equivalente a amostrar diretamente da distribuiggmjunta a posteriori
f(p,H,w|X).
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4. CONSTRUCAO DO MODELO

O objetivo desta se¢do é desenvolver um modekgdes temporais para o
indice IBOVESPA que considere a volatilidade comeawariavel que evolui no
decorrer do tempo. Para tal, dois modelos serdizadas: GARCH e MVE (Modelo
de Volatilidade Estocastica). O intuito é verifice¢ 0 modelo de volatilidade
estocastica apresenta um desempenho melhor quelelaor®ARCH em termos de
descricao e previsdo da série de retornos do IBMESIA varios tipos de modelos
de volatilidade estocastica, e o que sera desddwohesta secdo é a formulacéo

proposta por Jacquier et. al. (1994).

A proposta por um modelo MVE surge como um apram@nto dos
modelos ARCH-GARCH, por considerar termos estocadstianto para a equacao da

média quanto da volatilidade dos retornos. Conardy um MVE simples genérico:
=B +a, a=4hs, (Eq. 4.1)
Inh =a,+a,Inh_ +v,, (Eq. 4.2)

onde & e v, sdo ruidos brancos independentes, tais que- N(01) e

7 7

v, ~N(@,0?), r, é o retorno do instante h é a volatilidade do instantee

By a,,a,,0.; sdo os parametros do modelo.

Neste caso, pode-se notar que a volatilidade passtermo estocastico,,

gue nado esta presente nos modelos ARCH-GARCH. @ datos modelos MVE
apresentarem termos de erro tanto para a equacaedia quanto da volatilidade
surge como uma consideragdo natural de que amhd&veia S80 processos
aleatorios, ou seja, apesar de serem dependentestrds variaveis (inclusive de
seus proéprios valores passados), sempre haverdcomaonente de incerteza,

proveniente da sua caracteristica estocastica.

A série de retornos que serd modelada é uma dérialores diarios do
IBOVESPA de 2-jan-2002 a 28-dez-2007, num total4#®4 observacgdes. Na Figura

4-1 sdo ilustradas as cotagdes e os log retornséria
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Figura 4-1 - Evolucao das cotacdes diarias do IBOVEPA e os log retornos da série.

E interessante observar o histograma e o grafitld FNormal Probability
Plot) para visualizar algumas caracteristicas de sm estudo na Figura 4-2 e
Figura 4-3, respectivamente:
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Histograma dos log retornos diarios
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Figura 4-2 - Histograma dos log retornos do IBOVESR.
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Figura 4-3 - PPN dos log retornos do IBOVESPA.
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Os gréaficos mostram a caracteristica de caudaglaesos retornos, o que é
chamado de excesso de curtose. Este fato podéasmmente observado no grafico
PPN, onde ha diversos pontos (principalmente eorrmes negativos) fora da reta,
indicativo da ndo-normalidade dos dados.

As principais estatisticas da série sao apresantaal Tabela 4-1:

Estatistica Valor
Média 0,1028
Mediana 0,1600
Desvio padréo 1,7156
Minimo -6,8565
Méaximo 6,1503
Assimetria -0,2920
Curtose 3,6792

Tabela 4-1 - Estatisticas descritivas da série deg retornos do IBOVESPA.

O primeiro passo para a resolucéo do problemprépmosicdo de um modelo
GARCH para a série de retornos do IBOVESPA. O nwdgele serd utilizado € o
GARCH(1,1) dado por:

n=pu+a, a =he, (Eq. 4.3)

ht = aO + alalz—l + ﬁlht—l - (Eq 44)

Como visto anteriormente, os modelos GARCH podemestimados via o
método de méaxima verossimilhanca condicional. Sdponormalidade doss,,
pode-se derivar a funcdo de log-verossimilhancadicmnada asm primeiras

observacgdes, dada por:

2

13 1

W@ B 1%, X %) O == Yin(h) -2 > 2L (Eq. 4.5)
2t:m+1 2t=m+1 h[

Bollerslev (1986) utilizah; =&%,j=1...,s, ondeg* =)' X?/n,enéo

namero de observacfes. Assim, as estimativas aampaos sdo obtidas através de

métodos de maximizagéo da funcf@, S| x,,...,X, , tdis como Newton-Raphson,

9 \m

Modelo de Previsdo com Volatilidade Estocastica



CONSTRUCAO DO MODELO 75

Scoring, Gauss-Newton, etc. Para a maximizagdo uigdb e estimagdo dos
parametros, utilizou-sesoftwarematematico MATLAB.
A saida da estimac¢édo do modelo GARCH(1,1) e ammaacdo da funcéo de

verossimilhanca condicional é apresentada na Tdb2la

Parametro Valor Erro Padréo t-stat
U 0,14134 0,043872 3,2216
a, 0,083756 0,031805 2,6334
a, 0,92357 0,020105 45,9380
B 0,047729 0,011612 4,1103

Valor da log-verossimilhanca: -2868,17

Tabela 4-2 - Estimac¢é@o do modelo GARCH(1,1) paraserie de retornos do IBOVESPA.

Assim, o modelo torna-se:

r = 014134+a, a =./he,
h, =0,083756+0,9235%2, +0,047729%, , .

Para verificar a adequacao ou ndo do modelo GARjObtado, os residuos
do modelo devem ser analisados e testes estaistin@m ser feitos. A verificacdo
do modelo ajustado serd realizada juntamente cowerificacdo do modelo de

volatilidade estocastica.

4.1. Etapas da construcao do modelo

A proposta de um modelo de volatilidade estocagiara a série de retornos
do IBOVESPA néo foi feita ao acaso. Para a esabtham modelo a ser ajustado, os
principais fatores que foram considerados sao:

1. Necessidade de considerar a variancia da série conuicional e que evolui

com o tempo;
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2. Constatacdo (através da andlise das estatisticastraia e histograma dos
dados) da ndo-normalidade dos dados de retorniogneiado pela presenca
de caudas pesadas no histograma e pelo comportag@RPN;

3. Observacgdao, no grafico dos retornos, que as vasaga sé€rie aparecem em
grupos de maior ou menor volatilidade (como é desse&omum na analise
de séries financeiras);

4. Tentativa de construir um modelo que obtenha unerdpenho melhor que
0s modelos ARCH-GARCH. O desempenho pode ser mgulidoipalmente

pela analise dos residuos do modelo ajustado.

Para um melhor entendimento das etapas que deegemealizadas, e da
ordem em que ocorrerdo, é apresentado um fluxogdanpaocesso de construcdo do

modelo, conforme a Figura 4-4:

Métodos de
verossimilhangg

Posteriori
conjunta
pode ser

calculada?

Definigdo das
prioris e hiper-
pardmetros

Observacéo Estabelecimen | Definigéo dos
dos dados to do modelo "| parametros

Y

Algoritmos de Todas as Definicao das
. posterioris L
amostragem aproximads odem ser posterioris
(M-H, G.G) P condicionais
calculadas?
I Rodar simulagéo Verificagéo de
> Atribuicéo de » via Amostrador de >

convergéncia dos

valores iniciais . A
Gibbs parametros

A 4
Caélculo de estatisticag
dos parametros (média,
variancia, histograma

Validacéo do
modelo

Figura 4-4 - Fluxograma do processo de construgdamdnodelo de volatilidade estocastica.
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4.1.1 O Modelo Proposto

O modelo proposto trata um conjunto de dadysgomo um vetor gerado

através de um modelp(R|h), ondeh € um vetor de volatilidades. Cada ponto

tem uma variancidy, que € dependente do tempo. As volatilidadesdo séo
observaveis, e assume-se que sdo geradas a pgadina funcdo de probabilidade
p(h|®). As equagBes para a média e volatilidade foramsaptadas anteriormente
(Eq. 4.1 e Eqg. 4.2). Assim, assume-se que o logarda variancia condicional da
sérieR segue um processo AR(1).

Especificamente, 0 modelo de volatilidade estazz@sfue sera ajustado para
a série de retornos diarios do IBOVESPA é similapeoposto por Jacquier et. al.
(1994), que utilizou a inferéncia Bayesiana patanes os parametros do modelo
através da simulagdo via o Amostrador de Gibbs s#asiintes distribuicdes de

probabilidades condicionais:

f(BIR X,H,w) f(H|R X, 0) flw|R,X,B8,H)
onde B é o vetor de parametros da equacédo da medi&,0 vetor de parametros da
equacao da volatilidade Bl é um vetor de volatilidades que foi incorporado ao
modelo como uma variavel auxiliar, baseado no dtmaie segmentacdo (“data
augmentation”).
Cabe ressaltar que a simulacdo via métodos MCM&&aessaria, pois a
funcdo de verossimilhanca para o processo € daefigimmo uma integral de

dimensaa para a distribuicdo dél :

f(R|X,ﬂ,w):J'f(R|X,ﬂ,H)f(H | w)dH
onden é o numero de dados da série.

Devido a complexidade da funcdo de verossimilhanga é possivel derivar
analiticamente a mesma e, portanto, métodos demmaaxerossimilhanca ndo podem
ser aplicados. Assim, uma alternativa para reabzastimacdo dos parametros do
modelo é simular uma cadeia que, na sua convedéseia aproximada a funcéo

posterioriconjunta dos parametrgs, H e o .
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4.1.2 Escolha das distribuicbes a priori dos parametros

Como visto anteriormente, a inferéncia Bayesiaranjie a consideracao de
informacfes prévias de um processo, através dasibdigdes a priori dos
parametros. Mais importante do que atribuir valgresvaveis a um parametro, a
distribuicdoa priori € responsavel por, em muitos casos, moldar o cdarpento da
distribuicdoa posteriori(o que acontece nas distribuic@epriori conjugadas, vistas
anteriormente). Assim, € necessario escolher asbdigdesa priori com bom
senso, e sempre que possivel considerar informai®gsessoas mais experientes
sobre 0 processo em questao.

Por ndo haver muito interesse em incluir conhestoeespecificos sobre os
retornos do IBOVESPA e pelo desejo de minimizammgactos das informacoes
priori na analise de modo a traduzir adequadamente #adpaeexistente, foram
escolhidas distribuicdgwioris ndo muito informativas, com grandes valores para a
variancias das distribuicbes, e com base nasligiies comumente utilizadas na
literatura.

E importante observar ao final do ajustamento a@adleto a influéncia dos
valores dos hiperparametros (isto €, os paramdteparametros do modelo) sobre
os resultados obtidos. Em geral, um simples cotdrda funcdo de distribuicdo de
probabilidadesa posterioricom a sua respectiaiori pode mostrar a grande ou
pequena influéncia das informacgdes prévias acrestas na analise.

As distribuicbesa priori que serdo utilizadas no modelo de volatilidade
estocastica proposto sao:

B~NByuA),  a~N@,Cp), Ay
UV
onde

* [ segue uma distribuicdo normal com hiperparamges e AQ=9;

* a segue uma distribuicdo normal multivariada comowretle média

009 017
4 )

04 . A
a, = [08} e matriz de covariancia, :[ 0 00
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« 0’ segue uma distribuicdo inversa chi-quadrada cors5 graus de

liberdade el = 0.2.

4.1.3 Estimacéo das posterioris condicionais

1. Estimagao dposterioridef

Dado H, a equacdo para a média é uma regressao linedrondmgyénea.
Dividindo a equacéo pojﬁ , a equacao pode ser reescrita por

lor = XoB+E, t=1...,n (Eq. 4.6)

onde ry, =1/ \/h e Xy = xt/\/ﬁ, com x, = (I, que é o vetor de variaveis

explicativas da equacdo da média, que no modelo gi@pepresenta apenas uma
constante. Supondo que a distribuigiimri de # seja uma normal multivariada

com vetor de médig#, e matriz de covariancid\,,, entdo a distribuicaposteriori

de g também sera multivariada normal com méfliae matriz de covariancia,

de modo que (Resultado 1):

AT =D XoXor T AL By = AD(Z XogTor + Af;l/foj, (Eq. 4.7)
t=1 t=1

onde entende-se que a soma comega gom se 11, for o maior lag de retorno

utilizado como variavel explicativa da equacédo da médilamodelo proposto, ndo
hé termos auto-regressivos para a equagdo da méelimsapma constante, de modo
a simplificar o problema, e considerando que a volatilidateo a principal variavel

de interesse.

2. Estimacao dposteriorideh;

O vetor de volatilidadesH é amostrado elemento por elemento. A
distribuicdo posteriori condicional necessaria & (h |R,X,H_,f,0 , )sendo
proporcional ao produto da distribui¢édo normalages da distribuicdo log-normal da

volatilidadeh:
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f(h R X,H_, B 0)
O f(a Ih,r.x.B)f(h [h,e)f(h, |h, o)
Dhl'O'Sexp{— (r. - x.8)*/(2h) Jh[lexdL (iInh - ) 1(20° )J
0h™ exg-(r, - x.8)? /(2h) - (Inh, - 14, 1(202)], (Eq. 4.8)

onde 4 =[a,(1-a,)+a,(nh, +Inh )/{l+a?) e o?=02/fl+a?). Para a
derivagdo da condicionaposteriori de h,, as seguintes propriedades foram
utilizadas, assim como descrito por Jacquier et. al4)1®Jsay (2002):

1. alh~NQh);
Inh, |Inh_, ~ N(a, +a,In h_l,af);

Inh,, |Inh, ~N(a, +a,Inh,c?).

dinh = ht_ldh, onded denota diferenciag&o;

A igualdade

(x—a)’ A+ (x-hb)’C =(x-c)’(A+C)+(a-hb)>AC/(A+C)
onde c=(Aa+Ch)/(A+C) com A+C #0. Esta igualdade é uma verséo
escalar do Lema 1 de Box e Tiao (1973, pag. 418).pMsente aplicacao,

temos:
A=1
a=a,+Inh_,
C=a;l,
b=(nh,, —-ay)/a,.

O termo (a—b)*AC/(A+C ) é independente da variavhl e, portanto, é
integrado para fora da derivagéo da distribujgdsterioricondicional.

Para a amostragem de, Jacquier et. al. (1994) utilizou o algoritmo
Metropolis-Hastings. O algoritmo que serd utilizado néstbalho sera o Griddy
Gibbs, assim como foi utilizado em Tsay (2002).

Para tirar uma amostra de via Griddy Gibbs, primeiramente devem ser
escolhidos os pardmetros do algoritmo: o intervalo deesle o nimero de pontos

de graduacéo (“grid points”). Assim, o algoritmo serlizado da seguinte maneira:
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+ Intervalo de dados: ]0; 1s5], onde s* é a variancia amostral incondicional
dos retornos;

* Numero de pontos de graduacéo= 500
O Griddy Gibbs procede da seguinte forma:
1. Avaliar a fungéo de densidade de probabilidade da distéiblderivada,

proporcional a f(h, |R,X,H_,f,@ ) para cada um dos pontos do

“grid”, obtendo-sew; = f(h; |R,X,H_,§,) para cadg =1,...m.

. . , W, -
2. Normalizar cadaNl. , ISto é, calcularm—‘, e utilizar estes pesos para

W
i=1 1

obter uma aproximagéo da inversa da fungéo de pilatzde acumulada
(FPA)de f(h |R X,H_,f,w)
3. Tirar uma amostra de uma variavel uniforme no interv]a()a], e

transformar a observagdo via a inversa FPA, pararalha amostra

aleatoria deh,. Isto € feito interpolando linearmente a variavel aléato

uniforme amostrada na inversa FPA.

Como apresentado anteriormente, é necessario checaecquagdo do

intervalo escolhido parh, . Isto sera realizado através da analise de histogreamas p

os valores amostrados para alguns elemédmtgsaisquer.

Uma observacdo importante € que a expressdo da digdolposteriori

condicional deh, é valida paral<t <n, onden é o tamanho da amostra. Para 0s
dois pontos extremosh, e h,, algumas modificagbes sdo necessarias. Uma
alternativa plausivel & empregar uma previséd.gee uma previsdo retrograda de
h,, para poder continuar aplicando a férmula normalmeramah, é a variavel de

interesse, pode-se fazer uma precisamde,, partindo den-1 de 2 passos:

. =a,+a,(a, +a,Inh,_), (Eq. 4.9)

ondeg, , é a previséo denh,__,.

A previséo retrograda de, € baseado na reversibilidade temporal do modelo
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(nh =n) =a,(inh, -n)+v,

onden =a,/(1-a,) e|a,| <1. O modelo da série reversa é

(Inh =) =a,(nh, -n)+v7, (Eq. 4.10)

onde {VF} também é um ruido branco gaussiano com média zeesi@ncia o’ .

Conseqlientemente, a previsdo retrograda de 2 pastog,demt = 2¢é

@(-2)=aZ(Inh,-n). (Eq. 4.11)

Outra observagédo importante é que os valores iniciai$ gara a simulagéo

via Amostrador de Gibbs podem ser obtidos através deajustamento de um
modelo ARCH-GARCH. Assim, os valores obtidos no nmoed&ARCH(1,1)
ajustado serdo utilizados no modelo de volatilidade &stica como valores iniciais

da simulacao.

3. Estimacao dposterioride®

1

Para realizar a amostragem @e¢ este vetor é particionado em= (ao,al)

e o’. Assim apriori de @ também deve ser particionada adequadamente.
Assumindo que agrioris dos parametros particionados sdo independentes €glossiv
escreverp(w) = p(a) p(og’ ) Assim, as distribuicGgsosterioriscondicionais podem
ser obtidas:
e f(a|RX,H,p,02)="f(a|H,0?): Dado H, Inh segue um modelo
AR(1). Assim, se a distribuigdpriori de @ é multivariada normal com
média a, e matriz de covarianci€,, entdo f(a|H,o? ) é multivariada

normal com média, e matriz de covarianci@,, onde

v

no " z1n
C; - thzzztzt + Co_l! = CD[ZZ—Z;h[ + ColaoJ ,  (Eq. 4.12)
o, g

ondez =(LInh_) .
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« f(0?|RX,H,B,a)="f(c’|H,a): Dado H e a, é possivel calcular
vV, =Inh —a,-a,Inh_, parat=2,...,n. Portanto, se a distribui¢gwiori
de g? for (m)/ o’ ~ xZ, entdo a distribuigdposteriori condicional des?

€ uma inversa chi-quadrada cam+ n—1 graus de liberdade, isto é

ml+>" 2
% ~ Xsna (Eq. 4.13)

v

4.1.4 Simulacéo via Amostrador de Gibbs

Com as distribuicdegosterioriscondicionais definidas, o préximo passo é a
implementacdo de uma simulagdo via o AmostradorGdebs. O objetivo do
algoritmo €, a partir das distribuicbes condicisndos parametros, simular uma
cadeia que, ao chegar na estacionariedade, sex@legte a distribuicdposteriori

conjunta dos parametros do modelo

f(f,H,0|R,X).

Com a distribuicagoosteriori conjunta, € possivel estimar os valores dos
parametros que melhor explicam a série de retoAssm, ao término da simulagéo
via o0 Amostrador de Gibbs, serdo calculadas etstassdescritivas dos parametros,
bem como serdo construidos graficos auxiliares para série de andlises, dentre
elas a verificacdo da convergéncia do algoritmoieflaéncia das informagoes
priori nos resultados finais.

A Figura 4-5 representa a simulacéo do algoritedstbbs para o problema

proposto, apresentando os parametros a serem aduwsstr
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Rodar
algoritmo k
vezes 4 r

Figura 4-5 - Diagrama da simulacdo do Amostrador d&ibbs.

A Figura 4-5 mostra as etapas do algoritmo na @agem dos parametros

B, H (que é segmentado em elementosh,, representantes da volatilidade no

instantet) e w (que também é particionado em dois parametrodiaesa e o).

O objetivo do algoritmo € rodar a cadeia um numlerde vezes suficientemente
grande para que os valores amostrados, na cone@gérjam equivalentes a uma
amostragem diretamente da distribuip@sterioriconjunta dos parametros.

Para que a simulacao se inicie € necessariarsgdfide valores iniciais para
0s parametros. Em geral, tais valores n&o infla@nanos resultados do algoritmo
visto que, na convergéncia do mesmo, a dependéasiaalores dos parametros em

relacdo aos seus valores iniciais sera desprezivel.

Os valores iniciais que serdo utilizados pararalsicdo sao:

o’ =05 e §=0103 (média amostral dos retornos),
e os valores iniciais parén} sdo os valores resultantes do modelo GARCH(1,1)

ajustado anteriormente.

Para a simulagéo do problema de inferéncia o agoreveu um programa
computacional nosoftware MATLAB (Anexo A). Os resultados obtidos na
simulagéo serdo analisados posteriormente, poexéseario verificar se 0 numero

de iteracdek é suficiente para que a cadeia simulada atingeienariedade.
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Assim, além das estimativas dos parametros, agr@gao gerou uma série
de graficos que serédo utilizados para a verificat@@onvergéncia do algoritmo e

para o diagnéstico e validagdo do modelo ajustado.

4.1.5 Verificacdo da convergéncia do algoritmo

A segquir, é analisada a condicdo de convergérst@mg, se 0 niumer& de
vezes que a simulacdo foi iterada é suficiente patragir a condigcdo de
estacionariedade da cadeia. Isto pode ser obseatei@s de um grafico que mostre
os valores amostrados para os parametros do madelongo das simulacdes. A
condicdo de convergéncia pode ser aceita casova apresente uma caracteristica
estacionéria (isto €, sem inclinacdes e tendénchadjigura 4-6 e a Figura 4-7
apresentam os graficos das amostras tiradas dasgios para cada ciclo simulado

(devido ao grande namero de parametros da vokadididvisto que cada elemerito

€ amostrado individualmente, a convergéncia deaspalguns deles serd verificada):
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Figura 4-6 - Amostras realizadas dos parametros dmodelo (parte 1/2).
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Figura 4-7 - Amostras realizadas dos parametros dmodelo (parte 2/2).

Os graficos mostram que, nas primeiras simulac@ss,valores dos
parametros mudam drasticamente, o que evidencgiacairdcia dos valores iniciais
utilizados. Este padrdo de mudanca brusca somaatesen verifica na amostragem

das volatilidades{h }, visto que os seus valores iniciais foram provewei do

modelo GARCH(1,1) ajustado anteriormente. Nos efgose de h escolhidos,
observa-se que os valores iniciais sao proximos/alases obtidos na convergéncia
do algoritmo.

A convergéncia da cadeia também é evidenciadayrédkos apresentados,
visto que as curvas da amostragem ao longo das@es ndo apresentam tendéncias
de inclinacdo ou sazonalidades. Assim, pode-seidsmas validos os resultados
obtidos pela simulagéo via o0 Amostrador de Gibbgu® deve ser analisado, agora,
€ se 0 modelo ajustado é eficiente na explicac&®da temporal dos retornos e das

suas volatilidades.
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4.1.6 Estimativas dos parametros

A programacao da inferéncia Bayesiana para a asiiondos parametros do

modelo gerou os seguintes resultados:

Parametro  beta0O alpha0 alphal sigma_v2
Média 0.186689 0.022581 0.952755 0.029743
Desv. Pad. 0.033364 0.007943 0.011685 0.004318

Numero de simulagdes: 5100
Burn-in sample: 100

Numero de dados: 1483

Tempo decorrido para realizar GARCH: 5.56 seg.
Tempo decorrido para realizar simulacdo: 135 min.

Assim, é possivel reescrever o modelo ajustadgdainte forma:

r. =018668%a, a =.h¢,
Inh =0,022581 0,952758nh_, + 0?27,

ondes, ~ N (01 é um ruido branco.

As estimativas dos parametros foram calculadas lzase nak —b Ultimas
amostras simuladas, onde € oburn-in sample Isto € realizado pois as primeiras
amostras tiradas sao fortemente dependentes doewaticiais, 0 que poderia afetar

os valores das estimativas.

Antes de realizar o diagndstico do modelo (istovefificar se a série de
retornos pode ser efetivamente explicada) é sugendlisar o grau de relevancia
das informacfesa priori adicionadas ao modelo. Uma grande influéncia das
informacfesa priori pode ser indicativo de que os resultados sédo feriem
influenciados pelas informagfes anteriores a obgéry amostral, o que nédo é
desejavel no problema proposto pois, como ditoremteente, ndo ha informacdes
precisas sobre 0 processo em questdo. Em sumantedsse que os dados “falem
por si sG”, e que os resultados ndo tenham graadendiéncia das informacdas

priori.
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Para analisar o grau de informacéopriori nos resultados do modelo
ajustado, é possivel analisar as funcdes de deesidia probabilidada priori e a

posterioridos parametros, que séo apresentadas na Figura 4-8
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Figura 4-8 - Funcdes densidade de probabilidade dasstribuicdesa priori ea posteriori dos
parametros.

Os gréficos das funcdes densidade de probabilidagg@arametros mostram
gue as distribuictes priori ndo sao informativas para o modelo ajustado.gstte
ser observado pelo deslocamento das médias entmuraas, além da notavel
diferenca da amplitude das mesmas (isto €, as Tapesentam valores de desvio
padrdo diferentes). Como dito, esta caracterigicara desejavel, pois ndo ha

informacgdes precisas em relagéo a série temporatdenos do IBOVESPA.
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A Figura 4-9 apresenta as funcdes densidade dmlpiimladea posteriori

dos parametros da volatilidade, segundo & Eq. 4.8, para visualizacdo. Do mesmo

modo que a Figura 4-7, apenas alguns elementdkisftados:
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Figura 4-9 — Funcdes densidade de probabilidade dparametros da volatilidade.

Cada curva apresentada na Figura 4-9 correspongeaadistribuicdo de
probabilidade da previsdo da volatilidade, paradadtantet. Assim, a previsdo da
volatiidade no modelo MVE gera distribuicdes ddoves, e ndo apenas valores

pontuais de previsao.

4.1.7 Validacdo e comparacédo dos modelos ajustados

Os resultados dos modelos ajustados apresentacomportamento similar,
0 que pode ser visto na Figura 4-10, que apresenaatilidade condicional dos

modelos ajustados:

Modelo de Previsdo com Volatilidade Estocastica



CONSTRUCAO DO MODELO 91

Conditional variance of monthly S&P500 log prices
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Figura 4-10 - Volatilidade condicional dos modelogjustados.

Os dois modelos apresentam comportamentos sigiil@@n os mesmos
picos e vales de volatilidades. A diferenca maitavel € que no MVE a curva

apresenta maior amplitude e apresenta previsdesesaio que 0 GARCH.

Para a validagdo dos modelos ajustados e vegficde qual deles apresenta
um melhor desempenho, dois testes estatisticoe seafizados: o teste de Ljung-

Box e o teste de multiplicadores de Lagrange (ML).

O primeiro teste estatistico que sera realizadotéste de Ljung-Box, que
testa a hipétese de ruido branco para os resichdrerpzados e para os quadrados
dos residuos padronizados, através de uma medigégradi de correlacdo dos
residuos para alguhsgs Os valores obtidos, com um valor de 5% de sicfuiftia,
sdo apresentados na Tabela 4-3 e Tabela 4-4:
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Teste de Ljung-Box — residuos padronizados
GARCH(1,1) MVE
Lag | Rejeicdol p- Lag | Rejeicao| p-
(K) | deH, | valor Q(K) (K) | deH, | valor Q)
10 | FALSO | 0.59138.3851 | 10 | FALSO| 0.65547.7275
20 | FALSO | 0.7473 15.4972| 20 | FALSO | 0.324Q 22.308

Tabela 4-3 - Teste de Ljung-Box paara os residuosgronizados.

Teste de Ljung-Box — quadrados dos residuos padra@dos

GARCH(1,1) MVE
Lag | Rejei¢do| p- Lag | Rejeicao ]
(K) | deH, | valor Q(K) (K) | deH, p-valor | Q(K)
10 | FALSO | 0.3883 10.6149 10 FALSO 0.8998 3.0366
20 | FALSO | 0.3915 21.0959 20 FALSO 0.0635 30.4099

Tabela 4-4 - Teste de Ljung-Box para os quadradosod residuos.

Pode-se observar que todos os testes ndo reeitardipotese nula de
residuos padronizados aleatérios e, portanto, rcoafh o poder explicativo de

ambos os modelos.

O segundo teste estatistico que sera realizadesteoML, que verifica se ha
persisténcia de heterocedasticidade condicionatér@ ajustada. Usualmente, a
estatistica € realizada para alguns valoredade Os resultados dos testes s&o

apresentados a seguir:

Teste de multiplicadores de Lagrange
GARCH(1,1) MVE
Lag| Rejeicdode| p- Lag| Rejeicdode| p-
(K) H, valor T (K) H, valor T
1 FALSO 0.1927 | 1.697 1 FALSO 0.1414 | 2.163
3 | VERDADEIRO 0 31.473 3 | VERDADEIRO 0 31.4022

Tabela 4-5 - Teste de multiplicadores de Lagrange.

O teste mostra que nao ha efeitos ARCH remanesscpata o valor dag 1,
isto €, a hip6tese de homocedasticidade nos elementrespondentes thg 1 ndo
pode ser rejeitada. Assim, a heterocedasticidasieeddduos pardag 1 foi explicada
adequadamente em ambos 0os modelos. Em contrapadidaum valor déag 3, 0os

testes ML mostram que ainda h& resquicios de het@asticidade condicional nos
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residuos de ambos os modelos ajustados. Desse mtakie sugere que modelos de
maior ordem podem ser testados para uma maiorcagald dos residuos.

Outro aspecto importante a ser considerado eéaqumeo pode ser observado
em Jacquier et. al. (1994), Morettin; Toloi (20@5)say (2002), em geral, quanto
maior a complexidade de um modelo, menor a capdeida previsdo do mesmo.
Isto se justifica pois modelos com um grande nuntkrgarametros tendem a se
ajustar melhor nos dados histéricos, mas essesapdst contribui com uma melhor
capacidade de previséo (o que é chamado de susta@mgnto).

Os residuos dos modelos sédo apresentados na Biddra
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Figura 4-11 - Residuos dos modelos ajustados.

A Figura 4-11 indica a similaridade entre os nesfddos modelos, e ndo é
possivel distinguir visualmente diferengas entes.elsto se justifica pois ambos os
modelos tém equac0des idénticas para as médiagtosas (Eq. 4.1 e Eq. 4.3), e as
diferencas decorrem somente dos pequenos desviestineacdo do parametro da

equacao da médigBfy no modelo SV eu no modelo GARCH).
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Assim, além dos testes qualitativos realizadoa pavalidacdo dos modelos,
é fundamental avaliar quantitativamente a capaeiddal previsdo dos mesmos, e
medir qual tem o melhor desempenho neste aspesttesies de desempenho que

serdo realizados séo:
1. Erro quadréatico médio (EQM) da previsdo dos retorns:

O primeiro teste de desempenho que sera realaderro quadratico médio
(EQM), que é definido por:
n 2
Z(rt - ft)

EQM :% (Eq. 4.14)

O erro quadratico médio € uma medida que verdfiearo médio de previsao
do modelo ajustado, em comparacdo com os valoas observados. Assim, 0
EQM serve como uma fung¢ao penalizadora, e o quadtadesiduo é utilizado para

penalizar mais 0s maiores erros.

Deve-se destacar que o EQM nao deve ser difeegiite os modelos, visto
que ambos possuem as mesmas equacdes para a médigtarnos. Assim,
quaisquer previsfes dos retornos sdo equivalewist® (Que a esperanca de cada
retorno seria a mesma, ou sefano modelo GARCH & no modelo MVE).

Esta caracteristica j& era de interesse no prebleraposto, visto que o
objetivo é comparar o desempenho de previsdo datihddde entre os modelos.
Assim, ao igualar as equacfes para a média danostoé possivel concentrar as
divergéncias entre os modelos apenas nas suasidsjes de explicagdo da
volatilidade da série.

Portanto, o EQM sera calculado apenas para fined#écacédo da condigdo
de igualdade dos parametros da meédia. Além dissoerdicacdo de erros
quadraticos médios semelhantes atua como evidéecigue o algoritmo MCMC

simulado foi capaz de estimar o paramefreatisfatoriamente.
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2. Comparacdo do Erro Quadrado Médio de Previsdo da Matilidade

condicional com o quadrado do retorno observado (ERIPV):

Conforme proposto por Andersen e Bollerslev (1998)comparacdo de
desempenho de previsao da volatilidade entre dodelos pode ser realizada pelo
célculo de uma funcéo penalizadora da diferenga @st volatilidades previstas e os
retornos quadrados observados (que é representantelatilidade realizada e
funciona comobenchmarkpara comparacdo). Assim, o principal indicador de
desempenho que sera utilizado para a comparacé@® @ntmodelos consiste em

calcular o erro quadratico médio de previsao datiialade (EQMPV), ou seja:

i(rt2 - ht)2
EQMPV = tﬂf (Eq. 4.15)

3. Comparacao do Erro Médio Absoluto Padronizado da vaancia condicional

prevista com o quadrado do retorno observado (EMAR)

A comparacdo de desempenho da volatilidade peeyistle ser realizada
considerando os erros absolutos padronizados,angderam os desvios do modelo

relativos a grandeza dos retornos ao quadradegatda expressao:

Z": (rt2 - hl)‘
2
EMAP= % (Eq. 4.16)

A Figura 4-12 apresenta as volatilidades previsias dois modelos e o0s
guadrados dos retornos, que sao representanteslatdidade diaria realizada no

periodo:
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Variancia condicional
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Figura 4-12 - Variancia condicional prevista e oswpdrados dos retornos observados.

A Figura 4-13 apresenta os residuos EQMPV, refeseraos erros
gquadraticos da Figura 4-12:
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&0

40

A Figura 4-13 mostra que os residuos de ambosriti&yi@s apresentam
alguns valores extremos. Os residuos EQMPV apm@sentalores elevados
coincidentes com os picos de volatilidade, que poder observados na Figura 4-12

(os maiores picos ocorrem e, =47 QL. =4559 et =40 24).

Residuos ECIMPY

+ GARCH
+  MWVE

Figura 4-13 - Residuos EQMPV.

A Tabela 4-6 apresenta os quartis dos residuosfEEMA

Erro Médio Absoluto de Previsdo (EMAP)
Quatrtil (k) GARCH MVE
25% 0.5199 0.4765
50% 1.3590 0.8282
75% 10.9845 6.7466
100% 59092.5¢ 35120.37

Tabela 4-6 - Quartis dos residuos EMAP.
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Os quartis apresentados na Tabela 4-6 denotartooodas residuos no qual
h&d k ocorréncias menores ou iguais a este valor. Aspiana k =50%, por
exemplo, pode-se afirmar que metade dos residuosFES&0 menores ou iguais a
1,3590 para o0 GARCH e 0,8282 para o MVE. Cabe Itessgue, no caso em que

k =50%), o percentil € equivalente a mediana dos residuos.

A andlise da Tabela 4-6 mostra que alguns valbestante elevados séo
observados, porém a ocorréncia é pequena, panesaoima do quartil de 75%. A

incidéncia de tais valores elevados ocorre nosscaso que o denominador do
célculo do EMAP (ou seja, os retornos ao quadnadoapresentaram valores bem

proximos de zero.

Cabe ressaltar que, na pratica, trabalha-se camaes absolutos de previsédo
da volatilidade, e ndo com os erros relativos. ¢starre pois a sensibilidade do valor
de uma opcgdo em relacdo as variacdes da volaglidadproximadamente linear,
segundo o modelo de Black e Scholes (1973). Assintalculo do EQMPV,
proposto por Andersen e Bollerslev (1998), desciamai 0s erros de previsdo em
termos relativos (isto €, um erro de 2% sobre uhorvabservado de 10% é

equivalente a um erro de 2% sobre um valor obserdadb0%, por exemplo).

Os valores dos critérios de comparacdo de desdroEo apresentados na

Tabela 4-7, com os resultados obtidos para cadalood

Critério GARCH MVE
EQM 2,9447* 2,9503
EQMPV 21,7169 19,2190*
EMAP 661.323 390.523*

Tabela 4-7 - Comparacgéo dos critérios de desempenho

A Tabela 4-7 mostra qual modelo apresentou o medl@sempenho por
critério, indicado pelo simbolo (*).

Com base nos valores da Tabela 4-7, pode-se alosque, pelo critério
EQM, o modelo MVE obteve um desempenho 0,2% pia&@ quGARCH. Como
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observado anteriormente, j& era esperado que oslosodbtivessem EQM muito
proximos, pois ambos possuem uma mesma equacaa pageia dos retornos. Este
fato ficou evidenciado pela pequena diferenga dMEQtre os dois modelos.

Ja pelo critério EQMPV, observa-se que o modeloBEMapresentou um
desempenho 13% melhor que o GARCH. Considerandosras absolutos
padronizados da volatilidade (EMAP), o modelo M\&nbém apresentou melhor

desempenho, com um valor 41% menor que 0 modeloGFAR

Com base nos resultados obtidos, pode-se afiraeoanodelo proposto tem
maior capacidade de previsdo da volatilidade d& skr IBOVESPA, tomando-se
como critério comparativo o erro quadrado médiopdevisdo da volatilidade em

relacdo aos quadrados dos retornos observados.
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5. CONCLUSOES

Foi desenvolvido um modelo de previsdo de uma sfriretornos e das suas
volatilidades condicionais (MVE), no qual ambasi&eagis possuem componentes
estocasticos em suas equacdes. Para tal, utilzaueoria de inferéncia Bayesiana e

algoritmos de simulacdo MCMC para obter os valdaesparametros do modelo.

O modelo proposto por Jacquier et. al. (1994)isurgmo uma evolugéo dos
modelos ARCH-GARCH, por acrescentar um termo estmmh na equacdo da
volatilidade. Esta caracteristica, entretanto, aviena complexidade de resolucéo do
modelo, pois a funcdo de verossimilhanca ndo pedeerivada analiticamente, e
portanto a estimacdo dos seus parametros ndo podealizada pelos métodos

tradicionais de otimizacao desta funcao.

Como alternativa de resolucdo dos problemas d=éntia Bayesiana nos
quais os métodos de maxima verossimilhanca ndonpase aplicados, surgiu a
utilizacdo dos algoritmos de simulacdo via MCMCe guossibilitam a amostragem
da distribuica@ posterioriconjunta dos parametros, e que permitem a estoTGEsEl

parametros do modelo.

A eficiéncia do modelo proposto foi avaliada afswo célculo dos erros
guadrados de previsdo dos retornos e das vola@gaem confronto com um
modelo GARCH, e ambos foram ajustados & uma sé&igetbrnos diarios do
IBOVESPA. Como o principal objetivo € a previsdovdtatilidade da série, adotou-
se um modelo GARCH com uma mesma equacao para ia ohésl retornos, para
gue o poder de previsdo dos modelos pudesse sdadwnte comparado entre eles.
Assim, ambos modelos apresentaram desempenhosarsisniha capacidade de
previsao dos retornos, com o modelo MVE obtendalasempenho de apenas 0,2%
pior que o GARCH. Entretanto, o modelo MVE apresanim desempenho 13%
melhor do que o GARCH na capacidade de previsdeotidilidade da série pelo
critério de erro quadrado médio de previsdo, e 408thor pelo critério de erro

médio absoluto padronizado.

Apesar da melhor capacidade de previsdo da vd&teé pelo modelo MVE,

alguns aspectos negativos em relagdo ao GARCH dseesalientados. A principal
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dificuldade de implementagcdo do MVE decorre danestdo dos parametros do
modelo, que requer métodos complexos de simulagé® dgpmandam grande
capacidade de processamento computacional e tearpospa resolucéo (o modelo
GARCH foi ajustado em apenas 6 segundos, utilizasedo pacote existente no

softwareMATLAB, enquanto a estima¢do do modelo MVE demdt86 minutos).

A utilizacdo do modelo MVE deve ser realizada aerando-se a finalidade
da previséo da volatilidade, e o nivel de acurde@esséario. No contexto da empresa
onde o trabalho foi realizado, a volatilidade éeesttada no mercado financeiro, e a
correta previsdo da mesma proporciona ganhos fmascdiretos para a empresa.
Assim, é fundamental que a sua estimagéo seja laompobssivel, e nesse caso o
modelo MVE deve ser aplicado, em contrapartida &RGH. Porém, em outras
aplicacbes o modelo pode tornar-se inconvenitedggido & sua complexidade e
demora no ajustamento. Um exemplo é a utilizacdovadatilidade futura para
avaliagdo de medidas de risco em carteiras detimessto, nas quais a sensibilidade
dos seus resultados em relacédo a pequenas vardgdefatilidade prevista pode ser

pouco significativa.

Outro importante aspecto do trabalho desenvoléda possibilidade da
estimacdo dos parametros de praticamente qualop@elonde séries temporais via
simulacio MCMC. Por ndo haver necessidade de deriusncbes de
verossimilhanga, os algoritmos de simulagéo pdaaii a estimagdo de modelos

mais complexos, com maior nimero de parametrosi@vess explicativas.

O MVE construido trata-se de uma formulagdo sisy@eenxuta de um
modelo de volatilidade estocastica. Uma recomeralpgéa trabalhos futuros seria a
inclusdo de novas variaveis, como o volume de nagac do IBOVESPA, cotacfes
de outros indices (como o S&P500, um dos principaiges de acdes dos Estados

Unidos), precos deommoditie§como o petréleo e o niquel), entre outras.
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ANEXO - Cddigo do programa escrito em MATLAB

%Apaga todas as variaveis e graficos existentes
clear
close all

%Pega os dados da serie de retornos no arquivoV'lBion”
IBOV_d

t1l = clock;

%Ajusta um modelo GARCH(1,1)
Spec = garchset('P',1,'Q',1,'Display', off");
[Coeff, Errors, LLF, Innovations, Sigmas, Summarygarchfit(Spec,r);

t2 = clock;

% Valores iniciais de {ht}: Sigmas

%Priori de mu (beta)

betaO = 0;

sigma_beta0 = sqrt(9);

mu = 0.66;

grid_beta = (-15:0.05:15);

priori_beta = normpdf(grid_beta,beta0,sigma_beta0)'
%Priori de alpha

alpha0 =[0.4 0.8];

C0 =[0.09 0;0 0.04];

grid_alpha = (-2:0.01:2);

priori_alpha(:,1) = normpdf(grid_alpha,alpha0(1)t6g0(1,1)))";
priori_alpha(:,2) = normpdf(grid_alpha,alpha0(2)t€g0(2,2)))";
%Priori de sigma_v~2

m=25;

lambda = 0.2;

sigma_v = sqrt(0.5);

grid_sigma = linspace(.01,.99,1001);

priori_sigma = chi2pdf(1./grid_sigma,m)./grid_sigri

%Parametros do Amostrador de Gibbs
n_it =5100; %numero de iteracoes
n_burn = 100; %burn-in sample

%Parametros do Griddy Gibbs

s = std(r);

n_gp =500; %numero de grid points
h_Ib =0; %banda inferior

h_ub = 1.5*s"2; %banda superior

inter = (h_ub-h_lb)/n_gp;
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h_grid = (h_Ib+inter:inter:h_ub)’;

%Valores iniciais (k=1)
beta_sim(1,1:n_it) = 0;
h_sim(1:n,1:n_it) = 0;
alpha_sim(1:2,1:n_it) = O;
sigma_v2_sim(1,1:n_it) = 0;

beta_sim(1,1) = mu;

h_sim(:,1) = Sigmas.”2;
alpha_sim(:,1) = alphao;
sigma_v2_sim(1,1) = sigma_v"2;
In_Sigmas = log(Sigmas."2);

t3 = clock;

%Ilnicia Amostrador de Gibbs
fork =2:n_it

Xx=1;
rot = r./sgrt(h_sim(;,k-1));
x0t = x./sgrt(h_sim(:,k-1));

% Amostragem de beta

sigma_beta_ast = inv(sum(x0t.*x0t) + inv(sigrneta0”2));

beta_ast = sigma_beta_ast*(sum(xOt.*rOt)+irgr(sg_beta0"2)*beta0);
beta_sim(k) = mvnrnd(beta_ast,sigma_beta_ast);

%Amostragem de h
nep = alpha_sim(1,k-1)/(1-alpha_sim(2,k-1));
h_0 = (alpha_sim(2,k-1)*2)*(In_Sigmas(2,k-1)pie
h_nl1 = alpha_sim(1,k-1) + alpha_sim(2,k-1)*tepsim(1,k-1) + alpha_sim(2,k-
1)*In_Sigmas(n-1,k-1));
fori=1:n
ifi ==
mu_t(i,1) = (alpha_sim(1,k-1)*(1-alplsam(2,k-1)) + alpha_sim(2,k-
1)*(In_Sigmas(i+1,k-1)+h_0))/(1+alpha_sim(2,k-1)"2)
elseifi==n
mu_t(i,1) = (alpha_sim(1,k-1)*(1-alplsam(2,k-1)) + alpha_sim(2,k-
1)*(h_n1+log(h_sim(i-1,k))))/(1+alpha_sim(2,k-1)22)
else
mu_t(i,1) = (alpha_sim(1,k-1)*(1-alplsam(2,k-1)) + alpha_sim(2,k-
1)*(In_Sigmas(i+1,k-1)+log(h_sim(i-1,k))))/(1+alphsim(2,k-1)"2);
end

sigma2 = sigma_v2_sim(k-1)/(1+alpha_sim{®k
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f(;,i) = (h_grid.~(-1.5)).*exp(-(r(i,1)-xBeta_sim(k)).*2./(2*nh_grid)-
((log(h_grid)-mu_t(i,1)).~2)./(2*sigma?2));
f _norm = sum(f(:,i));
f(;,i) = f(;,)/f_norm;
cdf = cumsum(f(:,i));
h_sim(i,k) = interp1qg(cdf,h_grid,rand);
end
In_Sigmas(:,k) = log(h_sim(:,k));

%Amostragem de w (particionado em alpha e sign)
%alpha
z(1,2:n) =1,
z(2,2:n) = In_Sigmas(1:n-1,k);
C_ast =[0 0;0 O];
fort=2:n
C_ast=C_ast + (z(:,t)*z(:,1)");
end
C_ast =inv(C_ast/sigma_v2_sim(k-1) + inv(C0));
alpha_ast =[0 0];
fort=2:n
alpha_ast = alpha_ast + (z(:,t)*In_Sigm&3|t
end
alpha_ast = C_ast*(alpha_ast/sigma_v2_sim(k-ihy(C0)*alpha0);
alpha_sim(:;,k) = mvnrnd(alpha_ast',C_ast)’;

%sigma_v"2

v(2:n,1) = In_Sigmas(2:n,k) - alpha_sim(1,l&lpha_sim(2,k)*In_Sigmas(1:n-
1,k);

sigma_v2_sim(k) = (((5*0.2)+sum(v.*v))./chi2rfmd+n-1));

if mod(k,50) ==
display(k)
end
end

t4 = clock;
output(1:n,1) = mean(h_sim(;,n_burn+1:n_it),2);

beta_stat = mean(beta_sim(n_burn+1:n_it));
alpha_stat = mean(alpha_sim(;,n_burn+1:n_it),2);
sigma_stat = mean(sigma_v2_sim(;,n_burn+1:n_it),2);

beta_stat2= std(beta_sim(n_burn+1:n_it));
alpha_stat2(1) = std(alpha_sim(1,n_burn+1:n_it));
alpha_stat2(2) = std(alpha_sim(2,n_burn+1:n_it));
sigma_stat2 = std(sigma_v2_sim(:,n_burn+1:n_it));

Modelo de Previsdo com Volatilidade Estocastica



ANEXO 107

disp('Parameter  betaO alpha 0  alphasigma_v2")
disp(sprintf(‘'Mean %f  %f  %f
%f',beta_stat,alpha_stat(1),alpha_stat(2),sigm8) sta
disp(sprintf('St. Error ~ %f  %f  %f
%f',beta_stat2,alpha_stat2(1),alpha_stat2(2),sigtatl))

%Posterioris

x=1;

rOt = r./sqgrt(output);

xO0t = x./sqrt(output);

sigma_beta_ast = inv(sum(x0t.*x0t) + inv(sigma_Dbég);

beta_ast = sigma_beta_ast*(sum(x0t.*rOt)+inv(sigbea0”"2)*beta0);
posteriori_beta = normpdf(grid_beta,beta_ast,9gr(@_beta_ast))’;

%alpha
z(1,2:n) = 1;
z(2,2:n) = log(output(1:n-1));
C_ast=[00;00];
fort=2:n
C_ast=C_ast + (z(:,t)*z(:,1));
end
C_ast = inv(C_ast/sigma_stat + inv(C0));
alpha_ast =[0 0]
fort=2:n
alpha_ast = alpha_ast + (z(:,t)*log(outpufyt))’
end
alpha_ast = C_ast*(alpha_ast/sigma_stat + inv(Qpla0);
posteriori_alpha(:,1) = normpdf(grid_alpha,alpha(1gssqrt(C_ast(1,1)));
posteriori_alpha(:,2) = normpdf(grid_alpha,alpha(ssqrt(C_ast(2,2)));
%sigma
v(2:n,1) = log(output(2:n)) - alpha_stat(1) - alpb&at(2)*log(output(1:n-1));
posteriori_sigma = chi2pdf(1./grid_sigma,m+n-
1).*(m*lambda+sum(v.*v))./grid_sigma.”2;

disp(sprintf('Numero de simulagdes: %d',n_it))

disp(sprintf('Burn-in sample: %d',n_burn))

disp(sprintf('Namero de dados: %d',n))

disp(sprintf('Tempo decorrido para realizar GARGAL.2f seg.',etime(t2,t1)))
disp(sprintf(‘Tempo decorrido para realizar simatac%1.0f min.',etime(t4,t3)/60))

%Gera gréaficos dos parametros
graficos
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