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Resumo

A analise de sobrevivéncia, também chamada de anélise de confiabilidade nas aplicagoes
em engenharia, consiste em uma classe de métodos estatisticos usados para estudar o
tempo até a ocorréncia de um evento de interesse, como o tempo até o 6bito de um paci-
ente, o tempo de recuperacao apos um tratamento médico, o tempo de hospitalizacao de-
vido a uma doenca, entre varios outros eventos de interesse médico. Dados de sobrevivéncia
geralmente apresentam censuras ocasionadas por limitagao de tempo no seguimento dos
pacientes, perdas de seguimentos por outras causas ou censuras ocasionadas pelo proprio
planejamento do experimento. Outra caracteristica comum em anéalise de sobrevivéncia é
a presenca de individuos imunes ou uma fragdo de curas, em que parte dos pacientes nao
sao sujeitos ao evento de interesse. Nesse caso, a literatura estatistica apresenta muitos
modelos, com destaque especial aos modelos de mistura e nao-misturas. Alternativamente,
modelos baseados em distribui¢oes impréprias, denominadas como distribuicoes defectivas
podem ser usados para analisar dados com essas caracteristicas. Nesta dissertacao serao
apresentadas inferéncias Bayesianas e de Maxima Verossimilhanga para os parametros do
modelo de fragdo de cura assumindo a distribuigdo defectiva de Gompertz na presenga
de dados censurados e covariaveis. Para ilustrar a metodologia proposta, sao considera-
das aplicagoes com dados relacionados aos tempos de sobrevida de pacientes com cancer
cervical e pacientes portadores do virus HIV. Na andlise Bayesiana, sumarios a posteriori
de interesse sdo obtidos usando métodos de simulagdo MCMC (Monte Carlo em Cadeias

de Markov) para gerar amostras da distribuigao a posteriori conjunta de interesse.

Palavras-chaves: Estimadores de Maxima Verossimilhanga. Inferéncia Bayesiana. Dis-
tribuigoes defectivas. Analise de Sobrevida. Distribuicdo Gompertz Modificada. Métodos
MCMC.
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Abstract

Survival analysis, also called reliability analysis in engineering applications, con-
sists of a class of statistical methods used to study the time to the occurrence of an event
of interest, such as time to death of a patient, recovery after a medical treatment, length
of hospital stay due to illness, among several other events of medical interest. Survival
data usually present censors caused by time limitation in the follow-up of patients, loss of
follow-ups due to other causes or censors caused by the planning of the experiment itself.
Another common feature in survival analysis is the presence of immune individuals or a
fraction of cures, in which part of the patients are not subject to the event of interest.
In this case, the statistical literature presents many models, with particular emphasis on
mixing models and non-mixtures (see for example, MALLER and ZHOU, 1996). Alterna-
tively, models based on improper distributions, referred to as defective distributions, can
be used to analyze data with these characteristics. In this dissertation will be presented
Bayesian and Maximum likelihood inferences for the parameters of the curing fraction
model assuming the Gompertz defective distribution in the presence of censored and co-
variable data. To illustrate the proposed methodology, applications with data related to
the survival times of patients with cervical cancer and patients with HIV are conside-
red. In Bayesian analysis, a posteriori interest summaries are obtained using Monte Carlo
Markov Chain Simulation (MCMC) simulation methods to generate samples of the joint

posterior distribution of interest.

Keywords: Maximum Likelihood Estimators. Bayesian Inference. Defective distributions.
Survival Analysis. Modified Gompertz distribution. MCMC methods.
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1 Revisao de literatura

A andlise de Sobrevivéncia é utilizada em estudos que investigam o tempo até a
ocorréncia de um evento de interesse. Este evento pode ser, por exemplo, o tempo até a
recidiva de uma doenca, 6bito, alta hospitalar, cura de uma morbidade, entre outros. A
principal caracteristica desses estudos é a presenca de censuras, que é a informacao parcial
dos dados. As ferramentas da analise de sobrevivéncia sao muito utilizadas na pesquisa
médica. Entretanto, é comum assumir que todos os individuos estudados sejam sujeitos ao
evento sob investigacao dentro de um periodo suficientemente grande de tempo e isto pode
nao ser real em alguns casos. Por exemplo, em uma pesquisa clinica, uma proporcao de
pacientes pode responder positivamente ao tratamento aplicado e, consequentemente, nao
morrer devido a doenca considerada. Isto motivou o desenvolvimento de varios modelos
estatisticos que incorporam a presenca de fracdo de curas, também chamados de modelos
de longa duragdo (FAREWELL; V. T, 1982; MALLER; ZHOU, 1996).

Modelos de analise de sobrevivéncia com fracao de cura foram introduzidos por
varios autores, como Boag (1949) e Berkson e Gage (1952), baseados em uma funcao de
sobrevivéncia representada por uma mistura de distribuigoes, descrevendo os individuos
suscetiveis ao evento de interesse com uma dada probabilidade (1 — p) e os individuos
nao suscetiveis ao evento de interesse com uma dada probabilidade p definida no intervalo
(0,1).

Alternativamente aos modelos de misturas, a literatura apresenta os modelos ba-
seados em distribui¢oes defectivas ou improprias que sao caracterizados por distribuigoes
de probabilidade em que o resultado da integracao da sua funcao densidade de probabi-
lidade (4rea sob a curva) em todo o seu dominio é diferente de 1. Nesta situagao, duas
distribui¢oes impréprias introduzidas na literatura e utilizadas em anélise de dados de so-
brevivéncia sdo as distribuigdes Gompertz e a Gaussiana inversa (BALKA; DESMOND;
MCNICHOLAS, 2011). Essas distribui¢oes sao uteis no ajuste dos modelos com fragao
de cura, pois nao assumem o pressuposto de que todos os individuos sejam suscetiveis ao
evento (ROCHA et al., 2016).

Recentemente, outras distribui¢des de probabilidade defectivas também foram in-
troduzidas na literatura como as distribuicoes defectivas baseadas na familia Marshall-

Olkin (ROCHA et al., 2016) e na familia Kumaraswamy (ROCHA et al., 2015).
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1.1 Exemplos com dados reais

Como ilustracao e motivacao para o presente estudo, sao considerados dois bancos
de dados médicos relacionados a dados de sobrevida onde o primeiro banco de dados
é referente a mulheres portadoras do carcinoma cervical que receberam o tratamento
padrao pela Federacao Internacional de Ginecologia e Obstetria e evento de interesse é a
reincidéncia da doenga apos a cirurgia e o segundo banco e dados ¢ de pacientes portadores
do virus HIV, no qual o evento de interesse é o 6bito do paciente apds diagnosticado com
AIDS. Sao duas situacoes diferentes que mostram a necessidade de ajuste de modelos de

sobrevivéncia mais apropriados do que o uso de modelos tradicionais existentes.

1.1.1 Dados de pacientes com cancer cervical

Consideremos os dados de um estudo que incluiu um total de 148 mulheres di-
agnosticadas e tratadas por carcinoma cervical invasivo entre 1992 e 2002 (BRENNA et
al., 2004). Para os propdsitos do presente estudo, foi considerada uma subamostra de
118 mulheres que receberam o tratamento padrao recomendado pela Federacao Interna-
cional de Ginecologia e Obstetricia (FIGO). Definimos a sobrevivéncia livre de doenga
como o tempo em meses completos a partir da data da cirurgia para o primeiro evento
de recorréncia da doenca. Quase 48% dos dados sdo observacoes censuradas. A Figura 1
apresenta a fun¢do de sobrevivéncia para estes dados, estimada pelo método de Kaplan-
Meier. Observa-se que apds os 60 meses a curva tende a se estabilizar, e os tempos de

censuras tornam-se maiores do que os tempos de sobrevivéncia completos observados.

1.0 5

—— Estimativa de Kaplan e Meier

Funcéio de Sobrevida, S(t)

0.2 4

0.0 -
T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120

t (meses)

Figura 1 — Gréfico de Kaplan - Meier da funcao de sobrevida livre da doenga considerando
os dados de cancer cervical.
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1.1.2 Dados de portadores de HIV

A sindrome da imunodeficiéncia adquirida (AIDS) foi reportada inicialmente na
literatura em torno de 1981 para pacientes infectados com o virus HIV com o relato de
alguns casos (BRITO et al., 2001). Essa doenga tornou-se mundialmente conhecida na
época devido sua alta letalidade e auséncia de cura. Apesar de ainda ser uma doenca
incuravel, o avancgo de terapias mais eficazes tem retardado cada vez mais o aparecimento
da AIDS e consequentemente aumentando sobrevida dos pacientes portadores de HIV,
sendo que atualmente é comum encontrar pacientes portadores do virus HIV que sobre-
vivem 20 anos ou mais ap6s o diagnoéstico. Neste caso, muitos pacientes podem ir a 6bito
por outras causas diferentes da AIDS, o que leva a necessidade de modelos estatisticos na

presenca de fracao de cura para a analise estatistica dos dados.

O banco de dados usado neste estudo esta disponivel no site da FIOCRUZ <http:
//sobrevida.fiocruz.br/aidsclassico.html>. Os dados resultam de um estudo de coorte
feito no Instituto de Pesquisa Clinica Evandro Chagas (Ipec/Fiocruz) entre os anos de
1986 e 2000, com duracgao de 4822 dias, incluindo 193 individuos portadores do virus HIV
(CARVALHO et al., 2011). De acordo com o livro Carvalho et al. (2011), ao término do
estudo ainda haviam 101 individuos vivos, o que sugere uma estabilidade na sobrevida.
As Tabelas 1 e 2 apresentam caracteristicas descritivas do banco de dados em relacao a

variavel sexo e o quadro 1.1 exibe todas as variaveis do estudo.

Tabela 1 — Quantidade de dados censurados e nao censurados referente ais individuos
portadores de HIV de acordo com o sexo.

Mulheres Homens Total

Dados censurados 33 70 103
Dados ndo censurados 16 74 90
Total de individuos 49 144 193

Tabela 2 — Variavel tratamento do banco de dados de individuos portadores de HIV e
relacao ao género.

Tratamento 0 Tratamento 1 Tratamento 2 Tratamento 3 Total

Mulheres 4 24 17 2 47
Homens 40 76 18 12 146
Total 44 100 35 14 193

A média de sobrevida geral para estes individuos foi de 939 dias, sendo o menor
tempo registrado igual a 16 dias e o maior tempo igual a 3228 dias de sobrevida. Na
Tabela 3 é apresentada uma parte do banco de dados deste estudo. Por fim, a Figura
2 apresenta o grafico de Kaplan - Meier (KAPLAN; MEIER, 1958; LAWLESS, 1982;
JR; LEMESHOW, 1999; KLEIN; MOESCHBERGER, 1997) para a curva de sobrevi-

véncia que permite a inclusao dos dados censurados. Ja a Figura 3 apresenta as fungoes
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Variavel | Descricao

id identificagdo do paciente

ini data do diagndstico da Aids (em dias)

fim data do 6bito (ou perda do paciente)

temp dias de sobrevivéncia do diagnéstico até o ébito

stat 0 = censura, 1 = 6bito

sex F = feminino, M = masculino

escol 0 = sem escolaridade, 1 = ensino fundamental, 2 = ensino médio,
3 = ensino superior

ida idade na data do diagndstico de Aids (20 a 68 anos)
0 = homossexual masculino, 1 = usuario de drogas injetaveis,

risc 2 = transfusdo, 3 = contato sexual com HIV—+,
5 = hétero c¢/multiplos parceiros, 6 = dois fatores de risco
acompanhamento: 0 = ambulatorial /hospital-dia,

acomt 1 = internagdo posterior, 2 = internacao imediata

obit S = 6bito, N = nao 6bito, I = ignorado

anotrat | ano do inicio do tratamento (1990 a 2000), 9 = sem tratamento
terapia antirretroviral: 0 = nenhum, 1 = mono, 2 = combinada,

trat
3 = potente
de apresentacdo: 1 = pcp, 2 = pcp pulmonar, 3 = pcp disseminada,

doen 4 = toxoplasmose, 5 = sarcoma, 7 = outra doenga, 8 = candidiase,
9 = duas doengas, 10 = herpes, 99 = definido por cd4

prpep profilaxia para pneumocistis: 0 = sem profilaxia, 2 = priméria, 3 = secundéria, 4 = ambas

Quadro 1.1: Descri¢ao das variaveis nas colunas dadas na Tabela 1 referente aos pacientes
portadores do virus HIV.

de sobrevidas estimadas pelo método nao-paramétrico de Kaplan-Meier para os dados

de sobrevida estratificados pelos quatro tratamentos, em que é possivel observar que os

tratamentos 2 e 3 apresentam probabilidades de sobrevida maiores em tempos fixados

quando comparados aos tratamentos 0 e 1. A estimativa de Kaplan Meier sera melhor

explicada na secao 1.2.4.

Tabela 3 — Dados de sobrevida dos pacientes portadores do virus HIV.

id ini fim temp stat sex escol ida risc acom obit anotrat trat doen prpcp
1 1243 2095 852 1 M 3 34 0 1 S 1991 1 4 3
2 2800 2923 123 1 M 2 38 6 1 S 9 0 7 4
3 1250 2395 1145 1 M NA 32 0 1 S 1992 1 3 4
4 1915 4670 2755 0 M NA 43 6 0 N 1992 1 10 4
5 2653 4770 2117 0 M NA 40 O 1 N 1992 1 5 4
6 3 332 329 0 M NA 34 0 1 I 9 0 7 0
7 36 96 60 1 M NA 27 0 2 S 9 0 7 0
8 1 152 151 1 M 0 22 6 2 S 9 0 3 0
9 544 2107 1563 1 M 2 44 NA 0 S 9 0 10 0
10 71 1318 1247 1 M 2 23 0 2 S 9 0 3 4
11 946 1030 &4 1 M 1 40 0 1 S 9 0 3 0
12 802 1016 214 1 M 2 33 0 1 S 9 0 3 4
13 266 291 25 0 M NA 41 NA 1 I 9 0 4 0
193 4301 4805 504 0 M 1 48 0 0 N 1999 3 99 2
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Grafico de Kaplan e Meier
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Figura 2 — Gréfico de Kaplan - Meier da funcao de sobrevida dos pacientes portadores de
HIV.
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Figura 3 — Gréfico de Kaplan - Meier da funcao de sobrevida dos pacientes portadores de
HIV, para dados classificados de acordo com os tratamentos.

1.2 Uma introducdo a Analise de Sobrevivéncia

A analise de sobrevivéncia possui como caracteristica basica atuar com dados in-
completos e completos conjuntamente. Os dados incompletos representam informagoes
censuradas, as quais nos trazem as informacoes parciais do tempo real até a ocorréncia

do evento de interesse. Esta informacao parcial significa que de alguma forma perdeu-se o
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contato com o paciente antes do término do estudo ou que o paciente nao sofreu o evento
de interesse (COLOSIMO; GIOLO, 2006). Assim, as ferramentas estatisticas da analise de
sobrevivéncia nos permitem estimar taxas de sobrevida sem perder nenhuma informagcao

fornecida pelo banco de dados.

1.2.1 Dados censurados

Sem a presenca de censuras, as técnicas estatisticas classicas, como a analise de
regressao ou analise de variancia, poderiam ser utilizadas na analise desses tipos de dados
Colosimo e Giolo (2006). Os dados censurados, resultados provenientes de um estudo de
sobrevivéncia nao devem ser desprezados na andlise, pois fornecem informacoes impor-
tantes sobre o tempo de sobrevida de pacientes e a sua omissao no calculo das estatisticas
de interesse pode acarretar em conclusoes enviesadas. Existem varias formas de censuras,
sendo a mais usual a censura a direita, que ocorre quando o evento de interesse nao é
observado até o término do estudo ou até o ultimo instante em que o individuo é acom-
panhado. Censuras aleatérias sao frequentes na area médica; elas acontecem quando um
paciente é retirado no decorrer do estudo sem ter ocorrido o evento de interesse ou podem
ocorrer caso o paciente seja perdido de seguimento. A Analise de Sobrevivéncia apresenta

diferentes tipos de censuras, sao elas:

e Censura a direita: os dados apresentam censuras a direita quando o estudo deter-
mina uma data para finalizar a pesquisa e mesmo apdés esta data ser atingida esses

dados ainda nao passaram pelo evento de interesse.

e Censura a esquerda: ocorre quando o individuo entra no estudo mesmo ja tendo
sofrido o evento de interesse. Por exemplo, quando o objetivo é determinar a idade

em que criancas aprendem a ler em uma comunidade.

e Censura intervalar: ocorre, por exemplo, quando os pacientes nao lembram exa-

tamente quando o evento de interesse ocorreu, mas sabem que foi dentro de um
certo intervalo de tempo (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

Em geral, para indicar se um dado é censurado ou nao usualmente ¢ definida uma
variavel indicadora de censuras para ¢ = 1,2,...,n, onde n igual ao tamanho amostral

dada por,

0, se o tempo é censurado

1, caso contrario.
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1.2.2 Func3o de Sobrevivéncia

Em Anélise de Sobrevivéncia a probabilidade do evento nao ocorrer até o tempo
t ¢ dada por S(t), a funcdo densidade de probabilidade é denotada por f(t) e F(t) ¢ a

fungao de distribui¢ao acumulada. As fungoes S(t) e F'(t) sao dadas por respectivamente

por,
S(t)=P(T >t)=1—F(t), (1.1)

F(t)=P(T <t),t € R". (1.2)

De acordo com a funcdo de sobrevida S(t), todos os individuos sdo suscetiveis
ao evento de interesse, dado que lim; ., S(t) = 0, o que nao é adequado para algumas
situagoes praticas, por exemplo, quando em um conjunto de dados o evento de interesse
é o Obito devido uma doenca especifica e para alguns individuos este evento nunca ocor-
rerd, pois sao considerados “curados” ou imunes. Neste contexto, Boag (1949) propds um

modelo de mistura padrao com fragao de cura, cuja funcao de sobrevivéncia é dada por:

St)=p+(1-p)So(t), (1.3)

em que Sp(t) é uma funcao basal de sobrevivéncia descrita por uma distribuigao de proba-
bilidade conhecida. O pardmetro p é a probabilidade de individuos nao-suscetiveis (fragao
de cura), isto é, que nunca sofrerdo o evento de interesse e 1 — p é a probabilidade de
individuos suscetiveis. Neste caso, S(t) ndo tenderd a zero quando ¢ assumir um nimero
de grande magnitude, ou seja:

lim S(t) = lim (p+ (1 = p)So(t)) = p+ lim (1 —p)So(t) = p (1.4)

t—o00

pois,
So(t) = 0, quando t tende ao infinito. (1.5)

Portanto, p é a fracao de cura, que descreve a proporcao de individuos nao sujeitos

ao evento de interesse, sendo 0 < p < 1.

1.2.3 Funcao de Risco

A Funcao de Risco, denotada por h(t) quantifica numericamente a taxa de um
individuo sofrer o evento de interesse no instante ¢, dado que isto ainda nao ocorreu
(CARVALHO et al., 2011). A fungao de risco é deduzida a partir da funcdo de densidade

de probabilidade e da funcao de sobrevivéncia, a partir da relacao,

-43

,sendo € [t,t + At] (1.6)
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Relacionado a isto, a taxa é dada por: h(t)At, em um intervalo [¢,tA], sendo
At uma varia¢do instantdnea do tempo (AL-MALKI, 2014). A funcdo de taxa de risco
traz muitas informagdes sobre o grupo. Enquanto diferentes fun¢oes de sobrevida podem
ser parecidas, suas fungoes de taxa de risco podem diferenciar-se (COLOSIMO; GIOLO,
2006).

1.2.4 Estimador de Kaplan-Meier para a funcao de sobrevivéncia

Um estimador ndo-paramétrico muito popular e extensivamente usado na lite-
ratura médica é dado pelo estimador produto-limite (EPL) de Kaplan - Meier (1958)
ilustrado na Figura 4, considerando a situacao na presenca de fragdo de curas e a situacao

sem a presenca de fracdo de curas.

1.0
08 ] Il
Dados com fracéo de cura
0.6
&
0.4
0.2
Dados sem fracéo de cura
0.0 —
I T T T 1
0 1 2 3 4

Tempo

Figura 4 — Estimativa de Kaplan-Meier da fun¢ao de sobrevivéncia para dados hipotéticos
com e sem fracao de cura.

Observar que o EPL de Kaplan-Meier S (t) é uma fungao escada em que os degraus
representam os tempos observados em que ocorreu o evento de interesse. Na Figura 4,
observa-se um grafico dos dados com fragao de cura convergindo a uma proporcao de
individuos “imunes”, enquanto a outra curva, quando o tempo aumenta, a funcao de

sobrevivéncia se aproxima do valor zero.
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O estimador de Kaplan - Meier ¢ um nao-viciado e de maxima verossimilhanga
nao-paramétrica para a fungao de sobrevivéncia (ver Kaplan e Meier, 1958). Esta técnica
nos permite estimar a taxa de sobrevida em um determinado ponto da curva, sendo
adequada para amostras com a presenca de dados censurados. Sem a presenca de dados
censurados o estimador de Kaplan e Meier se reduz ao estimador empirico da funcao de

sobrevivéncia.

Quando os tempos de sobrevida nao sao sujeitos a censuras, temos o estimador

empirico da funcao de sobrevivéncia dado por,

5 (1) = n° de observagoes que nao falharam até o tempo t (1.7)

n° total de observagoes de estudo

Na presenca de censuras assumir que d; ¢ o nimero de eventos de interesse obser-
vados no tempo t; e n; é o nimero de observagoes sob risco até a ocorréncia do evento no
tempo t;. O estimador Kaplan - Meier e sua variancia assintotica sao dados respectiva-

mente por:

St =] (18)

n;

o (g — d;)

t;<t

& (1.9)

Var(S(t)) = '”0 ni(n; — d;)

1.2.5 Uso de distribuicoes paramétricas para os dados de sobrevivéncia

As técnicas paramétricas para a andlise de dados de sobrevivéncia, diferentemente
das técnicas nao-paramétricas muito populares em estudos médicos, assumem uma distri-
buicao de probabilidade que depende de um ou varios parametros que devem ser estimados
a partir dos dados.

1.2.5.1 Distribuicdo Exponencial

A Distribui¢cao Exponencial possui um tnico parametro e caracteriza-se por apre-
sentar uma fungao risco constante. As expressoes para f(t), S(t) e h(t) sao dadas respec-

tivamente por
f(t) = ;emp{—;}, (1.10)
S(t) :exp{—:;}, (1.11)

ht) = ~. (1.12)

onde t > 0 e o parametro desconhecido o (média de T') também maior que zero.
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A distribuicdao exponencial é também muito usada na area de confiabilidade, onde
¢ modelado o tempo de vida de um componente ou de um sistema. J& na area da saude,
dificilmente uma doencga nao altera a taxa de risco no tempo, porém em certas situagoes,
onde o estudo tem um acompanhamento muito curto, podemos considerar que o risco do

evento de interesse ocorrer nao se altera.

1.2.5.2 Distribuicdo Weibull

A distribuicao de Weibull foi proposta originalmente por Waloddi Weibull (1951).
Sua popularidade em aplicacdes praticas se deve ao fato dela apresentar uma grande
variedade de formas, todas com uma propriedade basica: a sua funcao de riscos pode ser
mondétona crescente, decrescente e constante. A fun¢ao densidade de probabilidade (f.d.p)

¢ dada por,

atdeap i — (4 ¢
£t = Aﬂ () ) (113)
em que, t; > 0 denota os tempos de sobrevida. Os parametros A > 0 e o > 0 denotam res-

pectivamente, os pardametros de escala e de forma para a distribuigdo. Diferentes valores
de « levam a diferentes formas para a distribuicao o que a torna muito flexivel na analise
de dados para tempos de sobrevida. Na andlise de sobrevivéncia o grande interesse usual-
mente é na fungao de sobrevivéncia S(t*) = P(T > t*), em que t* é um tempo qualquer
fixado. Assumindo a distribuigdo de Weibull com f.d.p. (2.14), a funcdo de sobrevivéncia

¢é dada por,

S(t) = exp{— (i)a} (1.14)

A funcao de risco h(t) ou taxa instantdnea de falha da distribuicdo de Weibull
(ver, por exemplo, Lawless, 1982) é dada, de h(t) = f(t)/S(t), tal que

ta—l

h(t) = o=y (1.15)

Observar que se @ = 1, temos a distribuicdo exponencial sendo um caso especial
da distribuigao de Weibull. A funcao de risco h(t) dada por (2.16) é estritamente crescente
para a > 1, estritamente decrescente para o < 1 e constante para o = 1. Assim, observa-
se uma grande flexibilidade de ajuste aos dados. A média e a variancia da distribuicao de

Weibull com densidade dada por (2.14) sdo dadas respectivamente por:

)= B(T) = AT (1 4 1) (1.16)

«
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o? = Var(t) = \? {F <1 + Z) —T {1 + ;r} (1.17)

em que I'(.) denota uma fungao gama, I'(z) = [5° e 't*dt.

1.2.5.3 Distribuicdo Log-Normal

A funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria T com distribuicao

log-normal ¢ dada por,

flt;p,0) = \/zlﬁ_ae:z:p (—1 [ln(t()j—u] ) >0 (1.18)

em que p > 0 e o > 0 sao respectivamente a média e o desvio-padrao para os logaritmos

dos tempos de sobrevida. As func¢oes de sobrevivéncia e funcao de risco neste caso, nao

apresentam uma forma analitica explicita, sendo expressas por,

S(t) = @ (‘”@*“) e h(t) = f;g (1.19)

em que ®(.) é a funcao distribui¢do acumulada de uma distribui¢ao normal padrao (distri-
buigao normal com média zero e varidncia igual a um). A fungao de risco nao é monétona
como a da distribuicaio Weibull, ou seja, ela cresce, atinge um valor méaximo e depois

decresce.

1.2.5.4 Distribuicdo Log-logistica

Se T' é uma variavel aleatoria, tal que In(T) tem distribuicao logistica, entao T

segue uma distribuicao Log-logistica, com funcao de densidade de probabilidade dada por,

ft) = %tW‘l (1 + <t>7> - >0 (1.20)

a a
em que o > 0 é o parametro de forma e v > 0 o parametro de escala. As funcoes de

sobrevivéncia e de risco sao dadas, respectivamente por,

1 ()"
S(t)= ——F—= e h(t) = ——— (1.21)

1+ (L) all+ 2]
em que, para v > 1, observa-se comportamento similar ao da distribui¢ao log-normal, isto
é, o risco ¢é crescente alcangando um pico e a partir dai comega a declinar; para vy <1, o

risco é decrescente, similar a funcao de risco da distribuicao Weibull.
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1.2.6 Estimac3do dos parametros dos modelos

Existem alguns métodos de estimagao conhecidos na literatura (ver por exemplo,
Colosimo e Giolo, 2006) sendo que uma abordagem mais usual para dados com censuras
¢é dada pelo método de maxima verossimilhanca. O método de estimacao inclui os dados
censurados, é relativamente simples em termos de interpretacdo e possui propriedades

otimas para grandes amostras.

1.2.7 Método de maxima verossimilhanca em modelos de sobrevivéncia

Supor uma amostra de observagdes nao censuradas ti,...,%, de uma populacao,
onde os tempos de sobrevida tenham uma densidade f(t;60), onde 6 é um pardmetro
desconhecido. A funcao de verossimilhanca para o parametro 6 assumindo dados completos

¢é dada por,

r

L(9) =TT f(t:,0) (1.22)

i=1

Para definir a verossimilhanca para dados censurados a direita, considere T" uma
variavel aleatoria representando o tempo de falha de um paciente e C' uma variavel ale-
atoria, independente de T', representando o tempo de censura. Para um dado paciente

temos como dado observado, t = min(T, C) e defina:

lseT <(C
§ = (1.23)
OseT >C

sendo que § é uma varidvel indicadora de censura. Agora, suponha que os pares (7}, C;),
para ¢ = 1,...,n formam uma amostra aleatoria de tamanho n. As observac¢oes podem ser
divididas em duas partes: as r primeiras observacoes ordenadas sao as observagoes nao
censuradas (1,2, ...,7) e as n — r seguintes sao observagoes censuradas (r + 1,7+ 2, ...,n).

Neste caso, a expressao para a fungao de verossimilhanca é definida como,

n

£0) = I17.0) T] 500 (1.24)

=r+1

ou equivalentemente,

n n

L(®) = TT1f (. )] [S(t:, )] = [T[A(ts, )] [S(t:, 0)] (1.25)

i=1 i=1

Na pratica é sempre conveniente considerar o logaritmo da funcao de verossi-
milhanga. Os valores que maximizam L(f) ou equivalentemente [(0) = logL(f) sao os
estimadores de maxima verossimilhanca. Eles sao encontrados resolvendo-se o sistema de

equacgoes dado por:

~ OlogL(0)

v 90

—0 (1.26)
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1.3 Uso de métodos Bayesianos em analise de sobrevivéncia

Os métodos bayesianos tém se mostrado muito eficazes e teis na analise de dados,

inclusive na area da saude.

O método Bayesiano combina informacoes objetivas contidas em distribui¢oes de
probabilidades a priori com a informagao amostral (verossimilhanga). A inferéncia bayesi-
ana se caracteriza pela determinacao de uma distribuicao a posteriori de um parametro ou
vetor de parametros definidos no espago paramétrico. Na inferéncia bayesiana, a incerteza
sobre os parametros desconhecidos associa-se a uma distribui¢ao de probabilidade Box e
Tiao (1992), enquanto que, na inferéncia frequentista, os pardmetros sdo valores fixos ou
constantes, aos quais nao se associam a qualquer distribui¢ao de probabilidade. Sob o en-
foque bayesiano, condicionalmente aos dados y observados, descreve-se a incerteza sobre
o valor de algum pardmetro 6 nao observado, em termos de probabilidades ou densidades
de probabilidades (BOX e TTAO, 1992). O pardmetro # pode ser um escalar ou um vetor

de parametros.

A informacao prévia sobre um parametro ¢, dada por distribuicao a priori, é in-
corporada ao estudo usando a féormula de Bayes, que combina a informacgao contida nos
dados, resultando na distribuicao a posteriori. Dessa forma ¢é possivel incluir na analise

de dados o conhecimento de um pesquisador ou especialista, quando disponivel.

1.3.1 Férmula de Bayes

Sejam os eventos Aq, As, ..., A formando uma sequéncia de eventos mutualmente
exclusivos e exaustivos formando uma particao do espaco amostral €2, isto é, U leAj =0
e A;NAj =0 (conjunto vazio) para i # j tal que P(UF_, A;) = ;?:1 A; = 1. Entao para
qualquer outro evento B(B C §2), temos

p(B | Ai)p(A;)
Yo p(B | App(Ay)

P(A;| B) = (1.27)

para todo ¢ variando de 1 até k.

Considere agora ¢ um vetor de parametros a serem estimados. Logo, pela formula

de Bayes, tem-se a seguinte distribuicao de probabilidade a posteriori para 6,

m(0)f(y 10)
Jm(0)f(y | 0)do

assumindo que 6 seja continuo, 7(6) é a distribui¢ao a priori conjunta para 6 e f(y | ) =

m(0 | y) = (1.28)

L(6) =TI, f(y; | 6) é a funcao de verossimilhanga de 6.
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Assim, a partir da formula de Bayes, temos,

7(0 | y) < L(0 | Y)r(6) (1.29)

Assim temos que a distribuigao a posteriori é proporcional a verossimilhanca mul-
tiplicada pela distribuicao a priori. A funcao de probabilidade a priori representa o conhe-
cimento prévio a respeito dos elementos de 6 antes da observagao dos dados, refletindo a
incerteza em relagdo aos possiveis valores de 6 antes do vetor de dados y ser selecionado. A
funcao a posteriori incorpora o estado de incerteza do conhecimento prévio a respeito do
parametro 6 apds a observagao dos dados em y e a funcao de verossimilhanga representa

a contribuicao de y para o conhecimento sobre 6.

1.3.2 Distribuicdes a priori

Uma distribuicao a priori para um parametro pode ser elicitada de varias formas.

As quais podemos assumir:

(a) Podemos assumir distribuigoes a priori definidas no dominio de variagdo do para-
metro de interesse. Como caso particular, poderiamos considerar uma distribuicao a
priori Beta que é definida no intervalo (0, 1) para proporgoes que também sao defi-
nidas no intervalo (0, 1) ou considerar uma priori normal para pardmetros definidos

em toda reta;

(b) Podemos assumir uma distribuigdo a priori baseada em informagoes de um ou mais

especialistas;

(c) Podemos considerar métodos estruturais de elicita¢ao de distribuigoes a priori (PAU-
LINO et al., 2003);

(d) Podemos considerar distribuigdes a priori ndo informativas quando temos total ig-

norancia sobre os parametros de interesse;

(e) Podemos usar métodos bayesianos empiricos em dados ou experimentos prévios para

construir a priori de interesse.

1.3.3 Métodos de simulacdo para amostras da distribuicao a posteriori

Na obtencdo de sumarios a posteriori, é necessario resolver integrais multiplas,
muitas vezes, complicadas, o que exige o uso de métodos numéricos ou de aproximacoes
de integrais, especialmente quando a dimensao do vetor de parametros é grande. Dali,
surge a necessidade do uso de métodos computacionais poderosos, como os métodos de

Monte Carlo em cadeias de Markov (MCMC) que incluem alguns algoritmos de simulagao
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de amostras da distribuicao a posteriori conjunta de interesse, como os algoritmos de
Metropolis-Hastings ¢ o amostrador de Gibbs. E importante salientar que os métodos
com base em simulacao de amostras da distribuicao a posteriori conjunta de interesse,
como, por exemplo, o método de Monte Carlo em cadeias de Markov (MCMC), passaram
a ser muito utilizados com o avanco dos recursos computacionais em termos de hardware e
software. Esses métodos consistem na simulagao de uma variavel aleatéria através de uma
cadeia de Markov, no qual a sua distribuicao assintéticamente se aproxima da distribuicao
a posteriori de interesse (BERNARDO; SMITH, 1994).

A cadeia de Markov é um processo estocastico no qual o proximo estado da cadeia
depende somente do estado atual e dos dados. No entanto, como existe certa dependéncia
com os valores iniciais fixados no processo de simulagao, na pratica uma amostra simulada

inicial é descartada apds um periodo de aquecimento, chamada Burn-in- sample.

As formas mais usuais de simulagao dos métodos MCMC sao dadas pelo amostra-
dor de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings. Essas duas formas simulam amostras
da distribuicao a posteriori conjunta a partir das distribui¢oes condicionais (GELFAND;
SMITH, 1990).

O amostrador de Gibbs nos permite gerar amostras da distribui¢do a posteriori
conjunta desde que as distribui¢oes condicionais completas possuam formas fechadas ou
conhecidas. Por outro lado, o algoritmo de Metropolis-Hastings permite gerar amostras
da distribuicao a posteriori conjunta com distribui¢ées condicionais completas possuindo

ou nao uma forma conhecida ou fechada.

1.3.4 O amostrador de Gibbs

Suponha que 6 = (04, ..., 0;) é um vetor de pardmetros aleatorios e y é o vetor dos
dados observados; tem-se como objetivo, obter inferéncias sobre a distribuicao a posteriori
conjunta 7(0 | y) = m(61, ..., Oxy) (BERNARDO e SMITH, 1994). Dado um vetor arbitra-
rio de valores iniciais 0 = (9%9), ey 91(;9)) para as quantidades desconhecidas, implementa-se

o seguinte procedimento iterativo:

Obtém-se 61" de (01 |y, o9, ..., HI(CO))

Obtém-se 9§1) de m(0s | v, 951), (9%0), - 9](60))

Obtém-se 91(91) de (0 | v, 951),...,6’,&1_)1)

Obtém-se 612 de m(6; | y, 65, ..., 60"
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Agora, suponha que este processo é continuado através de i iteragoes e é independente-
mente replicado m vezes para que ao final se tenha m replica¢cbes do vetor amostrado
0t = (th), s 9,(;)), onde #' é uma realizacao de uma cadeia de Markov com probabilidade

de transicao dada por,

k
p(0', 6" = H ot | y,9§+1,...,egftll,em,...,e;;) (1.30)

t=1
Com t tendendo para o infinito, (9@, ...,6,?)) tende para uma distribuicdo a um vetor

aleatério cuja densidade conjunta é 7(0 | y), ou seja, a distribuigdo a posteriori de inte-
resse. Em particular, 6! tende em distribuigdo a uma quantidade aleatéria cuja densidade
é m(0; | y), também chamada de densidade marginal a posteriori de 6;. Desta maneira,
para t grande, as replicagoes (021 . ,Qfm) sao aproximadamente uma amostra aleatoria
de 7(6; | y).

Apébs a geragao de amostras da distribuicdo a posteriori de interesse, utilizamos
essas amostras para obter estimadores de Monte Carlo para suméarios a posteriori de inte-
resse como a média a posteriori, o desvio-padrao a posteriori e intervalos de credibilidade

de interesse.

1.3.5 O algoritmo de Metropolis-Hastings

Suponha que se deseja simular uma densidade a posteriori 7(6 | y). Um algoritmo
de Metropolis-Hastings se inicia com um valor inicial 6° e especifica uma regra para
a simulagdo do t-ésimo valor da sequéncia 6" dado o (¢ — 1)-ésimo valor da sequéncia
01, Esta regra consiste em uma densidade proposta (ou densidade geradora) a qual
simula um valor candidato * e o calculo da uma probabilidade de aceitacao P, que indica
a probabilidade do valor candidato ser aceito para ser o préximo valor na sequéncia.

Especificamente, esse algoritmo pode ser descrito da seguinte forma (ALBERT, 2007):

1. Simular um valor candidato #* de uma densidade proposta p(6* | 6'~1).

2. Calcular a razao: i1
(0 | y)p(0'~" | 0%)

(m(0"" [ y)p(6* | 61)

3. Calcular a probabilidade de aceitagao P = min(R, 1)

R =

(1.31)

4. Amostrar um valor &' tal que 0 = 6* com probabilidade P, caso contrario ' = 6~

Sob certas condigoes de regularidade facilmente satisfeitas na densidade proposta
p(6* | 071, a sequéncia simulada 6,62 ... convergird a uma varidvel aleatéria que é
distribuida de acordo com a distribuigdo a posteriori 7(¢ | y) (CHIB; GREENBERG,
1995).
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2 Objetivos

2.1 Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho é descrever a utilizagdo do modelo de Gompertz baseado
em distribuigoes defectivas sob as abordagens Bayesiana e Frequentista, considerando da-
dos de sobrevivéncia com fragao de cura. E, também mostrar que a distribuicao defectiva
pode ser a melhor alternativa em dados que apresentam fracao de cura, pois nao é neces-
sario a insercao do parametro taxa de cura. Para ilustrar a metodologia, serao utilizados
conjuntos de dados reais, como os dados do artigo de Brenna et al. (2004), que investigou
a sobrevivéncia de mulheres pos tratamento para cancer de colo de ttero e também dados
coletados pela fundacao FIOCRUZ de individuos infectados pelo virus HIV.

2.2 Objetivos Especificos

Analise Frequentista e Bayesiana para para Gompertz defectivo na presenca censura

a direita;

Analise de dados médicos de sobrevivéncia, em particular, considerar os dados refe-

rentes a cancer cervical e pacientes portadores de HIV;

e Comparar os resultados classicos e bayesianos;

Utilizar o software R e OpenBugs para encontrar o sumario da anélise classica e da

posteriori de interesse;
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3 Distribuicao de Gompertz Defectiva

Seja f(t) uma fungao de distribuigdo qualquer, 7' > 0 uma varidvel aleatéria conti-
nua desta funcao, a funcao de sobrevivéncia é definida como a probabilidade da observacao

nao falhar até o tempo ¢, isto é,
S(t)y=P(T >t)=5(t)=1-F(t), (3.1)

pois,

F(t)= P(T <), (3.2)

sendo F'(x) a funcao de distribui¢do acumulada. A principal propriedade da fungao dis-
tribuicao acumulada ¢ dada por:
0<F(x)<1

ou seja, o limite superior é igual a 1. Porém quando temos dados com fracao de cura, a
fungao de distribuicdo acumulada é igual a 1 — 7. Assim, a presenca de fracdo de cura
impede o uso dos métodos tradicionais, o que motivou os modelos de mistura ou utilizar

distribuicoes defectivas, onde a funcao de distribuicdo acumulada é diferente de 1.

3.1 A distribuicao de Gompertz

A distribuigdo de Gompertz é muito utilizada em estudos nas areas de atuaria, de-
mografia e em outros estudos da drea de sobrevida (GIESER et al., 1998; BECKER, 2015;
JAFARI; TAHMASEBI; ALIZADEH, 2014). Essa distribui¢ao possui dois pardmetros, «

e 3, ambos positivos, sendo [ o parametro de escala e o o parametro de forma.

A funcao de densidade de probabilidade para a varidvel aleatoria tempo até o
evento de interesse 1" com distribuicao de Gompertz, a funcao de sobrevivéncia e a fungao

de risco, com a>0 e >0, sao dadas respectivamente por:

F(t) = aeBel[—"] (3.3)
S(t) = et (3.4)
€
h(t) = :222 = ae’ (3.5)
sendo
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A distribuicdo apresentada desta forma é prépria e portanto nao é adequada aos
dados com fracao de cura, como mostrado na Figura 5. A Figura 5 apresenta o compor-
tamento da funcao de densidade e probabilidade, da funcao de sobrevida e da funcao de

risco da Gompertz Defectiva quando o « é fixado e o 3 varia.

f(t), a = 0.2 S(t), a =0.2 h(t), o = 0.2
3.0 o 1.0 1.0
2.5 — E:gﬁgoz 0.8 0.8
= 33 e S 06 s 06
= 10 B=10 0 04 £ 04
05 4/ 3 0.2 0.2
0.0 [ [ [ [ [ 0.0 [ [ [ [ [ [ 0.0 [ [ [ [ [ [ [
1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 00 10 20 30
t t t
f(t), a = 0.9 S(t), a = 0.9 h(t), a = 0.9
2.0

f(t)
S(t)

h(t)
or N WA

—

00 10 20 30

1.5
1.0 <
0.5 ™ :
&,
0.0 T T T T T 1
0.0 1.0 2.0 3.0

t t t

f(t),a =3 Sit),a=3 h(t),a =3
2.0 1.0 10
15 \ 0.8 8 /
= = 06 = 6
s 10 @ 04 K = 4
0.5 0.2 2
0.0 5 |H T 0.0 0

I I I I 1T T T 1T T°1
00 10 20 30 05 10 15 20 00 10 20 30

t t t

Figura 5 — Graficos da fungdo de densidade de probabilidade f(t), da fungao de sobre-
vivéncia S(t), e da funcao risco h(t), para a distribuicdo de Gompertz, com

a=0.2, a=0.9, a=3 e =0.002, 3=0.3, f=1, =3, B=10.

3.2 O modelo modificado de Gompertz

A distribuicdo do modelo de Gompertz se torna imprépria ou defectiva quando sao
considerados valores menores do que zero ao parametro 3. Essa distribuicao de probabi-
lidade definida para valores continuos positivos foi reportada por diversos autores, como
(ROCHA, TOMAZELLA e LOUZADA (2014) e Martinez e Achcar (2017). Sua funcao
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de distribuicao de probabilidade é dada por:
ft) = e85 [1=e]) (3.7)

para a > 0, 8 > 0et > 0, sendo 8 o pardmetro de escala e a o parametro de forma. A

funcao de sobrevivéncia e fun¢ao de risco sao dadas respectivamente por:

S(t) = et F el (3.8)
h(t) = éi?) = ae Pt (3.9)

A proporc¢ao de imunes ao evento na populacao é calculada como o limite da fungao

de sobrevivéncia quando o tempo ¢ tende ao infinito:

lim S(t) = e™m=ee (FUeC0 o7 = D, (3.10)

t—o0

com p pertencente ao intervalo (0,1]. Um comportamento especial para a func¢ao de so-

brevivéncia da distribuicao de Gompertz é observado quando « se aproxima de (3. Isto é,

—a

quando [ se aproxima do «, observa-se que a fragdo de cura se aproxima de P =ew
= e~ ! = 0.36787944117 (ver a Figura 6).

S(t), o - B = -0,001 S(t), o - p = -0,001
1.0 — 1.0
0.8 — 0.8
0.6 — 0.6
bl bl
0.4 0.4
0.2 0.2 -
—e— Alfa=0.01, Beta=0.11 —e— Alfa=0.01, Beta=0.11
- @~ Alfa= 0.2, Beta= 0.201 - 8- Alfa=0.2, Beta= 0.201
Alfa=0.5, Beta= 0.501 Alfa=0.5, Beta= 0.501
0.0 " A3 baazaon 0.0 "7 M3 peacson
I I I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 0 20 40 60 80 100
t t

Figura 6 — Funcao de Sobrevivéncia com o — 3 = —0, 001.
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Quando é considerado o > 0 exatamente igual a f > 0, temos uma nova dis-
tribuicao defectiva. Isto porque, quando « ¢é igual [, tem-se uma funcao de apenas um

parametro, dada por:

f(t) = ael*Ve [1 — e(_at)} . (3.11)

A desvantagem de usar esta distribuigdo é a fracdo de cura ser uma constante

quanto ¢ assume uma valor suficiente alto. A fun¢ao de sobrevivéncia é dada por:

S(t) = el (3.12)

s

A Figura 7 apresenta o comportamento das fungoes de probabilidade, sobrevida e
risco quando a= (3 recebe valores positivos e negativos. Quando a = [ é negativo, tem-se

uma funcao de sobrevida crescente e uma funcao de risco negativa.

f(t), a = B, Positivo s(t), a = B Positivo h(t), a = B Positivo
2.0 — e 1.0 2.0
B=11
-
B=10
0.8
1.5 1.5
0.6
g 1.0 5 £ 10+
0.4
0.5 0.5
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0.0 0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 05 1.0 15 20 25 30 00 05 1.0 15 20 25 30 00 05 1.0 15 20 25 30
i t j
f(t), a = B Negativo s(t), a = B Negativo h(t), o = B Negativo
10 — 10
p=-11 2.2
—is
B=-10
2_ —
5 0 5
1.8
s o0- = S o0- —
<X 16 =
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1.2
-10 10 4 -10
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[ t j

Figura 7 — Funcao de Sobrevivéncia com o = 3.
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A Figura 8 apresenta alguns casos especiais da distribuicdo de Gompertz modifi-
cada, a qual motivou este trabalho e na qual descorrerao as aplicagdes. Uma caracteristica
desta distribuicdo é o comportamento da curva de sobrevida quando 3 é muito maior do
que «, tornando a taxa de cura alta, como também mostra a Figura 8. Além disso, nota-se
que a func¢ao de risco e de sobrevida sao inversamente proporcionais, pois quanto maior
a sobrevida menor o risco. Intuitivamente ja é possivel visualizar a aplicacao desta dis-
tribuicdo na area médica, por exemplo, em doencas que o tratamento fornece cura para

uma parcela dos individuos.

fi),a=02 S, a=02 bl a=02

o1 01 o1

=2 022 02

)
f
t

h

Figura 8 — Graficos da funcao de probabilidade, de sobrevivéncia e risco da Gompertz
Defectiva.
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3.3 Funcao de verossimilhanca para dados completos

Considerando tq, to, ..., t, uma amostra aleatoria independente e identicamente dis-
tribuida (i.i.d), com distribuicdo de Gompertz Defectiva de tamanho n, i = 1,2..,n, a

funcao de verossimilhanca é dada por:
L(a, B) = a"e P i1 tiexp {—5@ zn:(l - eﬁti)} : (3.13)
i=1
Assim, aplicando o logaritmo, em ambos os lados da equacao 3.13, segue,
(o, ) = log L(cr, B) = nlog o — ntf3 — giz:;(l — 7P, (3.14)

onde nt = 3", t;. As primeiras derivadas do logaritmo da funcio de verossimilhanga em

relacdo a «a e [ sao dadas respectivamente por,

oa n 1
— == ==Y (1—e P, (3.15)
oo o B
e
al n a - _ﬂtz _ﬂtz
%:—nt—i—@Z(l—e Zte (3.16)
i=1
Os estimadores de maxima verossimilhanca para « e § sao dados pelas solugoes
das equacoes: % =0e 8;3 = 0. Assim, de al = 0, temos:
a= ns (3.17)
(1 — efts)

De g—é = 0, temos:

=2 S (1 — e Bty) Zt e (3.18)

— 12 N Z5on t. —pt;
nt == LA => (1—e ) = Anﬁnzpl < (3.19)
i (1 —e) 235 By (1 — e Ph)

Assim,

n oDt
ni= T it (3.20)
B Y (1 —e )

Note que, para encontrarmos o EMV para [ nao temos uma expressao analitica fe-

chada, sendo necessario o uso de métodos iterativos como o método de Newton-Raphson.

Observa-se ainda que considerando f (3) = 0, temos que:

= _ Bt BE:Z tz‘efﬁt"
1 — e Pty = BEimtlit 7 3.21
;( e (1—pt) (3:21)
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A matriz de informacao de Fisher observada, é obtida a partir das segundas de-
rivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanga. As segundas derivadas de [(«, 5) sao

dadas respectivamente por,

AN
da?2 a2
0?1 1 & 1 &
= — 1—e Py — 2N e Pl
0adf 2 ;( ) 6] ;
0l 2 & —Bt; 1 &K, - —Bt 2Bt
72 = 732(1—6 l)_l_izztze Ze l‘}' Z t g
aﬁ /8 =1 =1
2 n n
_ %‘ S (1 —e Pt ;‘2 S te ot t Zt Bty @ th —Bt;
i=1 i=1
(3.22)
Localmente nos EMV encontramos,
9%l B n
dalap QA2
021 _ BYpte 1 ant g _ P te
00dBas  pO-pi B s
0?1 24t “ 5 " 5
- = ._7444—7t—§:t¢fﬂ“—+<:§:t?e_mi (3.23)
oJCEPY: B(1 - pt) i= B iz

Das segundas derivadas do logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca encontramos a

matriz de informacao de Fisher observada, dada por:

_on 94
Oa? A, B 0adB (4.3
Iy = a;; (@:P) aa o (&.,B) 7
920 (4,p) 962 (a,8)

Por convencao, vamos usar as seguintes notacoes:

A - oL n
da?@a,p &2
% E | e Pl
B - - — A=
0P (4. (1 —pt)
0?1 2t " 5 & & :
c - _2° - _ - Ztie_ﬂti S — Zt?e_ﬁti (324)
0 @wp BA-ph o b=
Assim, a a matriz de informacao de Fisher observada, é dada por:
A B
[0 -
B C

Assumindo tamanhos amostrais suficientemente grandes, os estimadores de méa-
xima verossimilhanca para o e [ seguem aproximadamente ou assintoticamente uma

distribuicao normal bivariada dada por,

(&, 8) = No {(a, 8); I} (3.25)
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em que N, denota uma distribuicao normal bivariada e

1 C -B
It=——— 3.26
0 (AC . BQ) _B A ) ( )
as varidncias e covaridncias assintéticas de & e 3 sao dadas por:
R C
'UCLT(O[) = m (327)
A A
= 3.28
var(p) (AC = B7) (3.28)
A B
var(&, B) = A - By (3.29)
Ainda, considerando-se as distribuigoes assintOticas marginais para & e B , temos:
C
a~N o, —— )
“ {O" AC — 32} (3:30)
e7
~ A
p~N {6, 10— B2 BQ} : (3.31)

Assim, os intervalos de confianca 95% para « e [ sao dados respectivamente por,

_ [T C [ ¢
~ /| A ~ | A

3.4 Funcao de Verossimilhanca para dados censurados

Considerando uma amostra aleatéria de tamanho n, ¢ = 1,2..,n, a funcao de

verossimilhanca com censuras do tipo I é dada por:

L(A) = [T S (3.34)

em que 0; ¢ um indicador de censura. Quando d; = 1, o dado observado é completo e
quando 6 = 0 o tempo é censurado. Assumindo o modelo modificado de Gompertz, a

fungao de verossimilhanga para 6 = («, 3) é dada por:

- - —Bt; % —a _Bt, 1-6;
L(a,8) = ]] [Oée(ﬁti)e{ﬁ[l_e( ”}}] {e{ﬁ[l_a )
=1

a[n Z?:l 5i] e[_ﬁz?:1 b 21;1 ti] 6[% Z?:l(lfe_mi) Z?:l 61'] 6[% Z?:l[lfe(_mi)] Z:'L:l(lféi)}]
(3.35)
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Assim, aplicando o logaritmo em ambos os lados desta expressao, temos:

l(a, B) = log(c 25 P Z [1— exp(— 6251& (3.36)
=1

sendo I(a, B) = log(L(a, B)) e nt = 31 t;.

Para encontrarmos os estimadores de maxima verossimilhanca (EMV), encontra-
mos as derivadas parciais de [(«, 8) em relacdo a « [ e igualamos a zero. A derivada de
l(a, B) em relagao a B é dada implicitamente, precisando aplicar o método de interagao
de Newton-Raphson (ver por exemplo, LAWLESS 1982). Posteriormente, calculamos a
matriz de Informacao de Fisher para a obtencao da distribuicao normal assintoética dos
EMV e para a determinacao das inferéncias de interesse (testes e hipdteses e intervalo
de confianga). A varidncia assintotica é dado pelo elemento da matriz inversa de Fisher

I(c, ). As segundas derivadas parciais da funcao de méxima verossimilhanga sdo dadas

por:
02 1 &
FvE o, B) = Y ;@‘, (3.37)
82 o =1 C*Bti(Q + Btz _ 2) n ot
e7
82 e P14 pt; — 1)
S0 5 g 7 . (3.39)

3.5 Analise Bayesiana para a distribuicio de Gompertz modificada

3.5.1 Uma distribuicdo a priori ndo informativa para a e 5 (a > 0,3 > 0)

A partir da regra de Jeffreys (ver por exemplo, BOX e TIAO, 1973), assumir a
seguinte distribui¢ao a priori para « e 3,
1

(o, B) = vk a>0,8>0 (3.40)

3.5.2 Distribuicao a posteriori conjunta para o e (3

Combinando-se a distribuicao a priori (3.40) com a fungao de verossimilhanga para

a e [ (dados sem censuras) a distribui¢ao a posteriori conjunta é dada por,

m(a,ft) = alﬁa ve ' &" exp{—azn: (1 —eﬁti)}
=1
n—1

- O‘ﬁe exp{ 223(1—65“)} (3.41)
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3.5.3 Distribuicdes a posteriori condicionais para o algoritmo Gibbs Sampling

As distribuigoes a posteriori condicionais para « e  necessarias para o amostrador

de Gibbs sao dadas respectivamente por,

())m(a | B,t) ~ ™ texp {—g zi:(l — e)mi} (3.42)

(i)w(B | a,t) ~ B exp {—pBnt} exp {—g z“: (1 - e_ﬂtf)} (3.43)

=1

Notas:

(1) X ~Gama(a, 3);entao

B a1
= “ —zf}; 44
f(x|a,pB) @” exp{—zB};z>0 (3.44)
A média e a variancia para a distribuicao gama sao dadas respectivamente por,
! !
E(r) = —;var(z) = — 3.45
(z) 5 (z) 7 (3.45)
Assim,
fla| B,t) ~ Gama <n;ﬁ—12(1—6_5“)> (3.46)
i=1
E(a|B,t) == np (3.47)
(1 — e Ph)
i=1
2
var(a | p,t) = np (3.48)

[£o-em]

(2) Na simulagao de valores 8 da distribuicao a posteriori conjunta para a e [ usar o
algoritmo de Metropolis-Hastings a partir de 7(5 | «,t), dado que esta expressao

nao tem uma forma conhecida.

3.5.4 Uso de distribuicGes a priori gama informativas para o e 3

Outra possibilidade é assumir distribuigoes a priori gama para os pardmetros « e
[ dadas por,

a ~ Gama(ay, b)) e B~ Gama(az,bs)

onde os hiperparametros sdo, a; = by = as = by = 0,001, isto é, também assumem-
se distribui¢oes a priori aproximadamente nao-informativas (varidncias grandes). Além

disso, usar os métodos MCMC para simular amostras da distribuicao a posteriori para «

e f.
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4 Um estudo de simulacao com a distribuicao

Gompertz modificada

Neste capitulo, iremos abordar um estudo de simulagao para a distribuicao Gom-
pertz modificada afim de avaliar seus estimadores. Para o nosso estudo, um algoritmo
usado para simular uma amostra de tamanho n da distribuicdo de Gompertz modificada

com dados censurados ¢ apresentado como:

1. Valores fixos de o e 3.

2. Gerar n amostras aleatorias de.
M; ~ Bernoulli(0,1 — n)

onde 7 corresponde a taxa de cura dada por:
—a
n=exp|—|. (4.1)
=)

3. Considere:

t =
BN if M =1,
onde,
_ -1 p
€,

U; ~ Uniforme(0,1 —n)
4. Gerar n amostras aleatérias de,
u; ~ Uniforme(0, max(t})),
Nota: Considere apenas o valor finito #,.
5. Calcule t; = min(t}, u}).
6. Pares de valores (t1,d1),(ta, 02),...,(tn, 6,) s@o obtidos assim, onde §; = 1 se t; < u} e
i =0set; >ul,i=1..n.
Esse algoritmo foi introduzido por Rocha et al. (2017).

Um breve estudo do método de estimacao de maxima verossimilhanca foi baseado

na simulacdo de amostras de tamanhos n = 25,50, 75, 100, 150 e 200. Cada amostra foi
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replicada 5000 vezes. A variancia da taxa de cura 7 foi estimada usando o método Delta.
Os resultados do estudo de simulagao sao apresentadas na Tabela 4, considerando um
coeficiente de confianca de 95% e dois conjuntos de valores arbitrarios para os pardmetros,
dados por («, 5) = (0.4,0.2) e (o, 8) = (0.3,0.7).

Tabela 4 — Resultados do estudo de simulacao: intervalo de confianca tipo-Wald para os

parametros «a, 3 e n, viés e o erro quadrético médio, (EQM).

Va(li(;rzs ngcos n Parametros Cirl;);tjfa Viés EQM
« 0.9381 0.0201 0.0223

25 6] 0.9591 0.0123 0.0255

n 0.7800 0.0045 0.0134

Q 0.9485 0.0090 0.0095

50 6] 0.9541 0.0022 0.0088

i 0.8756 -0.0018 0.0064

« 0.9493 0.0046 0.0059

a=04 75 6] 0.9545 -0.0007 0.0046
i 0.9158 -0.0034 0.0039

Q 0.9478 0.0045 0.0043

=02 100 6] 0.9476 0.0007 0.0031
n 0.9248 -0.0022 0.0028

Q@ 0.9480 0.0013 0.0027

150 I5; 0.9496 -0.0004 0.0017

n 0.9344 -0.0016 0.0017

Q 0.9482 0.0022 0.0019

200 6] 0.9538 0.00004 0.0012

n 0.9426 -0.0014 0.0012

« 0.9158 0.0928 0.1343

25 6] 0.9638 0.1241 0.4927

n 0.7311 -0.1127 0.0978

Q@ 0.9300 0.0245 0.0202

50 6] 0.9675 0.0886 0.2825

n 0.9036 -0.0469 0.0338

« 0.9408 0.0192 0.0125

a=0.3 75 I5; 0.9582 0.0585 0.1344
n 0.9316 -0.0243 0.0160

Q 0.9434 0.0095 0.0078

B8=0.7 100 6] 0.9543 0.0284 0.0742
n 0.9404 -0.0146 0.0087

« 0.9428 0.0075 0.0049

150 I5; 0.9570 0.0225 0.0393

i 0.9508 -0.0048 0.0034

« 0.9424 0.0069 0.0037

200 6] 0.9510 0.0185 0.0254

n 0.9520 -0.0027 0.0021

Os resultados da Tabela 4 mostram que a probabilidade de cobertura do intervalo
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de confianca tipo-Wald para os parametros « e [ estd bem préxima do nivel de confianca
de 95%. Além disso, a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianga para 7 se
aproxima de 95% a medida que o tamanho da amostra aumenta. Em todas as simulacoes,
os vieses e os erros quadrados médios (EQM) sempre aproximam-se de zero a medida que

o tamanho da amostra aumenta.

4.1 Simulacdo para o = 3

Para fazer o estudo de simulacdo quando o = 8 foram considerados dois cenarios,
com valores iniciais de « = 0.2 e § = 0.201 e &« = 0.02 ¢ 8 = 0.0201 e tamanhos amostrais
de n = 25,50, 75,100, 150 e 200. Cada amostra foi replicada 5000 vezes. Os resultados do

estudo de simulagao sdo apresentados nas Figuras 9, 10, 11, 12 .

Probabilidade de Cobertura Alpha Probabilidade de Cobertura Beta Probabilidade de Cobertura Eta
Dado os valores iniciais Valores Iniciais: Alpha = 0.2 e Beta = 0.201 Valores Iniciais: Alpha = 0.2 e Beta = 0.201
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Figura 9 — Probabilidade de Cobertura a = .
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Figura 12 — EQM para o = .

Das Figuras 9, 11, 12, 10, é possivel concluir que quanto maior o tamanho amostral
mais a probabilidade de cobertura se aproxima de 95%, menores o viés e o EQM. Outra
conclusao importante ¢ extraida da Figura 10, que quanto maior a amostra, menor a

média da amplitude do intervalo de credibilidade.
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5 Aplicacoes com dados reais

5.1 Portadoras do Carcinoma Cervical

Os modelos de longa duracao sao muito utilizados para explicar biologicamente a
presenca de determinadas covariaveis e como o tempo de sobrevida responde de acordo
com elas. Os dados utilizados para ilustrar este trabalho foram obtidos de um estudo
desenvolvido por Brenna et al. (2004), como comentado na se¢ao (1.1.2). Esta aplicagao

utilizara as covariaveis idade, status e estagio da doenca.

A Figura 13 é um grafico de contorno do logaritmo da funcao de verossimilhanca
para esses dados, considerando o modelo paramétrico baseado na distribui¢do modificada
de Gompertz. O gréfico indica que o maximo da fungao log-verossimilhancga estd em (v, 3)
= (0,04178,0,03995), como mostrado na Tabela 5.
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Figura 13 — Gréafico de contorno da func¢ao de verossimilhanga, considerando os dados do
estudo sobre carcinoma cervical. O méaximo da fun¢do da verossimilhanca é

dado por (a, ) = (0.04178,0.03995)

A Tabela 5 apresenta os estimadores de méaxima verossimilhanca para a e 3 e a
taxa de cura n, bem como as estimativas de seus erros padrao e intervalos de confianca. A
Figura 14 mostra parcelas das estimativas de Kaplan-Meier para a funcao de sobrevivéncia
e a funcao de sobrevida ajustada a partir do modelo paramétrico em relagao aos tempos

(meses).
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Figura 14 — Grafico de Kaplan-Meier apresentando fragao de cura para as mulheres por-
tadoras do Carcinoma Cervical.

Da Figura 14, é possivel notar que os valores preditos obtidos a partir do modelo
com base na distribuicao Gompertz modificada estao préoximos do valores empiricos, su-
gerindo que este modelo esta bem adequado para os dados. A taxa de cura é estimada

por:

i = exp <_g> = 0.35147, (5.1)

e o respectivo erro padrao foram obtidos pelo método Delta com uma aproximagao de

primeira ordem de uma expansao da série de Taylor (Tabela 5).

A Tabela 6 mostra as estimativas bayesianas de «a, 3 e a taxa de cura 7, com
seus respectivos intervalos de credibilidade com probabilidades iguais a 0,95. Nessa ané-
lise foram considerados hiperparametros al = bl = a2 = b2 = 0,001 na elicitacao de
distribui¢oes a priori gama invertidas aproximadamente nao-informativas, isto é, nao-
informativos, ou seja, a ~ IG(0,001,0,001) e 5 ~ IG(0,001,0,001). Podemos observar
que as estimativas bayesianas para os parametros sao relativamente proximas daquelas

obtidas pelo método de maxima verossimilhanca (Tabela 5).

Tabela 5 — Estimativa de Maxima Verossimilhanca dos dados de carcinoma cervical

Parametro Estimativa Erro Padrao Tipo Wald 95%
« 0.04178 0.00747 (0.0271,0.0564)
o) 0.03995 0.00795 (0.0243,0.0555)
n 0.35147 0.05440 (0.2446,0.4584)
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Tabela 6 — Estimativa Bayesiana dos dados de carcinoma cervical

Pardmetro Estimativa Int.Cred. de 95%

a 0.04134  (0.0282,0.0574)
B 0.03928  (0.0244,0.0557)
n 0.3474 (0.2380, 0.4554)

5.1.1 Modelo na presenca de covariaveis

Para ilustrar o a aplicacao do modelo de regressao baseado na distribuicao de

Gompertz modificado, na presenca de covariaveis, assumir as seguintes covariaveis:

e Tratamento dos pacientes que comecaram a ser monitorados (1), com classificagio

menor do que 50 anos (x; = 0) versus maior ou igual a 50 anos (x; = 1).

e Estagio clinico da doenca que quando comecou o tratamento, classificado em estagio
I, II, ou III. Esta variavel representa o modelo de regressao usando duas variaveis
dummy (x5 e z3), onde x5 = 0 e x3 = 0 se estdgio I, o = 1 e x3 = 0, se estédgio I,

e xg =0 e x3 =1 se estagio 1.

Assim, a regressao do modelo para os dados considerados é:

Inalx] = ap + a1 + asxs + asxs + 12122 + 137123, (5.2)

lnﬁ[x] = BO + lel + 52x2 + ﬁ3$3 + 6121’1372 + 613LE1I3, (53)

onde a9, a3, P12 € P13 sdo parametros associados as interagoes entre a idade e os estagios

da doenca. Dessa forma assumimos os seguintes modelos de regressao:

e Modelo 1: Modelo 1 considera apenas o efeito da idade (x7). Neste caso, sdo con-

siderados «s, ag, a9, a3, B2, B3, B12 € (13 iguais a zero.

e Modelo 2: Modelo 2 considera apenas o efeito do estdgio da doenca (varidveis
dummys z5 e x3). Neste caso, ai, 51 e os termos de interacao ajz, a1z, f12¢013, sao

considerados iguais a zero.

e Modelo 3: 0 modelo 3 considera os efeitos da idade (z1) e o estdgio da doenca (x3)

e (r3), mas nao inclui os termos de interagdo iz, a3, S12 € Bi3.

e Modelo 4: o Modelo 4 considera os efeitos da idade (z1) e do estdgio da doenga

(x2) e (x3) e inclui a interagdo dos termos vz, a3, S12 € Bi3.

Para todos os coeficientes de regressao, assumimos uma distribui¢ao priori nor-

mal com média 0 e variancia grande. Os estimadores Bayesianos e os estimadores de
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Figura 15 — Estimadores da fun¢ao de sobrevida de Kaplan - Meier e ajustados pelo mo-
delo paramétrico de acordo com estagio da doenga. A curva paramétrica é
baseada no modelo 2, com parametros estimados pela abordagem da méaxima
verossimilhanca. Observagoes censuradas sao marcadas por tragos verticais
na curva de Kaplan - Meier.

maxima verossimilhanga sao apresentados na Tabela 7. O ajuste dos Modelos 1 e 2 tam-
bém considerou a estimativa da fragao de cura (1) para cada nivel da respectiva varidvel
independente. Os estimadores e erros-padrao para a fracao de curas foram calculados
usando o método Delta. Como ilustragao, a Figura 15 mostra as curvas de sobrevivéncia
estimadas pelo método Kaplan-Meier e usando o Modelo 2 sob a abordagem de maxima

verossimilhanca.

A Tabela 7 mostra que a os estimadores de maxima verossimilhanga e as estima-
tivas bayesianas sao bastante proximas umas das outras. O modelo 1 sugere que a idade
nao tem um efeito significativo na sobrevivéncia livre de doencga, uma vez que o intervalo
de credibilidade para os parametros, aq e i, incluem o valor 0. O modelo 2 sugere um
efeito significativo do estdagio da doenca na sobrevida livre de doenga, dado que o intervalo

de confianga para os parametros de forma as e ag nao incluem o valor zero.
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Tabela 7 — Estimadores de Maxima Verossimilhanca e Bayesianos, modelo com covariaveis

Parametro Estimativa Erro Padrao Tipo Wald AIC Estimativa Int. Cred. 95% DIC
Modelo I EMV 95% IC 592,9 Bayesianos 593,3
ap (intercepto) -3,041 0,2493 (-3,532 ; -2,551) -3,091 1 (-3,629 ; 2,585)
a; (idade > 50 vs. <50) -0,258 0,3578 (0,961 ; 0,445) 0,285 (1,032 ; 0,455)
Bo (intercepto) -3,020 0,2637 (3,539 ; -2,501) 3,084 (-3711 ; -2,580)
B, (idade > 50 vs. <50) -0,386 0,4036 (-1,178 ; 0,407) 0,461 (1,524 ; 0,424)
m (fracio de cura, idade > 50) 0,376 0,0756 (0,227 ; 0,524) 0,371 (0,214 ; 0,523)
e (fracdo de cura, idade <50) 0,329 0,0794 (0,173 ; 0,485) 0,311 (0,121 ; 0,471)
Modelo 2 565,2 563.,4
ap (intercepto) -4,825 0,5266 (-5,859 ; -3,790) -4,850 (-5,746 ; -3,972)
ay (estdgio IT vs. I) 1,814 0,6071 (0,621 ; 3,007) 1,734 (0,636 ; 2,820)
as (estégio 1T vs. I11) 2,325 0,5789 (1,187 ; 3.462) 2,281 (1,258 ; 3,285)
Bo (intercepto) 4,093 0,8831 (5,828 ; -2,358) 4,260 (6,409 ; -3,070)
By (estégio 11 vs. I) 0,943 0,9590 (0,936 ; 2,832) 0,902 (-0,939 ; 3,153)
By (estégio 111 vs. T) 0,803 0,9348 (1,034 ; 2,639) 0,839 (-0,665 ; 3,085)
m (fragdo de cura, estagio I) 0,618 0,1726 (0,278 ; 0,957) 0,560 (0,043 ; 0,814)
ne (frag@o de cura, estdgio II) 0,319 0,1026 (0,117 ; 0,520) 0,291 (0,039 ; 0,506)
ns (fragao de cura, estdgio II) 0,110 0,0554 (0,001 ; 0,219) 0,106 (0,014 ; 0,231)
Modelo 3 563,7 560,8
ao (intercepto) -5,490 0,369 (6,226 ; -4,753) -5,486 (46,244 ; -4,828)
a; (idade > 50 vs. <50) 0,297 0,340 (-0,396 ; 0,991) 0,260 (-0,433 ; 0,898)
as (estégio 11 vs. I) 2,529 0,452 (-1,638 ; 3,421) 2,387 (1,571 ; 3,255)
as (estagio 111 vs. ) 2,602 0,415 (1,778 ; 3,424) 2,527 (1,765 ; 3,366)
Bo (intercepto) -12,674 2,443 (-15,654 ; -9,795) -13,020 (-17,140 ; -9,101)
B, (idade > 50 vs. <50) 2,012 0,994 (0,168 ; 4,192) 2,853 (0,575 ; 6,468)
Ba (estagio II vs. I) 8,713 2,680 (5,166 ; 12,359) 8,071 (4,553 ; 11,790
By (estégio 111 vs. I) 7.322 2771 (3,414 ; 11,331) 6,602 (2,946 ; 10,420)
Modelo 4 562,7 561,9
ap (intercepto) -4,408 0,7133 (5,806 ; -3,010) -3,445 (4,928 ; -2,464)
ar (idade > 50 vs. <50) 20,586 0,8465 (-2.244 ; 1,073) 1,558 (-2.834 ; 0,037)
ay (estdgio 1T vs. I) 1,472 0,7731 (-0,043 ; 2,987) 0,559 (-0,5678 ; 2,039)
as (estagio III vs. ) 2,152 0,8377 (0,509 ; 3,793) 1,142 (-0,1288 ; 2,633)
a1z (idade vs. estégio 11) 0,477 1,1565 (1,789 ; 2,744) 1,041 (-1,089 ; 2,889)
a3 (idade vs. estégio I11) 0,237 1,0077 (1,737 ; 2,212) 1,123 (-0,5672 ; 2,725)
Bo (intercepto) 23,028 0,6244 (-4,252 ; -1,804) -3,015 (9,219 ; -1,836)
B, (idade > 50 vs. <50) -8,734 1,8052 (-12,272 ; -5,196) -8,243 (-12,19 ; -4,538)
By (estégio I vs. I) -1,186 1,1913 (-3,521 ; 1,148) -1,074 (-3,464 ; 4,538)
85 (estagio ITI vs. 1) 0,008 0,8434 (1,644 ; 1,661) 0,075 (2,014 ; 5,786)
By (idade vs. estgio 11) 10,867 2,1123 (6,727 ; 15,008) 9,907 (5,959 ; 13,85)
Bus (idade vs. estagio I11) 8,359 1,9524 (4,532 ; 12,186) 7,568 (3,585 ; 11,62)

Embora o Modelo 1 ndo evidencie um efeito significativo da idade na sobrevida
livre de doenca, o Modelo 4 sugere que a interacdo entre a idade e os estagios clinicos
¢ importante para entender o papel da idade no tempo até a progressao da doencga. Os
intervalos de credibilidade para os termos de interacdo 12 e 13 nao incluem o valor
zero, sugerindo um efeito significativo da interagao. De fato, as curvas de sobrevivéncia
mostradas na Figura 16 ajuda a entender esse efeito. As curvas na Figura 16 foram obtidas
com base no Modelo 4, e mostraram que a idade tem um forte efeito sobre a sobrevivéncia
livre da doenca no estagio II, mas a idade nao é um importante fator que influencie a

sobrevida de pacientes no estagio clinico III, como mostra o terceiro grafico da Figura 16.
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Figura 16 — Kaplan-Meier e curva de sobrevida paramétrica livre da doenca de acordo
com o estagio da doenca no qual comegou o tratamento e idade. A curva
paramétrica esta baseada no Modelo 4, como parametros estimados a partir
da abordagem de maxima verossimilhanca. Observagoes censuradas sao os
tragos verticais no estimador Kaplan-Meier.

Os modelos 2, 3 e 4 possuem valores similares de AIC e DIC (Tabela 7), e estes
valores sao inferiores aos respectivos valores calculados para o Modelo 1. No entanto,
sob um ponto de vista clinico, o Modelo 4 parece ser o mais apropriado para os dados,
dado que a Figura 16 mostra a importancia de considerar os termos de interacdo para

a interpretacao do padrao de associagdo entre idade, estagios clinicos e o tempo até a
progressao da doenca.
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5.2 Individuos infectados pelo virus HIV

O segundo banco de dados é do desenho de estudo coorte que durou entre os anos
de 1982 e 2000, feito pela fundacao FIOCRUZ. Este estudo inclui 193 individuos, sendo
144 homens e 49 mulheres, com 104 censuras no total, como também exemplificado na
secao 1.1.1. O objetivo é verificar se o modelo da Gompertz Defectivo se ajusta nestes
dados, ou seja, se este ¢ um bom modelo para representar a variavel resposta sobrevida e

com efeito das covariaveis: idade e sexo.

5.2.1 Abordagem frequentista

Em uma primeira analise dos dados dos pacientes portadores de HIV, considera-
mos o uso do método da méaxima verossimilhanca. Neste caso, obtemos que a estimativa
encontrada usando a teoria cldssica sem covaridveis para os parametros « e  sdo respecti-
vamente, a = 0.0775, 8 = 0.0668. Sendo assim, temos que 1 = 0.3135351, pelo calculo de
n = exp(—a/f), como mostra a equagao (5.1). A Figura 17 mostra o gréfico de contorno
do log da funcao de maxima verossimilhanca. Este grafico ilustra o “ponto 6timo” para

escolha das estimativas.
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Figura 17 — Grafico de contorno da funcao de verossimilhancga, considerando os dados do
estudo sobre individuos infectados pelo virus HIV. Os estimadores de méaxima
verossimilhanca sao dados por (o, 5) = (0.0775,0.0668)
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A Tabela 8 apresenta as estimativas pelo método da maxima verossimilhanca dos
parametros «, 8 e 1 assim como os itervalos de confianca obtidos na andlise dos dados dos
individuos portadores de HIV. Dos resultados da Tabela 8, pode-se notar que a fracao de
cura estimada pelo modelo Gompertz Defectivo é de aproximadamente 31,35% variando
no intervalo de 15,59% a 47,11%. J& a estimativa do estimador de Kaplan - Meier para
a fracao de cura é de aproximadamente 38%. Uma vez que as estivamtivas sao proximos,
concluimos que o modelo Gompertz Defectivo é apropriado para a descri¢cdo da sobrevida

dos pacientes portadores do HIV.

Tabela 8 — Estimadores de méaxima verossimilhanca para os dados de pacientes portadores

de HIV.
Parametro Estimativa Desvio Padrao Tipo Wald 95%
« 0.07747829 0.01221153 (0.05354413;0.1014124)
g 0.06680059  0.02081081 (0.02601214;0.1075890)
n 0.31353497  0.08040516 (0.15594375;0.4711262)

A Figura 18 illustra a curva de de Kaplan-Meier para a fun¢ao de sobrevivéncia
e a funcdo de sobrevida ajustada a partir do modelo paramétrico em relacdo aos tempo
de sobrevida dos pacientes portadores de HIV mostrando a boa qualidade de ajuste do

modelo Gompertz Defectivo.
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Figura 18 — Estimadores da fun¢do de sobrevida de Kaplan - Meier e ajustados pelo mo-
delo paramétrico Gompertz Defectivo assumindo o método da maxima veros-
similhanca.

5.2.2 Abordagem Bayesiana

Para a analise Bayesiana sem covariaveis foi utilizada uma priori Gamma nao
informativa. A Tabela 9 apresenta as estimativas Bayesianas dos parametros na qual
podemos ver uma grande proximidade das estimativas obtidas com as estimativas obtidas

pelo método da maxima verossimilhanca considerando a priori escolhida.
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Tabela 9 — Estimadores Bayesianos para os dados de pacientes portadores de HIV.

Parametro Estimativa FErro Padrao IC de 95%

a 0.0745 0.0125  (0.05198;0.1008)
3 0.0599 0.0224  (0.01423;0.1040)
n 0.2730 0.1005  (0.01989;0.4336)

5.2.3 Modelo na presenca de covariaveis para os portadores de HIV

O modelo de Gompertz na presenca de covariaveis é um modelo de tempo de vida
acelerado. Isto significa que a funcao das covariaveis tem efeito de acelerar ou desacelerar o
tempo de vida. Para a aplicacao do modelo de regressao baseado na distribuicao Gompertz

Defectiva consideramos as seguintes covariaveis:

e Idade dos pacientes participantes do estudo (z7), com classificagdo < 30 (z; = 0)

versus > 30 anos (z; = 1).

e Sexo dos pacientes (z2), com classificacao feminino (x5 = 0) versus masculino (zy =

1).
Assim, considerou-se o seguinte modelo de regressao:

Ina(x) = ap + @11 + @y + azriTy (5.4)

InB(x) = Bo + i1 + oz + B32172 (5.5)

Alguns casos especiais do modelo de regressao sao considerados por:

e Modelo 1: Modelo 1 considera apenas o efeito da idade (x;). Neste caso ag =0 e

B2 = 0.

e Modelo 2: Modelo 2 considera apenas o efeito do sexo (x2). Neste caso a3 = 0 e

pr=0.

e Modelo 3: Modelo 3 considera o efeito da idade e do sexo.

A tabela 10 traz as informacgoes da estimativa de maxima verossimilhanca referente

aos modelos dos dados dos portadores de HIV.
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Tabela 10 — Estimadores de Maxima conforme banco de dados dos individuos portadores
de HIV, modelo com covariaveis

Parametro Estimativa Erro Padrao Tipo Wald AIC
Modelo I EMV 95% 1IC
ap (intercepto) -7.0046 0.2983 (-7.592041, -6.414013)
a; (idade > 30 vs. < 30) -0.2211 0.3525 (-0.9104959, 0.4683569)
Bo (intercepto) -6.8969 0.4327 (-7.740577, -6.053252)
B (idade > 30 vs. < 30) -0.6237 0.6253 (-1.815263, 0.5679015)
no (fragdo de cura, idade > 30) 0.3622 0.4304 (-0.1798186 , 0.904182 )
m (fracdo de cura, idade < 30) 0.7015 0.2765 (0.1595523, 1.243553)
1544
Modelo 2
oy (intercepto) -2.9241 0.3743 (-3.6578, -2.1904)
s (género F vs M) 0.4740 181.458 (-0.3356, 1.2836 )
Bo (intercepto) -2.5628 0.6663 (-3.868759,-1.256848)
B2 (género F vs M) -0.1794 0.3743 (-1.6597, 1.3008 )
no (fragdo de cura, género F) 0.3195 0.6663 (-355.3335, 355.9725)
7 (fracdo de cura, género M) 14.03652 181.4589 (-341.6165, 369.6895)
711.6838
Modelo 3
aq (intercepto) -2.8230 0.4182 (-3.6427, -2.0033)
oy (idade > 30 vs. < 30) -0.2509 0.2743 (-0.9562, 0.4542)
ay (sexo F vs. M) 0.5694 0.7342 (-0.2372, 0.8379)
Bo (intercepto) -2.3470 0.7342 (-3.7861, -0.9079)
/1 (idade > 30 vs. < 30) -0.6375 0.4182 (-1.9080, 0.6330)
B2 (Sexo F vs. M) 0.0724 0.2743 (0.1369, 1.2121)
o 0.3003 0.7342 (-0.2372, 0.8379)
™ 0.6745 0.2743 (10.1369, 1.2121)
)2 0.000385 0.2743 (-0.5372, 0.5380)

714.7879

Apesar da Figura 19 aparentemente mostrar que o sexo feminino possui uma sobre-
vida maior do que a do sexo masculino, na andlise de maxima verossimilhanca, o intervalo
de confianca dos parametros do Modelo 2 contém o valor 0. Isto prevalece nos 3 modelos.
Portanto de acordo com estes dados, nao temos evidéncias suficientes para afirmar que

a idade ou o sexo influenciam no tempo de sobrevida de pacientes infectados pelo virus
HIV.

Sobrevida X Sexo

S0

Sexo T

o~
S 7| — Fem Kaplan Meier
- Masc Kaplan Meier
—— Fem Gompertz Defectiva
g _| —— Masc Gompertz Defectiva
T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Dias

Figura 19 — Grafico Estratificado por sexo nas estimativas paramétricas e nao paramé-
tricas. As curvas paramétricas sdo baseada no modelo 2, com parametros
estimados pela abordagem da méaxima.
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5.3 Conclusao

Os dados do tempo para um evento, incluindo uma proporcao de individuos que
sdo imunes ao evento de interesse, sao comuns, especialmente em estudos médicos. As
ferramentas bdsicas para andlise de sobrevivéncia geralmente consideram que a funcgao
de sobrevivéncia S(t) tende a zero a medida que o tempo t tende até o infinito, e essa
suposicao nao ¢é realista se individuos imunes estao presentes. O uso de modelos baseados
em distribuicoes defectivas é uma maneira adequada de analisar dados nesta situacao.
Desta forma, o modelo paramétrico baseado na distribuicdo modificada de Gompertz
permite a estimativa da fragdo de cura e permite a insercao de um vetor de covariaveis.
Além disso, o modelo pode ser facilmente implementado em programas computacionais
como SAS, R e OpenBUGS, conforme mostrado no Apéndice. Para ilustrar o uso do
modelo usamos um conjunto de dados reais de um estudo de cancer cervical e portadores

de HIV. Podemos notar que o modelo se adequou aos dados.
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A Coédigos em R

#Figura 7

#FDP GOMPERTZ IMPROPRIA
fdpgompertz <- function(i, alpha, beta){
alpha*exp(-beta*t)*exp(alpha/-beta*(1-exp(-beta*t)))
}
t <- seq(0.01, 3, by = 0.1)
pal<- 2
pa2<- 0.5
pad<- 2
pad<- 1.5
plot(t, fdpgompertz(t, pal, pa2), type = 'I’,bty="1",ylim=c(0,2), ylab="f(t)",
main=expression(paste("f(t), ",alpha,"= 0.2")),las=1)
lines(t,fdpgompertz(t, pa3, pad), type="1", pch=1, lty=1, col="red")
legend("topright', cex = 0.65,col=c("black","red"), Ity = 1,
legend= c(expression(beta == 0.5), expression(beta == 1.5)), bty = 'n’)

#FUNCAO DE SOBREVIDA GOMPERTZ IMPROPRIA
sgompertz <- function(t, alpha, beta){
exp(alpha/-beta*(1-exp(-beta*t)))
}
plot(t, sgompertz(t, pal, pa2), type = I’ bty="1",ylim=c(0,1), ylab="S(t)",
main=expression(paste("S(t), ",alpha,"= 0.2")),las=1) lines(t,sgompertz(t, pa3, pad), type="1",
pch=1, lty=1, col="red")
legend("topright", cex = 0.65,col=c("black",'red"), Ity = 1,
legend= c(expression(beta == 0.5), expression(beta == 1.5)), bty = 'n’)

#FUNCAO DE RISCO DA GOMPERTZ IMPROPRIA
hgompertz <- function(t, alpha, beta){
alpha*exp(-beta*t) }
plot(t, hgompertz(t, pal, pa2), type = "I’ bty="1",ylim=c(0,2), ylab="h(t)",
main=expression(paste("h(t), ",alpha,"= 0.2")),las=1) lines(t,hgompertz(t, pa3, pad), type="1",
pch=1, lty=1, col="red")
legend("topright', cex = 0.65,col=c("black","red"), Ity = 1,
legend= c(expression(beta == 0.5), expression(beta == 1.5)), bty = 'n’)

#Grafico de Kaplan Meier com os dados dos individuos portadores de HIV#

#lembrando que o banco de dados esta no link http:
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sobrevida.fiocruz.br /aidsclassico.html #chamando o banco de dados de ipec

#Gréfico de Kaplan-Meier Geral
require(survival)
attach(ipec)
Surv(tempo,status)
sobrev.km<-survfit( formula = Surv(tempo, status) 1,conf.type="plain")
summary(sobrev.km)
plot(sobrev.km, conf.int = F, xlab = "Tempo (Dias)", ylab = "S(t)",

main="Gréfico de Kaplan e Meier")

#Estimando os Parametros da Gompertz
ekm<-survfit(Surv(tempo,status) 1)
time<-ekm$time
log.f <- function(parms){
alpha <- parms1]
beta <- parms[2]
if (parms|[1]<0) return(-Inf)
if (parms[2]<0) return(-Inf)

St <- exp(-alpha/beta*(1-exp(-beta*tempo)))
ht <- alpha*exp(-beta*tempo)

like <- St * htStatus

L <- sum(log(like))

if (is.na(L)==TRUE) {return(-Inf)}

else {return(L)} }

library (maxLik)

mle <- maxLik(logLik=log.f start=c(.06,.06))
summary(mle)

alpha<-mle$estimate[1]
beta<-mle$estimate|2]

stgompertz <- exp(-alpha/beta*(1-exp(-beta*time)))

#Grafico de Kaplan-Meier ajustado com a Gompertz Defectiva
plot(sobrev.km, conf.int = F, xlab = "Tempo (Dias)", ylab = "S(t)",
main="Gréafico de Kaplan e Meier")

lines(c(0,time),c(1,stgompertz),lty=2,col="magenta")

#Grafico Kaplan Meier com estrato do sexo
survaids <- survfit(Surv(tempo, status) sexo, data = ipec)
survaids
summary (survaids)

plot(survaids, conf.int = F, main=("Sobrevida X Sexo"),
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xlab = "Dias", ylab = "S(t)", mark.time = F, lty = ¢(1, 2))
legend( x = "bottomleft", legend = ¢("Fem", "Masc"),
Ity = ¢(1, 2), title = "Sexo", bty = "n")

#Gréfico de Contorno
logLDp<-function(x,d,alpha,beta){
a0<-log(alpha)*sum(d)
b0<-alpha/beta*sum(1-exp(-beta*x))
c0<-beta*sum(d*x)
lofLDp<-a0-b0-c0 }
xth<-seq(0.001,0.15,0.001)
xmu<-seq(0.00001,0.15,0.001)
mat<-matrix(NA nrow=length(xth), ncol=length(xmu))
for (i in 1:length(xth)){
for (j in 1:length(xmu)){
mat[i,j] <- logLDp(t,d,xth[i],xmulj]) }}
a<-mle$estimate[1]
b<-mleSestimate|2]
filled.contour(xth,xmu,mat, color = cm.colors,ylim=c(0,0.15),
plot.title=title(main="Log-Verossimilhanga", xlab=expression(alpha),
ylab=expression(beta)), plot.axes=axis(1,seq(0,0.15,by=0.01))
axis(2,seq(0,0.15,by=0.01))
thMLE<-a
muMLE<-b
points(thMLE, muMLE,pch=19,col="red")
lines(c(thMLE,thMLE), ¢(0,muMLE), lty="dashed",col="red")
lines(c(0,thMLE), ¢(muMLE muMLE), lty="dashed",col="red")
text(0.07747832,0.01,"0.07747832", col="red")
text(0.06680065,0.01,"0.06680065", col="red")
|2
key.title=title(main="log L"),
key.axes=axis(4,seq (-540, max(mat),by=10)))

# Grafico - Curvas de sobrevivencia por idade
idade40<-ifelse(idade>40,1,0)
idade40
table(idade40)
ipec$idaded0 = ifelse(idade>40,1,0)
head(ipec)
ipec

attach(ipec)
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survaidade40 <- survfit(Surv(tempo,

status) idade40, data = ipec)

survaidade40

summary (survaidade40)

plot(survaidade40, conf.int = F, main=("Idade>40 ou <= 40 anos"),
xlab = "Dias", ylab = "S(t)", mark.time = F, Ity = ¢(1, 2))
legend( x = "bottomleft", legend = c("Idade > 40 anos', "Idade <= 40 anos"),
Ity = ¢(1,2), title = "Idade", bty = "n")

Estudo de Simulagao para o = 3
rMGompertz<-function(n=50,beta=0.1)
eta<-exp(-beta/beta)

m<-rbinom(n,prob=1-eta,size=1)

u<-runif(n,0,1-eta)

y0<- -(1/beta)*log(1+(beta/beta)*log(1-u))
t0<-ifelse(m,y0,Inf)

maxti<-max(y0*m)

w<-runif(n,0,maxti)

t<-pmin(t0,w)

d<-as.numeric(t0<w)

dados<-data.frame(t,d)

return(dados)

a<-rMGompertz()

a

#Estudo de Simulagao para o ~ (8
Funcao para calcular os estimadores de maxima-verossimilhanca
rm(list=Is())

Importando o Banco de Dados
library(maxLik)

rMGompertz <- function(n,alpha,beta)
eta <- exp(-alpha/beta)

m <- rbinom(n,prob=1-eta,size=1)

u <- runif(n,0,1-eta)

y0 <- -(1/beta)*log(1+beta/alpha*log(1-u))
t0 <- ifelse(m,y0,Inf)

maxti <- max(y0*m)

w <- runif(n,0,maxti)

t <- pmin(t0,w)

d <- as.numeric(t0<w)

dados <- data.frame(t,d)
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return(dados)

log.f <- function(parms)

alpha <- parms][1]

beta <- parms[2]

if (parms[1]<0) return(-Inf)

if (parms[2]<0) return(-Inf)

St <- exp(-alpha/beta*(1-exp(-beta*t)))

ht <- alpha*exp(-beta*t)

like <- St ht*

L <- sum(log(like))

if (is.na(L)==TRUE) return(-Inf)

else return(L)

library(maxLik)

mle <- maxLik(logLik=log.f,start=c(.06,.06))
summary(mle)
maxveros<-function(t,d,alpha,beta)
mle<-maxLik(logLik=log.f,start=c(alpha,beta))
a<-amp<-cob<-liminf<-limsup<-rep(NA,3)
eta<-exp(-alpha/beta)

a[l]<-mle$estimate[1]

a[2]<-mleSestimate[2]

a[3]<-exp(-a[l]/a[2])

S<-matrix(NA,2,2)

sa<-vcov(mle)

S[1,1] <- sa[l,1]
S[1,2] <- sa[l,2]
S[2,1] <- sa[2,1]
S[2,2] <- sa[2,2]
derl <- -a[3]/a[2]
der2 <- a[3]*a[l]/(a[2]*a[2])

vard <- derl*(der1*S[1,1]+der2*S[2,1]) + der2*(der1*S[1,2]+der2*S[2,2|)
liminf[1]<-a[1] - 1.96%sqrt(S[1,1])

limsup[1]<-a[l] 4+ 1.96*sqrt(S[1,1])

liminf[2]<-a[2] - 1.96%sqrt(S[2,2])

limsup[2]<-a[2] + 1.96%sqrt(S[2,2])

liminf[3]<-a[3] - 1.96*sqrt(var3)

limsup[3]<-a[3] + 1.96*sqrt(var3)

amp[1l]<-limsup[1] - liminf[1]

amp|[2]<-limsup[2] - liminf][2]
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amp|3]<-limsup[3] - liminf[3]

[1] <- ifelse(alpha>liminf[1] alpha<limsup[1],1,0)
cob[2] <- ifelse(beta>liminf[2] beta<limsup|2],1,0)
cob[3] <- ifelse(eta>liminf[3] eta<=limsup|[3],1,0)

cob

dados <- data.frame(a,liminf limsup,amp,cob)
return(dados)

Fixando os valores nominais

alpha<- 0.2

beta <- 0.201

eta <- exp(-alpha/beta)

Tamanho da amostra

n<- 200

Numero de simulacoes

B<-5000

#Criando os vetores para os resultados da simulagao#
a.mv.cob<-b.mv.cob<-p.mv.cob<-a.amplt.mv<-b.amplt.mv<-a.mv<-b.mv<-p.mv<-p.amplt. mv<-
rep(NA,B)

for(k in 1:B)

dados<-rMGompertz(n,alpha,beta)

t<-dados],1]

d<-dados|[,2]

Estimadores de maximo-verossimilhanca
mv.res<-maxveros(t,d,alpha,beta)
a.mv[k] <- mv.res|[1,1]
b.mv[k] <- mv.res[2,1]
p.mv[k] <- mv.res[3,1]
a.mv.cob[k] <- mv.res[1,5]
b.mv.cob[k] <- mv.res[2,5]
p.mv.cob[k] <- mv.res[3,5]
a.amplt.mv[k] <- mv.res[1,4]
b.amplt.mv[k] <- mv.res[24]
p.amplt.mv[k] <- mv.res|3,4]
Probabilidade de Cobertura
mean(a.mv.cob,na.rm="T)
mean(b.mv.cob,na.rm=T)
mean(p.mv.cob,na.rm=T)

Amplitude (médias)
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mean(a.amplt.mv,na.rm="T)
mean(b.amplt.mv,na.rm="T)
mean(p.amplt.mv,na.rm="T)

Bias

a.bias <- mean(a.mv-alpha)

b.bias <- mean(b.mv-beta)

p.bias <- mean(p.mv-eta)

Erro quadratico médio

a.MSE <- sum((a.mv-alpha)*(a.mv-alpha))/B
b.MSE <- sum((b.mv-beta)*(b.mv-beta))/B
p-MSE <- sum((p.mv-eta)*(p.mv-eta))/B
a.bias

b.bias

p.bias

a.MSE

b.MSE

p-MSE
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