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Resumo. Choques entre vagões durante o deslocamento de uma locomotiva é um exemplo de como vibrações podem fazer com que 

sistemas mecânicos operem de maneira indesejada. Neste trabalho, métodos de planificação de trajetórias visando a eliminação de 

oscilações para sistemas compostos por um número finito de modos vibrantes são apresentados. Em um primeiro momento, são 

determinadas as condições de controlabilidade dos sistemas em estudo. Em seguida, propõe-se um algoritmo de planificação de 

trajetórias e se adicionam etapas de otimização com o intuito de reduzir o consumo do controle e a magnitude das oscilações. Por 

fim, simulações numéricas e experimentos são conduzidos afim de verificar a exequibilidade e eficiência dos métodos propostos. 
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1. Introdução 

  

Um problema recorrente em diversos campos da engenharia (industrial, civil, aeroespacial, militar, etc) é a presença 

de vibrações em sistemas mecânicos. Quando estas vibrações atingem determinadas freqüências e amplitudes, ou duram 

muito tempo, podem ocasionar a disfunção ou até mesmo a deterioração dos equipamentos pelos quais estes sistemas 

são formados (THOMSON, 1973).  

O foco deste trabalho será o estudo de sistemas mecânicos compostos por um número finito de modos vibrantes 

excitados por entradas externas, como gruas portuárias, satélites e trens. Para estes sistemas, vibrações residuais devem 

ser evitadas a fim de impedir que choques ou forças excessivas provoquem o mau funcionamento do equipamento. 

Os métodos comumente apresentados na literatura (PETIT; ROUCHON, 2013; ZANDI, 2011; FRIEDLAND, 2005; 

LAROCHE, 2004-2005; MARTIN, 1999) para a planificação de trajetórias de sistemas não levam em conta a 

eliminação de vibrações residuais, sendo dedicados principalmente a estabilizar o sistema em torno de uma trajetória 

pré-definida e a conduzir o sistema de um ponto inicial a um ponto final (por exemplo, o método das saídas de 

Brunovský e o método da equação de Riccati para o problema de controle entre dois pontos, respectivamente – ambos 

apresentados Petit e Rouchon (2013)). 

O trabalho desenvolvido por Gilz (2013) fornece um primeiro método para a planificação de trajetórias sem 

vibrações residuais ao final do percurso de sistemas a modos não acoplados. Um resumo deste método será apresentado 

neste trabalho e servirá como base para o desenvolvimento da estratégia de planificação para sistemas a modos 

vibrantes acoplados.  

O objetivo deste artigo é de propor dois métodos de planificação de trajetórias para sistemas caracterizados por um 

número finito de modos vibrantes: um método voltado para o caso de sistemas a modos não acoplados e outro para 

sistemas a modos acoplados. Em ambos os casos, a trajetória resultante deve deslocar o sistema entre dois pontos 

estacionários dados, de forma a não provocar vibrações residuais ao fim do percurso. 

Em um primeiro momento, será apresentado um método de planificação de trajetórias que pode ser aplicado a 

sistemas contendo modos vibrantes fisicamente não acoplados, que neste artigo serão representados de maneira genérica 

por um conjunto de pêndulos amortecidos movimentados por um carro motorizado. Para este primeiro método, 

resultados obtidos por meio de experiências práticas baseadas no deslocamento de estruturas compostas por um número 

finito de graus de liberdade sobre um carro motorizado serão utilizados para o estudo da exeqüibilidade e do 

funcionamento da estratégia proposta. 

Em seguida, baseando-se nos primeiros desenvolvimentos realizados para sistemas contendo modos desacoplados, 

um método específico será proposto para a planificação de trajetórias para o movimento longitudinal de trens, 

permitindo a determinação de um percurso a ser realizado de forma a transferir o conjunto de vagões que compõe o 

trem de uma posição a outra em tempo finito sem que existam vibrações remanescentes entre vagões após a realização 

deste deslocamento. Por fim, simulações numéricas do comportamento da dinâmica longitudinal dos vagões sob 

influência de trajetórias geradas a partir da estratégia proposta serão apresentadas e permitirão a análise do desempenho 

da técnica em questão. 

 

2. Sistemas compostos de um número finito de modos vibrantes acoplados 

 

2.1. Modelo 

 

A Fig. (1) apresenta o sistema que se deseja estudar, um conjunto de n pêndulos independentes ligados a um mesmo 

carro motorizado rígido. Este é um caso particular de um sistema composto por n subsistemas do tipo massa-mola-

amortecedor independentes para os quais os termos forçantes de cada subsistema são equivalentes. 
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Figura 1 - Sistema n-pêndulos-carro 

 

Matematicamente, um sistema genérico do tipo massa-mola-amortecedor pode ser modelado pela Eq. (1): 

 

 

 

 

 

 

(1) 

 

 

 

 

 

 

 

onde mi, ci e ki são respectivamente a massa, o coeficiente de dissipação e o coeficiente de rigidez do modo i, p(t) é 

o deslocamento do carro, dp/dt(t) é a velocidade de deslocamento do carro, a(t) é a aceleração do carro, θi(t) o 

deslocamento angular do modo i e dθi/dt(t) a velocidade angular do modo i.  

O estado do sistema acima é dado pela Eq. (2): 

 

(2) 

 

O problema se resume a determinar uma lei horária que transfira o sistema do repouso, definido pela Eq. (3), ao 

estado final dado pela Eq. (4):  

 

(3) 

 

(4) 

 

2.2. Controlabilidade 

 

Antes de se buscar desenvolver um método para planificação de trajetórias para o sistema em estudo, devem-se 

determinar as condições necessárias para que sua controlabilidade seja garantida. 

Utilizando-se uma representação sob forma de espaço de estados e para o sistema representado pelas Eq. (1) e 

fazendo-se o estudo do posto de sua matriz de controlabilidade, é possível demonstrar que o mesmo é controlável se, e 

somente se, todos os autovalores da matriz dinâmica do sistema são distintos entre si. 

 

2.3. Método de planificação proposto 

 

Particularmente, o sistema representado pela Fig. (1) pode ser descrito pelas Eq. (5): 

 

 

 

(5) 
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onde li é o comprimento do pêndulo i, g é a aceleração da gravidade local e x é o deslocamento do carro medido em 

um referencial inercial (xT é o deslocamento para o tempo final t=T). 

As condições de deslocamento do sistema e ausência de oscilações implicam 8 restrições para cada um dos graus de 

liberdade, dadas pelas Eq. (6): 

 

 

(6) 

 

 

 

Além disso, como a entrada do sistema é a mesma para todos os graus de liberdade, as Eq. (7) também devem ser 

satisfeitas: 

 

 

 

(7) 

 

 

 

 

 

Para cada grau de liberdade, deseja-se utilizar um polinômio para representar a trajetória a ser realizada, como 

indica a Eq. (8): 

 

 

(8) 

 

 

Para que se possa determinar o grau dos polinômios associados a cada grau de liberdade, a seguinte análise é feita:  

 

 Para cada modo deve-se ter ao menos um polinômio do sétimo grau para poder atender as oito restrições 

indicadas em Eq. (6); 

 Isso produz 8n equações a serem respeitadas segundo a Eq. (5) e 8(n-1) outras equações segundo a Eq. (7); 

 Cada vez que se aumenta de p o grau de cada polinômio, o número total de variáveis a serem determinadas se 

torna n(8+p) e o número de equações se torna 8n+8(n-1)+p(n-1); 

 O número de variáveis deve ser pelo menos igual ao número de equações para que os coeficientes possam ser 

determinados. Admitindo-se a igualdade, obtém-se p=8n-8 e, deste modo, o número de variáveis relacionadas a 

cada polinômio é 8+p=8n. 

 

Uma vez estabelecidos o grau dos polinômios e o número total de equações, podem-se definir as seguintes matrizes: 

 

 

 

 

 

 

 

(9) 
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(10) 

 

 

 

 

 

 

 

 

onde: 

  

(11) 

 

Definem-se ainda os coeficientes     do polinômio que define e os seguintes vetores: 

 

 

(12) 

 

 

(13) 

 

Com isto, é possível escrever o sistema de equações lineares a ser resolvido, cuja solução fornece os coeficientes dos 

polinômios que definem as trajetórias planificadas para cada grau de liberdade: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(14) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3. Experiências e resultados 

 

Experiências foram conduzidas com o objetivo de verificar a aplicabilidade e o bom funcionamento do método 

proposto para evitar oscilações ao fim do deslocamento de estruturas compostas por um número finito de modos 

vibrantes. Para tanto, hastes cilíndricas em latão, placas de madeira, pequenos pedaços de plástico e cola epóxi foram 

utilizados para produzir sistemas mecânicos que seriam acoplados a um carro motorizado se deslocando sobre um trilho 

(Gilz (2013) dá mais detalhes sobre as especificações dos materiais utilizados e a montagem). 

Em geral, foi possível notar que as oscilações residuais constatadas ao fim do percurso das trajetórias planificadas 

eram inferiores às amplitudes referentes às oscilações constatadas para trajetórias arbitrárias. A existência dessas 

oscilações residuais foi devida principalmente ao fato de que o carro motorizado não era capaz de executar com 
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perfeição os movimentos solicitados, uma vez que a trajetória era dividida em 32 sub-trajetórias de aceleração 

constante, havendo assim uma diferença entre a trajetória efetivamente realizada e aquela idealizada para a solução do 

problema. 

No entanto, mesmo em se utilizando uma trajetória um pouco diferente da que fora planificada, as oscilações 

residuais constatadas para estas trajetórias foram visivelmente inferiores às oscilações provocadas por movimentos 

arbitrários, o que indica a aplicabilidade e eficiência do método proposto. 

 

3. Sistemas compostos de um número finito de modos vibrantes desacoplados 

 

3.1 Modelo 

 

A Fig. (2) ilustra o modelo proposto para a dinâmica longitudinal de trens, baseado nos modelos comumente 

adotados na literatura (IWNICKI, 2006; BARBOSA, 1993; TODESCO, 2011; GAO et al., 2013). 

 

 
Figura 2 - Modelo adotado para o movimento longitudinal do trem 

 

Admitindo-se as hipóteses de modelo unidimensional, percurso retilíneo, resistências ao rolamento e aerodinâmica 

participando como perturbações externas e motorização apenas no primeiro vagão, obtêm-se as Eq. (15) para a 

dinâmica simplificada de um sistema de N vagões: 

 

 

 

(15) 

 

 

 

 

onde: 

 

 u1 é a força motriz do primeiro vagão; 

 ki(xi+1-xi) e ki-1(xi-1-xi) são forças elásticas respectivamente caracterizadas pelos coeficientes de mola ki e ki-1 e 

pelos deslocamentos relativos entre vagões vizinhos; 

 di( i+1- i) e di-1( i-1- i) são forças de dissipação respectivamente caracterizadas pelos coeficientes de dissipação 

di e di-1 e pelas velocidades relativas entre vagões vizinhos; 

 mi é a massa do vagão i.  

 

3.2 Controlabilidade 

 

Para possibilitar o estudo da controlabilidade do sistema, a representação sob forma de espaço de estados dada pela 

Eq. (16) é utilizada: 

 

(16) 

 

Analisando-se a matriz de controlabilidade do sistema em questão, é possível verificar que sua controlabilidade não 

depende dos autovalores da matriz de dinâmica A (diferentemente do caso de sistemas cujos modos vibrantes são 

desacoplados), mas de outras relações algébricas entre os parâmetros físicos do mesmo. Constata-se ainda que, quando 

estas relações são satisfeitas, os valores admitidos pelos parâmetros do sistema são destoantes dos que normalmente são 

empregados nos modelos físicos reais. Por exemplo, quando N=3, demonstra-se que o sistema é controlável se a 

seguinte inequação for válida: 

 

(17) 
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Assim, analisando a ordem de grandeza dos termos da inequação anterior, obtém-se: 

 

 (18) 

 

Uma configuração que não respeite a inequação (18) é muito incomum para sistemas físicos com modos vibrantes 

acoplados, uma vez que os coeficientes de dissipação geralmente assumem valores muito baixos em relação aos 

parâmetros de inércia e rigidez (segundo (BARBOSA, 1993), os coeficientes de dissipação são da ordem de 10
4 

N.s/m, 

enquanto que as massas e os coeficientes elásticos são da ordem de 10
5
 kg e 10

7
 N/m respectivamente). Isto indica que a 

inequação (18) é geralmente respeitada e que configurações comumente encontradas para os trens resultam em sistemas 

dinâmicos controláveis. 

 

3.3 Método de planificação proposto 

 

O método de planificação desenvolvido a seguir é baseado na representação da evolução temporal dos estados por 

meio da matriz de transição de estados do sistema. Nesta representação, a convolução entre a matriz de transição e a 

força atuante sobre o primeiro vagão são associados a constantes numéricas. Estas constantes fazem parte da descrição 

do perfil da entrada do sistema, que permite a determinação da trajetória que satisfaz as condições de deslocamentos, 

velocidades e eliminação de oscilações impostas. 

Primeiramente, define-se a matriz de transição: 

 

(19) 

 

Para qualquer tempo t, o estado do sistema pode ser determinado com auxílio desta matriz pela Eq. (20): 

 

 

(20) 

 

A força motriz u1(t) será descrita da seguinte forma: 

 

 

(21) 

 

 

onde f(t) é a função apresentada na Fig. (3): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3 - Função f(t) 

 

A ideia é representar u1(t) como uma série de Fourier truncada multiplicada por uma função contínua f(t), que é 

nula e possui derivadas de todas as ordens nulas para os tempos iniciais e finais t=0 e t=T (o que evita a presença de 

oscilações após a realização da trajetória desejada) e que vale 1 para tempos entre t=Tint e t=T-Tint. 

Esta representação de u1(t) pode ser reformulada, obtendo-se: 

 

(22) 

 

 

Com esta outra representação de u1(t), o termo de convolução da Eq. (20) pode ser decomposto da seguinte 

maneira:  

 

(23) 
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e a Eq. (20) pode ser reescrita como segue: 

 

(24) 

 

onde  

 

(25) 

 

e cada coluna i da matriz Q é dada por: 

 

 

(26) 

 

 

A partir do calculo da matriz Q, resolve-se o sistema de equações lineares dado pela Eq. (24) e se determinam os 

coeficientes que descrevem u1(t), solução do problema de planificação. 

Se o sistema de equações descrito em Eq. (24) possuir um número de variáveis maior do que o número de equações, 

infinitas soluções são possíveis. Esta condição pode ser alcançada em se utilizando um número de termos na série de 

Fourier que descreve u1(t) maior do que duas vezes o número de vagões (M > 2N). Neste caso, é possível definir uma 

função objetivo a ser minimizada em função dos parâmetros a0,…,aM-1 que caracterizam u1(t). 

Com o intuito de reduzir o consumo de energia provocado pela força aplicada no deslocamento dos vagões e a 

magnitude dos choques entre vagões durante o percurso da trajetória planificada, uma etapa de otimização será 

adicionada ao método de planificação proposto. O critério de minimização relacionado ao consumo de energia da 

engendrado pela força motriz é dado pela Eq. (27) e o critério referente aos choques é dado pela Eq. (28). 

 

 

(27) 

 

 

(28) 

 

onde  

 

(29) 

 

e Ĩ é uma matriz com uma estrutura similar à da matriz identidade de tamanho 2N com as duas primeiras entradas 

da diagonal principal nulas. 

Esses critérios podem ser reescritos em função dos parâmetros a0,…,aM-1, dando lugares à matrizes definidas 

positivas R e S:  

 

(30) 

 

 

(31) 

 

Por fim, deve-se levar em conta que o modelo adotado considera u1(t) como uma força de tração. Isto implica que 

esta função deve ser sempre maior ou igual a zero. Uma maneira de obrigar a função a ser não-negativa é impor que seu 

valor calculado em alguns instantes t1≤i≤p deve ser maior ou igual a zero. Sendo assim, para cada ti, uma restrição é 

imposta. Estas restrições podem ser formuladas da seguinte maneira: 

 

(31) 

 

Estas últimas restrições podem ser reescritas sob a forma de um sistema de inequações . Sendo assim, o 

problema completo de planificação de trajetórias pode-se escrever como: 

 
 

 

(32) 
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3.4 Simulação numérica e resultados 

 

Para ilustrar a aplicação e estudar as propriedades método proposto, um exemplo numérico é apresentado e 

resolvido a seguir. Os parâmetros utilizados para este exemplo (número de vagões, massas, coeficientes elásticos e de 

dissipação) foram baseados nos valores apresentados por Barbosa (1993): 

 

 N=10 (dez vagões); 

 t1=0 e T=t2N+1=120 [s]; 

 Posição inicial: 0; Posição final: 150 [m]; 

 Velocidade inicial: 0; Velocidade final: 18 [km/h]; 

 m1=108000, m2=110670, m3=113330, m4=116000, m5=118670, m6=121330, m7=124000, m8=126670, 

m9=129330, m10=132000 [kg]; 

 k1=1.2600, k2=1.2075, k3=1.1550, k4=1.1025, k5=1.0500,  k6=0.9975, k7=0.9450, k8=0.8925, k9=0.8400 [x10
7
 

N/m]; 

 d1=72000, d2=74000, d3=76000, d4=78000, d5=80000, d6=82000, d7=84000, d8=86000, d9=88000 [N.s/m]; 

 M (número de termos da série de Fourier): 60. 

 

Este cenário foi simulado por meio de rotinas numéricas do software Matlab. Os deslocamentos, velocidades, 

potência necessária e forças internas entre vagões são apresentadas em Fig. (4), Fig. (5) e Fig. (6). 

Observando-se a Fig. (4), verifica-se que o sistema partiu do repouso até a posição e velocidade desejadas dentro do 

tempo solicitado (todos os vagões deslocaram-se de 150 m e atingiram 18 km/h em um intervalo de 120 s). Além disso, 

não são constatadas oscilações residuais, tanto para o gráfico do deslocamento, quanto para o gráfico da velocidade. 

Conclui-se, assim, que o método permite a resolução do problema enunciado de planificação de trajetórias. 

As Fig. (5) e (6) mostram que a força e a potência obtidas apresentam variações rápidas entre os valores máximos e 

mínimos, o que é causado pelo fato de que a condição de não-negatividade da força motriz é imposta de maneira 

discreta. Isto sugere um estudo mais aprofundado de como impor esta condição de maneira contínua, com o intuito de 

obter perfis de força e potência mais lisos, com picos e vales mais suaves. 

 

 
Figura 4 - Deslocamentos e velocidades dos vagões 

 



9 

 

 

 
Figura 5 - Força planificada 

 

 

 

 
Figura 6 - Potência necessária e forças internas entre vagões consecutivos 
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4. Conclusão 

 

Tanto para sistemas compostos por modos desacoplados, quanto para sistemas a modos acoplados, foi possível 

estabelecer métodos de planificação diretos, de fácil implementação computacional e baixo custo numérico, capazes de 

atender os requisitos de deslocamento do sistema do repouso a um estado dado com eliminação de oscilações residuais. 

Além disso, para o caso de modos acoplados, uma etapa de otimização permitiu a minimização do consumo de energia 

engendrado pela força motriz atuante sobre o primeiro vagão e a redução da magnitude das oscilações durante o 

percurso da trajetória planificada. Neste caso também foi possível incluir um conjunto de restrições que permitiram a 

imposição da não-negatividade da força motriz, não havendo dispensa de energia com a frenagem dos vagões.  
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Abstract. Shocks between wagons during the displacement of a locomotive are an example of how vibrations can make mechanical 

systems cease to function optimally. In this report, trajectory planning methods aiming the elimination of oscillations for systems 

composed by a finite number of vibrational modes are presented. Firstly, conditions guaranteeing the studied systems controllability 

are determined. Then, a trajectory planning algorithm is proposed and optimization steps are added in order to reduce the 

consumption and the magnitude of oscillations. Finally, numerical simulations and experiments are conducted in order to assess the 

proposed methods practicability and efficiency. 
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