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SUR UNE FORME GENERALE

DES

| EQUATIONS DE LA DY\IAMIQUE

Pa,r M. Paul APPELL

—ED ) r——

. INTRODUCTION.

- 1l faut tout d’abord prendre ici le mot dynamique dans son
sens ancien, dans le sens de Galilée, de Newton, de Lagrange de
d’Alembert, de Carnot, de Lavoisier, de Mayer.

« Peut-étre, dit H. Poincaré dans son livre : La valeur de la..
Science (p. 231), devrons-nous construire toute une mécanique
nouvelle que nous ne faisons qu’entrevoir, od, P'inertie croissant avec
la vitesse, la vitesse de la lumiére deviendrait un obstacle infranchis-
sable. La mécanique Vlllgaire, plus simple, resterait ume premiére
approximation puisiqu’elle serait vraie pour les vitesses qui ne seraient
pas trés grandes, de sorte qu ‘on relrouverait encore I'ancienne dyna-
m1que sous la nouvelle. Nousn’ aurmns pas aregretter d’avoir ‘cru aux
|prm(:1pes et méme, comme les vitesses trop grandes pour les an-
ciennes formules ne seraient jamais qu exceptmnnelles, le plus str
dans la pratique serait encore de faire comme si 'on continuait & y
croire. Ils sont si utiles qu'il faudrait leur conserver une place. Vou-
loir les exclure tout a fait, ce serait se priver d'une arme précieuse.
- Je me hite de dire, pour terminer, que nous n’en sommes pas la, et
que rien ne prouve qu’ils ne sortlront pas de Ia wvictorieux. et
ntacts. » . o

Les équations que nous avons en vue se rapporient donc a la
mécanique classique d’aujourd’hui; elles s’appliquent, comme on le
Yérra, quelle que soit la nature des liaisons,” pourvu que les liaisons
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2 . ‘ PAUL APPELL.
solent réalisées de telle fagon que l'équation générale de la dyna-
mique soit exacte.

On verra quc pour obtenir ces equauons nous sommes obh s de
calculer l’energw d’accelerat1ons du sy stéme S=- E m J, c'est-a-

dire d’aller au second ordre de dérivation par rapport. au temps. S1
Pon veul s’én tenir au premier ordre de dérivation, comme Lagrange,
on est conduit & des éqmtions assez compliquées qui généralisent
“celles de, Lagmnoe (37), qu'on a appelées équations de Lagrange-
Euler : cette méthode a été emdlce d’abord par Volterra en 18,3
(38 et 39); on pourra aussi consulter des mémoires de Tzénoff (46)
et de Hamel (47). Nous donnerons des apphcatlonb a des questions
de mécanique rationnelle. Mais nous espérons 'que ces équations
pourront aussi étre utilisées par les phys‘iuciens dans des cas ou les-
équamons de Lagrange et les équations canoniques d’Hamilton qui
s'en déduisent ne sont plus applicables.
¢ Le mathématicien, d’aprés H. Poincaré, ne doit pas étre pour le
-ph) sicien un simple fourmsseur de formules: il faut qu’il y ait entre
eux une collaboration plus intime. » .
Dans cet ordre d’idées il est important de rappelcr que M. Edouard
) Gu1llaume, de Berne, a appliqué les equatxons générales que nous
allons developper a différentes théorics physiques (23 et 24).
Je suis d’accord avec Mach (Paris, librairie [Hermann, 1go4, tra-
daction Emile Bertrand, avec une préface dEmlle Picard) quand il
dlL (p- 465) qu’il n’existe pas de phcnombne purement mécanique et
. que tout phcnomene appartient a toutes les branches de la Physique.
« L’opinion qui fait de la mécanique, ajoute-t-il, la base fondamentale
- de toutes les autres branches. de la plly51qm,, et suivant laquelle tous
- les phenomenes physuques doivent recevoir une exphcatlon méca-
riique, est, selon nous, un préjugé. » Mais il faut chercher a expliquer
mﬁcamquement le plus de phénoménes phySLques pOSSIble, quitte,
comme on 'a fait jusqu’ici, 4 faire ensuite rentrer ces phénoménes
. dans la mécanique rationnelle et, & cet égard, la forme générale qlie
nous donnons aux ¢quations embrasse plus de cas que la forme due a
Lagrange qui suppose que les liaisons peuvent s'exprimer en termes
finis, ¢ est—a—du'e, d’aprés la termmologle employée par Hertz, que les
systémes considérés sont holonomes. Or nous ne savons rien des liai-
sons réahsees dans l'univers : « ¢'est, d1t H. Poincaré, une machine
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beaucoup plus compliquée que toutes celles de. Vindustrie et dont °
- presque toutes les parties nous sont profondement cachées ». D’aprés
le mathématicien anglais Larmor, c’est le principe de la moindre
action qui parait devoir subsister le plus longtemps. La forme géné-
rale que je vais exposer se rattache au contraire au principe de la
moindre contrainte de Gauss (1,2, 3, 4, 5, 43), dont Mach parle
aux pages 343 ct suivantes de lOuvrage cité. Il dit notamment :

« Les exemples que nous venons de traiter montrent que ce théoréme
n ‘apporte pas de concepuon essentiellement nouvelle.... Les équa-
tions du mouvementl seront les mémes (que par l’apphcatlon directe
de I’ equatmn générale de la dynamique résultant de la combinaison
du principe de d’ Alembert et de’équation du travail virtuel), comme
on le voit d’ailleurs en traitant les. mémes problémes par le théoréme
de d’Alembert, puis par celui de Gauss. » . ‘ . ]

Je pense que la valeur du principe de Gauss se trouve précisément
dans cette 1dentité.

I’opinion de Mach est dailleurs celle de Gauss lui- méme, qui dit
en exposant son théoréme dans le Tome IV du Journal de Crelle : .

« Le print:ipe des vitesses virtuelles transforme, comme qn sait, tout
“probléme de statique en une question de mathématiques pures, et, par
" le principe de d’Alembert, la dynamique est, & son tour, ramenée a
la statique. Il résulte de la qu’aucun principe fondamental de I'équi-
libre et du mouvement ne peut étre essentiellement distinct de ceux
que nous venons de citer et.que 'on pourra Loujours quel qu’il soit,
le regarder comme leur conséquence plus ou nioins immédiate.
Co» On ne doit pas en conclure que tout théoréme nouveau soit, pour
cela, sans mérite. [l sera, aun contralre, toujours intéressant et Ins-
tractif d’étudier les lois de la nature sous un nouveau point de vue,
soit que U'on parvienne ainsi & traiter plus simplement telle ou telle
quesuon particuliére ou que Pon obtienne seulement une plus grande
précision dans les énoncés.

» Le grand géométre, qul a si brillamment fait reposer la science . .

du mouvement sur le principe des vitesses virtuelles, n’a pas dédaigné
de perfectionner et de généraliser le principe de Maupertuis, relatif
a la moindre action, et l'on sait que. ce principe est employé souvent
‘par les géométres d’une maniére trés avanlageuse. »

Le grand géométre,; dont parle Gauss, est Lagrange. On trouvera
les travaux de Lagrange sur le principe de la moindre action ala



o

i o . PAUL APPELL

) page 281 du prenner volume de la tr01s1eme édition dela _Mecamque
analytigue, revue, corrigée et annotée par J. Bertrand (Mallet—-
Bachelier, 1853). " |

Parmi les appllcatlons des equauons générales, je d01s citer celles
que M. Henr: Beghin vient d’en falre aux compas gyrostatiques

Anschiitz et Sperr), dans une Thése présentée en novembre 1922 &
la Tacalte des Smences de Paris (29)

x

-

I — NATURE_ DES LIAISONS.

1. Systémes essentiellement holonomes ou essentiellement non ho-
lonomes; ordre d’un systéme non holonc_)nie.‘ — Imaginons un sys-
téme matériel, & k degrés de liberté, formé de n points de masse m,
(p=1 2, .. . n) ayant pour coordonnées rectangulaires zy,, ¥y, 3
dans un triédre d’axes orientés, animés, par rapport aux axes consi-
dérés comme fixes dans la mécanique classique, d’un mouvement de
translation rectiligne et uniforme’ les déplacements, les vitesses, les
accélérations que nous conSIdererons sont des. déplacements, des
' vitesses, des accélérations par rapport a ce triedre. i
Pour obtenir le déplacement vzrtm,l le plas général du systéme
compatlble avec les liaisons existant & instant ¢, il suffit de faire
varier & paramétres ¢, ¢s, . - -, ¢, convenablement choisis, de quan-
tités arbitraires infiniment petites 8¢, 8¢,, ..., 8gx. On a alors pour
le déplacement virtuel du point my, “

-

wat

axu = ap.,1 3g{—!—— Q.2 8G 4 R, ap.,,rl.'BQ;c,
S?P-":CP 1891'*“0[1239'2'4— +CpA39/.~,

et pour le déplacement réel du meme pomL pendanL le temps dt

dxl’*:“th,i dg,+ ap.,z dgs—+...+ ap i dgr+ ap dt,
(2) d.}"p,z-bp,‘ldg;—l*bp,,g 492-‘{—. '—l‘—bp./:dq#—i—bp,({f
de=Cp,:dql+cugdgg~i-_.. +Cuﬂdﬁ]k+ cpdt o

]

,Dans ces equal;lons les coefﬁcmnts Gy, vy Dy vy cp vy czp,, 59,,6!,,
Apr=1,2,...,n; v=T1,2,..., k) sont quelconques :ils dependent
| umquement de la posmon du systéme a Vinstant ¢ et du temps ¢; la
constitution de ces coefficients ne joue aucun role dans le cas general

D’ aprés la termmolocne de Hertz, un systeme est dit izolonome



SUR UNE FORME GENERALE DES ﬁQUATxows DE LA DYNAMIQUE 5

quand les 11a1sons qui 1ui sont imposées s’expriment par des relations
-en termes finis entre les coordonnées déterminant les positions des
divers corps dont il est composé; dans ce cas, on péut choisir pom ,
"1y G2y .-+, ¢ des variables dont les valeurs numériques, & Pinstant
¢, déterminent la position du systéme ; les quantités gy, ¢a, -+ ., Gk
sont alors les coordounées du systéme holonome, dont la position
est déterminée par le point figuratif ayant pour coordonnées rectan- .
gulzures @1y 2y v e gr dans I'espace a & dimensions; les coordonnées
Ly, ¥, 3p sont des fonctions de ¢, qa, ..., gx et du temps ¢ expri-
“mables en termes finis et les seconds membres des équations (2) sont,
des différentielles totales de fonctions de G152y ey Giell Les
_équations du mouvement prennent alors la forme donnée par
“ Lagrange. Il peut arriver, au contraire, que les liaisons entre certains
corps du systéme s’expriment par des relations différentielles non
intégrables entre les coordonnées dont dépendent les positions de
ces corps; ¢’est ce qui arrive, par exemple, si un solide du systéme esl
‘terminé par une surface ou une ligne assujettie i rouler sans glisser
sur une surface fixe ou sur la surface d’un autre solide du systéme;
cette liaison s’ exprime en effet, dans le premier cas en écrivant que la
vitesse du point matériel au contact est nulle, et, dans le deumeme,
que les vilesses des deux points matériels au contact sont les mémes.
D’aprés Hertz, on dit que le systéme n’est pas holonome dans ce cas;
‘'méme s1l'on suppose que les ay v, by, ¢yv peuvent étre exprimés &
Paide des seules variables ¢, g3, +. ., ¢, ¢, les seconds membres des_
. formules (2) ne sont pas supposés des dlfferentlelles exactes.
~ Dans ce'qui précéde, nous avons considéré avec Hertz les systémes
eux-mémes ; pour les dlstlnguer nous dirons qu'ils ‘sont essentielle-
- ment holonomes ou essentiellement non holonomes. On peut, aussi
_‘dehmr la nature d’un systéme pour un certain choix des paramétres;
& cet égard on peut définir lordre d'un sysiéme non holonome,
pour un choiz de parameétres. Il y a alors deux éléments a rappro-"
cher, le sysiéme matériel et le choix des paramétres. On dira qu’un
‘systéme est holonome, pour un certain choix ¢, ¢, «. ., gz de para-
‘métres, si les &qualions de Lagrange 5 apphquent a tous les para-
métres. On appellera ordre, pour un certain choix de paramétres
g1 G2y o+ -2 Gk, d'un systéme non holonome, le nombre des para-.
‘métres auxquels les équations de Lagrange ne s ‘appliquent pas (33).
Nous verrons aux n° 15 et 16, comment cet ordre peut se determmer

t
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quand on aforme l’energle de v1tebses T = = Z m V-3 et l’energle d’ac-
célérations S = - E m J? pour un systeme

D’aprés cela, un systeme qui est, pour un certain ChOlK de para-
métres, non holonome d'ordre zéro est holonome. _

L’ordre peut rester le méme ou chanﬂer quand on remplace le
sysl;eme des p“lrametres qis Gy <o Gs par un autre,

Ezemple. — Voici un exemple oti Pordre passe de o & 2. Prenons
un systéme formé d’un seul point de coordonnées x, y, o dans le
plan zOy. C'est un systéme & deux degrés de liberté, essentlellement
holonome. Ce systéme est holonome quand on choisit comme para-
métres les coordonnées du point dans un systéme quelconque. Par
exemple, .si Pon prend des coordonnées polaires r, § dans le plan,
on a

x = rcosH, Yy = rsinb, 3 == 0,

. . m , L m
S - ;“(w’2+ Y 2?) = — (124 r2072).

En appelant P la composante de la force (X Y, o) suivant Ia

perpend10ula1re au rayon vecteur et Q sa composante suivant le pro-
longement du rayon Vecteur, on a

X3z + Yoy = PfSO—i—QSr.

Les équations de Lagrange 5 apphqu.ent aux parametres roet 0;

mais prenomns comme paramétre ala phce deﬁ l aire & decmte par le
rayon vecteur

ot
-

e uSc'i_—_;-l-,rﬂ‘SO, fd0'=l-l---f'9d9§
. | . 2 R -

T = ZT_?.‘ (7"2_}. ..d..f_:i) .
- . ' 2 . "2.
(3) P
X 8$+Y Sy =—T-‘_ 80'—1— Q or.,

~Aucune des deux équations de Lagrange ne s apphque comme on
le vérifie immédiatement.

Pour le nouveau choix de varlables r et ¢ le systéme est donc non
‘holonome d’01 dre 2.

On voit que Pordre d’un systeme ‘non holonome est défini par
"rapport i un certam chom des paramétres et qu en falsant var1e1 ce
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e A

‘chonc on peut faire varier I'ordre; mais il existe néanmoins un ordre
essentiel attaché a4 chaque systéme, c’est le minimum w des ordres.
obtenus en faisant varier d’une facon quelconque le choix des para-
métres. Par exemple, un systéme essentiellement holonome est un
systéme non holonome d’ordre essentiel zéro

2. Exemples : Toupie et cerceau. - Les deux jeux preferes des
enfants, la toupie et le cerceau, fournissent des exemples de systéemes
essentlellement holonomes oun essenuellement non holonomes, Pour
le. montrer, définissons d’abord les six coordonnées d’un corps solide
entiérement libre (systéme essentiellement holonome). Soient trois
axes rectangulaires fixes O&n(; appelons &, =, { les coordonnées du
centre de gravité G du corps solide par rapport’a ces axes; 8, o, 4 les
angles d'Euler d’un systéme d’axes rectangulaires Gzyz liés au corps
avec des axes de directions fixes Gz, ¥y 3y parallélés aux axes fixes.
Ces six coordonnées &, 7, G, 0, o, & définissent la position d’un corps
solide libre. Les coordonnées d'un point quelconque du corps sont
des fonctions de ces six .coordonnées. Sil’on impose des liaisons au
solide, cela revient, suivant les cas, a établir certaines relations en
termes finis ertre les six coordonnées ou encore a établir certaines
relations différentielles du premier ordre non intégrables : le nombre
:des degrés de llberte est alors diminué.

1° Toupie; systéme essentaellement‘hoionome & cing degres de
liberté. — La tQupie, sans froitement de glissement, est un corps
“pesant de révolution dont I’axe se termine par une pointe P glissant
sur un plan fixe I parfaitement poli. Si I'on prend, pour axe Gs,
Paxe' de révolution estimé positivement dans le sens qul va de P agG,
on a, en appelant a la distance PG,

¢ = acosf,

equat:on de liaison en termes finis. La posmon de la touple est donc
“définie par les cmq coordonnees

Ea 7): e: ‘Pa 4’-

C i . .

Les coordonnées d’un poimnt quelconque de la toapie, par rapport

aux axes fixes,'s’expriment en fonction de ces cing coordonnées. La

“toupie est donc un systéme esscntiellement ho[onome ce systéme
est holonome pour le chom des paramétres &, 1, 8, o, 4.
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2° Cerceau; systéme non holonome & rrozs degrés de hberte
d’ordre essentiel deux. — Un cerceau est un corps solide de révo-
lution terminé¢ par une aréte circulaire C assujettie & rouler sans
gltsser sur un plan horizontal fixe Il (on néglige le frottement de
roulement). Le centre de gravité G du cerceau est suppose dans le
plan de Varéte C; les axes Gzys liés au corps seront ici 'axe du cer-
ceau Gz, perpendlculmre au plan de laréte, et deux axes reclan
gulaires Gx et Gy situés dans le plan de I’arete le rayon de aréte C
est 4. o |

Comme on le verra dans le Traité de .Wecamque par P Arrrir
(t. 11, n°® 462), on a, pour le déplacement reel

di — asing sinb df + @ cos cosd d + a cosd do - 0,
dn + acosysinl db + asind cosb d +- a sind de = o,
df — acosbdb = 0,

r

et pour les deplacements Vlrtuels compatlbles avec les haxsons

BE — asmy sinf 86+acosap 005054)—1— acosq.:&p = 0,
(8) 3n -+ a cosd sinh 30 + @ sind cosh 84 + @ sind dp = o,
0 — a cosl 80 = o.

. La derniére des relations précédentes équivaut & la relation en
termes finis | |
(9) ‘ {=a sin 0
~qui est évidente géométriquefment;‘méis ni les deux premiéres rela-
tions (8), ni aucune combinaison linéaire des relations (8), owt
figure au moins une des deux premiéres, ne peut étre inlégrée et
écrite sous forme finie. Le systéme considéré n’est pas holonome; il
atrois degrés de liberté (k=3), car le déplacement virtuel le plus
général compatible avec les liaisons s’obtient en donnant & 36, 3o, o
des valeurs arbltralres ok, br, oC sont ensuite determmés par les
relations (8). Il reste a voir que le systeme est holonome d’orclre deur.

En effet, la position du cerceau autour de son centre de gravité
étant deﬁme par les angles d’Euler 6, o, 4, déja Ferrers a moniré (6)
que 1'équation de Lagrange peut s’appliquer a U'inclinaison 6; clle ne

'S appllque pas & p et ¢. Alors l'or d:e du systemc non holonome
- Test w = 2,
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II. — REALISATION DLS LIAISONS. ASSHRVISSEMENT.

3. Réalisation des liaisons. —. Dans ce qui précéde, les liaisons
sont considérées & un point dé vue purement analytique, indépendant
de la maniére particuliére dont elles sont réalisées [Brenwv (29), Thése,

p- 8] Or, peut-on faire abstraction de la maniére dont une liaison est
réalisée? La quesuon a fait I'objet de nombremes études. Voici- quel-
ques considérations générales empruntées & Beghin (loc. cit.) et &
Delassus (26 et 97) Une liaison L d’yn systéme X peut étre réalisée
avec ou sans le secours d’un systéme auxiliaire Z,. Dans le premier
cas; la réalisation de la liaison est dite parfaite; dans le second cas,
la reahsauon_ de la Liaison est encore parfatte, s1 'introduction du
'systér'ne auxiliaire Z; n’apporte aucune restriction aux déplacements
virtuels du systéme Z.qui restent alors tous les déplacements compa-
tibles avec la liaison L; mais elle est imparfaite, si Pintroduction du
systéme X; apporte des restrictions aux déplacements virtuels du
- systéme X. _ o

Ainsi M. Delassus (27) donne Pexemple. suivant de Ja liaison
‘imparfaite z = « 1unposée d un point matériel de coordonnées Z,¥,3
“Imaginons un eerceau de rayon a roulant. sans glisser sur le
plan 20 y; supposons que le plan du cerceau, ¢’est-a-dire le plan de
'aréte circulaire C, soit maintenu vertical au moyen d’un trépied qui
porte Paxe du cerceau et qui glisse sans frottement sur le plan hori-
zontal zOy .. Le point matériel @, y, z est attaché au centre G du
cerceau C; 1l constitue le systéme Z; le cerceau avec le trépied et les
accessoires conslitue le systéme E,; le dispositif réalise évidemment
la 'liaison z=a; 1l permet au point matériel d’Occuper toutes les
posmons possibles dans le plan z=ga; mais si on imprime au
systéme uan déplacement virtuel compat1ble avec les liaisons, le
déplacement du point matériel est dans le plan de I'aréte du cercean
et n’a pas une direction arbitraire dans le plan 7 =a. La liaison
est donc réalisée de fagon imparfaite.
-~ 31, au contraire, le point matériel était altaché au centre d’une
sphére de rayon «, assujettie & rouler sans 'g‘lisser sur le plan 2Oy,
ce point serait assujetti a la méme 11a1son 7 = a, mals celle- ¢c1 seral
alors réalisée d’une fagon parfaite. :
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4. Travail des forces de liaison. — Lor'squ’on démontre le théo-
réme du travail virtuel pour un systéme, on s’appuie sur cette pro-
position que, pour tout déplacement virtuel du systéme, compatible
avec les liaisons, /a somme des travauz des forces de liaison est
nulle ! nous prendrons icl cette proposition comme définissant les
liaisons que nous considérons. C’est cette proposition que I'on utilise
ensuite pour lapplication du principe de d’Alembert, en écrivant
qu'en vertu des liaisons qui existént a l'instant ¢, il y a équilibre
entre les forces d’inertie et les forées appliquées.

5. Cas de lasservissement, — Mais il faut faire remarquer que,
méme si 'on se borne aux liaisons parfaites, il existe une catégorie
importante de mécanismes dans lesquels les liaisons se trouvent réali-
sées par des méthodes différentes de celles qui permettent'application
- pure et simple de I'équation générale de la dynamique : dans ces
liaisons spéciales, on ne peut faire abstraction du mode de réalisation
et se contenter de leur expression 'analytiq‘ue. Ces liaisons sont
celles que l'on obtient par asservissement; nous dirons qu'il y a
asservissement lorsque les liaisons correspondantes, au lieu d’étre
réalisées d’une fagon en quelque sorte passive, par contact de deux
solides qui glissent ou roulent I'un sur l'autre a titre d’exemple, le
“sont par l'utilisation appropriée de forces quelconques (forces élec-
tromagnétiques, pressions de fluides, forces produites par un étre
animé, etc.). De ces liaisons d’asservissement, il résulte des forces
de liaison que M. Beghin (29) appelle de deuxiéme espéce et dont
le travail virtuel est généralement différent de zéro, méme si le
déplacement est compatible avecla liaison. Il est entendu que nous
laisson ce genre de liaisons de cété, renvoyant pour ce cas i la
thése de M. Beghin qui utilise la forme générale d’équations que nous
indiquons. Nous nous bornerons aux liaisons classiques définies plus
haut (n° 4).

HI — EQUATIONS.

6. Equations générales dumouvement. — crivons I'équation géné-
rale de la dynamique, telle qu’elle résulte du principe de d’Alembert
combiné avec le théoréme du travail virtuel. Nous emploierons, dans
tout ce qui suit, pour désigner les dérivées par rapport au temps, la
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notation des accents de Lao*range. L’ equatlon générale’ de la dyna—-
mique est alors '

(10)" 2 mp,(x Szy.+ 'y Syp 2y 87y) —Z (Xp Sy Yy, B‘yp,—l— Zp, Szp,) =0,
P ‘ B
ou la premiére somme est étendue A tous les points matériels du sys-

téme, mais ou la seconde comprend seulement les .points matériels

auxquels sont appllquées des forces. En substltuant pour qu,c‘)} uy 0%y
les valeurs (1) on a une équation de la forme

(11) . Py 8+ Py 392+- ot Pfeﬁg/c— (Q18g1+ Q2 8qa+. ..+ Qi 8q4) = o.

; .
Comme 3g,; 0g2,..", Sq;; sont arbitraires, 'équation (1 1) se réduit -
ét k équations

(12) p o P1=Q_1,, Pa= Q,, ey Pir= Qs
qui définissent en fonctions de ¢, les & parameétres ¢y, ¢ayve vy Gae
Pour écrire ces équations, remarquons que
)‘ -‘ i U ' L
Py =2‘ ’np-(xuau.‘1+3’p.bv-,‘v+ By Cp,y ).
B
Or, d’apres les relations (2), on a
? ?

mh: dp‘iigfi =+ ay's2 (]; +' - ._—i"'”(‘l-p,’v g(" tel ap‘sk'g‘}f -+ CZ»%L,
' ([3) J/"Ir_,::. bp,,qui —+ le‘,qug —l—._. - bp,’v q;-—i-“. .o by,’gg’/b+ bp‘_,
? 5;,; = Cp,1 qli -+ Cp,2 g{2 Rt nd Cp,’\, g;-—l——. . ,-}—-\'CP‘,!‘, q"k_;_ Cpiy

d’ou, en dérivant encore une fois par rapport au temps,

v==Fk
. " N\ ] ddp.,v !7 _daf-"
xp‘-.-z [apj,vg,,—i— '—'&"t'""qv—i -+ dt o .
. v=1 : :
-~ dbuy 1 db
" b " Lo {
Yy [ pvgy T gvd -+ dt
v=1 -
v=FK d ’ 4
h ) Cu..y ¢
"o Cun " Rt AW _P-_
T4 [""’q’_" dr DT @
V=1

On en conclut que le seul terme du second membre contenant ¢,
est ay,y gy dans la premiére expression, by,y ¢y dans la deuxiéme,
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Cpyv ¢y dans la troisiéme. On a alors
A .da:"{ll - dy" - dzf* .
Ay.y= =3 - Ly = Cuy = —y
[J,} dgi; ? 130 C)q" 1 v dqj;

-et l’expression de PV s’écrit

om! i oy 0z"\
B " Y v Py
""2 y ( v og” "*"f’%’* o +zp‘dg">

Silon pose enﬁn '

p=n !
[
S = 5 Emp(x”? —1—_;/’2—{— z”ﬁ),
' p=1
on a _
o 98
Py= 22
. dgv

D’autre part, le terme Q, a une valeur connue. Sil'on 1mpr1me au
systéme-le duplacement wrtuel spécial dans lequel tous les 8¢ sont
nuls excepté d¢,, la somme &, des travaux virtuels des forces appli-
que,es esl premsemcnt

€ =Qdqy,

L]

ce qul donne une sxomﬁcatmn s1mpIe de Qv On a &lOI‘b les A equa-
tions du mouvement

oS -0 05
dg 1

aoo -

=Q2 vy Q/-

14 ———
(11) 577 | | 5q7

-
o

qu1 sonl les equatlons générales chelchees apphcables sous les
restrictions 111(11quees relatlvcs a l’asserwssement a tous les systémes,
holonomes ou non, et & tous les choix de paramétres. Pour écrire
ces equatmns il faut fonner la fOIlC[lOIl S (19)

¥

7. Energle d’acceleratlons d’un systéme. — La demi- force vive,

ou énergle cméthue,
. B ‘
.(15) ' T:mep(x’?-ky —l—zi,}’) Em’\"2

L

ouV demgne la vitesse du pomt de masse m, peut éire appelee éener-
gle de vitesses du systéme. La fonctxon S

(i6) - S= -Emu(ua"z—a—yp ~+ 5,)? H.-:;Zmﬁ,
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ot J désigne 'accélération du point de masse m, sera appelée 1'éner-

-gie d’accélérations du systéme. Cette dénomination a été introduite _

par A. de Saint-Germain (20). Pour écrire les équations d’un systéme
quelconque & £ degrés de liberté, avec un choix quelconque des &
parametres ¢ ¢a, « .., ¢r, il sufﬁt donc -de former I'énergie d’accé--

~ lérations S de ce systéme. La quanmté S sera, dans chaque cas, une
._ Ifoncuon du second degré de ¢', ¢4, - ., g ; on écrira ensuite les |
équations du mouyement par de simples ‘différentiations.

On. sait que si un systéme est essentiellement holonome et sl sa

| posmon a 'instant ¢ depend de k coordonnées geometuquement indé-

pendantes, les équations du mouvement du systéme peuvent s’écrire
sous la forme donnee par Lagrange :
'
d /[oT\ dT ' |
— V=1, 2, ..., A

(dgi)> dgv QV A ( LR AN ’ )

Mais cette forme n’est pas applicable aux systé¢mes non holonomes;
elle n’est méme pas adaptée & un choix quelconque de paramétires

_pour les systémes holonomes. Pour obtenir une forme absolument

énérale, 11 convient de calculer S comme 1l a été dit, c'est-a-dire
: ) )

“d’aller au second ordre de dérivation par rapport a ¢.

8. Cas ot les équations de Lagrange s’appliquent 4 certains para-
métres, —— Le coefficient P, de dg, dans 1’equatmn générale de la dy-

‘namique (10), est

b Y o ) S |
Py :Z mp,(.:vt_’,,au,v.-f- ‘}/'E;,bpb,v."*.' zé.cli‘,v)-
- e

Dans le cas d’un systéme holonome, seul considéré par Lagrange
ce coefﬁment s'écrit '

L d (dT) oT
T dt\cq,)  dgq,

On peut écrire évidemment, dans tous les cas; : -

.d ‘ b 5
_ ) i ! o o, *
PV = -‘_{—t Z mp,(xp‘ ap,’v—}—'}’p_bp‘,v—i" z'po('\.;\,‘ }
P _ :
sy /s da dby. . deg, ¢
N raauy e GO0y GO,
. “. i?lp, kxp‘ (!t . ‘yp, i C[t zs.’. C!t )
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dx’p_, d.y"p,, dz’p,,
aq'y " dg'y " dg'y

. .d /T , dagy dbuy |, depy)
Pv= (J&",) _.Z i ("’!* . T Tar TR T )
Sil'on pose
Ry =-2 my, (xb .y + ¥ Aoy -+ &y, d——-—-cp”v) )

, dt dt dt
T

. d /0T toT JT
.‘“v—_d“t(a‘gﬂ“az:—(“t:a—gv)'

-

Or, ayy, byy, Cyy €tant, daprés (13), égaux A

on a

“on voit que

L’¢équation de Lagrange sera donc applicable an paranictre gy silona
L A=Ry—=— =0. - )

. . L . f)gv o

- Orona . :

, m - | C)T _ r ! d(lp,,» C’x;,,) | ; dbp.‘) d‘}"u
| de sy, \
! P‘,V _ y ‘1.
_-%- i ( dt d(]v) J

_Si Von remplace @y, ¥y, 5 par leurs expressions en gi, ¢;, « -, Gk

-(éq. 13), on voit que R, — % est une fonction de second degré de
. - A "

G1y Gay -+ vy ¢kt pour que Péquation de Lagrange puisse s'appli-

quer au paramétre gy, il faut et il suffit que cette fonction soit nulle,

quelle que soit la position et-quelles que soient les vitesses des points
“du svstéme compatibles avec les liaisons, puisque, a chague instant
_ y mp _ , pulsque, a chague | ’
‘considéré comme initial, ces quanlilés peuvent étre prises arbitraire-

. ’ qua. P _
ment., ' ' '

Cas particulier. — Supposons que les coefficients ey, , soient des
g fonctions de ¢i, ¢sy « « -4 G €L £, alors ‘

(Za'p.,v . d_qt!-_,_‘} i dap.’\,t q{) __|___ . .....l__l da

y‘vv !
d[ - dzjl 4y - 992 dgv ","i—.. - J A QI: d[ 3
ox! da da ‘ oy da ()a
< TP Py s Wy oy ok
r—_— v - + ‘+-°Oo+ \+--o+ -+
gz, T dgy ! g+ 927 oy 2 gy 1T 9g,7 -
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Le coefficient de 2, dans la différence (18) est

dap, v d&p. 1 3 ; (dap, v ()Clp, 2) ’
Ll - + - — - e
( g, 9qv ) 7 9g2 0gv 72
dap‘iv | dap‘yk> ! dap"iv dap" ' |
- ( dg/g 7 dgv A - dt o (}g\) )

- Sice coefficient est nul, quel que soit ., ainsi que les coefficients
analogues de yy, 5, la quantité R, est nulle. L’équation de Lagrange
s’applique donc au paramétre ¢, si Uon a, quel que soit p,

dap,’y . _da_&;,_?i__ o _d‘ap,,v _ dap,,g ] ) o
0 dgy | dg. dgy’ -
Oap,y _ dap i dapy _ day.
0g s dgy dt ~ dqy’
Obyy _ Oby., dbyy  Obu,
(19) I91 — 9gu” Og: o, o
: dby, y . dbp,,]c 0by.y . dbp,‘ B _ o

0gx  0gy dt . gy’ -
C)Cp_,v __ de,'! ‘ 6Cp,,vk _ 609,2

: - dgy ~ dgy gy oqy -

| - depy _ depr  deuy  doy.
9gr  ogy o T ogy

. On peut caractériser ce cas autrement. Les conditions (19) étant
supposées remplies, déterminons des fonctions U,, V,, W, de
G1y §ay -+ +y §x €t ¢ par les formules

q

, a9, | 1,
Up‘ = ] ap"v dgVJ VIJ, =fo b[J-,V dgv’ -\VP‘ :-fﬁ C!‘L)V dg\”
q, Ty 79
1

ou gy désigne une constante. On a immédiatement, d’aprés (19g),

dUp, T 0ay,y T day. 4
_ = 1z = dg, = —al
091 g 99 @, \/q-f ogy = AT G,

ay,. étant ce que devient ay,, quand on y remplace ¢, par la constante
gJ. De méme

JU,, | JU

— 0 g —

E‘ = Q2 Ay, 9y S g7, = Lk a!t}uff’
dUp, Ty dap,'v 7, dap. 0
E A A AL AL

V. 0 J v ' 0
Bﬂé’? == b!l,P_" bP‘vP’ >t by.— bp,
IWp, LAY
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Les formules (1) deviennent alors, si 'on y remplace @y, by,
Cp.ps Ay, by, ¢y par leurs expressions tirées des for_rgules précédentes,

_ Sy = 8Uy + ad Sg( + ad o 8gs+...+ az_E‘}",rf Sqr,
(20) Syp=8Vy ~+ bl 8q1+ b8, 8ga +.. .+ bY 4 5q,
8zp = dWy+ Cp,1 391+ €050y .. .4 ¢f ; 3qu,

6t 3Uy, 8V, SW,, sont des différentielles totales priscs en regardant
¢ comme constant et od ay,, b9, ¢}, qui seraient les coefficients de
' 8¢, sont nuls, .
Les formules (2) deviennent de méme

dzy = dUy, + a‘!i,i dg -+ a&,g dgs—+. .. aB‘,k dgr—+ a[‘i dt,
(20") dyp = dVy + 53,1 dg1 + bg‘g dgs—+. ..+ b;}”,{. dgp + b& dt,
dap = dWy+ ¢l dg, + cf s dgs +.. .+ ¢}, dgr+ e} dt,

On voit que I'équation de Lagrange s’applique a g, quand, pour-
un point quelconque du systéme, 0xy, 8y, 82y et dzy, dyy, dz,
- peuvent se mettre sous la forme d’une différentielle totale suivie
d’une éxpression ne éoatenant ni gy, ni Sr/\,,‘m' dgy. On peut dire
aussi que Péquation de Lagrange s’appliquerait au paramétre ¢,
lorsque les autres Parametres gy, go, ooy Fy_g, Gupty oie, g €tant connus
en fonction de ¢, ¢, deviendrait une véritable coordonnée, de telle
fagon que wy, y,, 5, pourraicnt étre exprimés sous forme finie en
fonction de ¢, et ¢. _

Pour que les équations de Lagrange puissent s’appliquer aux
parameétres ¢y, ¢y, . .., gs, il suffit que cette condition ait lieu pour
V=1, 2, ..., c'est-d-dire que les déplacements virtuels 0y, 8y,
5z, et les déplacements réels dwy, dy,, ds, puissent se meltre
sous la forme

axy,z BUp, = %y, g4 aqS_H o R o AT Sg/f,

Oy u= OV 4 By 51 8gopy .. o4 Bu,z 8qr,

05y = SVVEL—}- Yitys+1 8 gt o A= Yu, % 8qr;
dry=dU, + Ay gt Gy 4. - ap,,;ckc.igk = ay, df,
dyp=dVy + By,sut dgss -+ ..~ By i dge+ By, dt,
dsp = AWyt Yy, dgsi - -+ Yy dgptyp. d,

les coefficients oy, ¢y, ..., Lu ks Py Brsitsr <o Buks Buo Tusats « oo
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Yu,ks Yy, De contenant plus gy, gy, ..., g5 Le systéme est alors pour
le choix des parameétres ¢y, ¢, ..., gx, non holonome d’ordre & —s.

VI. — AvrLigaTions.

9. Mouvement d’un point en coordonnées polaires dans le plan, —
Les ¢quations

z=rcosd, y=rsin, z=o0
donnent ‘
S =-%(x'f‘->+y”2+z”z) = -’;1’ [(r"— ro/2)2 - (£ 04 277 0)2],
En adoptant les notations de I'exemple de la fin du n° 1, on voit
que les équations du mouvement sont

08 S
=8 g =P

ou .

m(r'—ri?) = Q, m(rd"+a2r'6)=P;
ces équations sont identiques a celles de Lagrange. Avec ces para-
métres 7 et § le systéme est holonome. Mais si I'on prend comme
paramétre l'aire ¢ balayée par le rayon vecteur, on a

do= 11280, ds=lra,

2
- 2sinb
8z = cosf &§r — da,
r
n~ . 2 ¢cos0
oy == sinf &r +— da;
r
3 2 sinf ' . 2 cos0
z'=coslr — a’, ¥ =sin6r 4 a';

m 4o
T = (r’? 4 .4_0._.>
2 r

o~

/' L
r— 4 — 2s8inf —,
’1

i

" . y 4 ’ | g .
y'=sinb (r’-—;50'2>+200597,

_E s _4__ I22 4 rfl
5=3 [ r_rac) +?562J‘
X8x+Y6y:%—;}-)-8¢+Q8r.

MEMORIAL DES $C. MATH, — APPELL ' g
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- Les équations sont alors .
JdS 08 aP
=% T
ou en explicitant

si la force est centrale P =0, la seconde équation donne
. d=0 o= C,

?

ce qui exprime le théoréme des aires.
Aucune des quantités

A= [cl (th) _dT7 08

de\or’) dr | o"?
p— [ (9T) 0Ty _os
. 2_. dt \ oc’ ds |  dé"

n’est nulle. Avec le choix de paramétres 7 et = le systéme est devenu
non holonome d’ordre 2.

r

~ 10. Mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe. — Calcu-
lons I'énergie d’accélérations S d’un corps solide mobile autour d’un
point O, en nous plagant dans le cas Ie'plu’s général. Il suffira ensuite,
pour chaque exemple particulier, d’employer cette fonction S calculée
une fois pour toutes. |
Rapportons le mouvement du corps a un triédre trirectangle Oz z,
d’origine O, animé d’un mouvement connu. Soient @ la rotation
instantanée de ce triedre;, @, 2, & les composantes de cette rotation
suivant les arétes Oz, Oy, Oz; soient de méme o la rotation instan-
lanée absolue du corps solide, p, ¢, r ses composantes suivant les
axes Oxys. Une molécule m du corps, de coordonnées z, ¥, B,
posséde une vitesse absolue ¢ de projections ‘

V= qs— 7'y,
(21) vy=rz —ps,
b2=py — qu;

cette molécule posséde une accélération absolue J ayant pour
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projections
N . dp
J"::-Ef‘_f Do, — ley,
-(22) | - Jy—éi:g—kcﬁvrm@vz,
d -
J;= C—;;”—{-@vy—-qh.

ces formules $’écrivent immédiatement, siton remarque que Vactélé-
ration J est la v1tesse absolue du poinl géométrique ayant pour coor-
donnees Ozy Pyy ¥z par rapport aux axes mobiles O Y5,
Cela posé on a
d‘);r dz dy r ' .
=q-— —r-= ‘ol
a gdt dt"—zg YT e
p'y g, 1! désignant les dérivées de p, ¢, r par rapport au temps. Les
dy ds
d >di ] dt
re]atwe ¢ de la molécule m par rapport— a ces axes : 51 'on appelle 00
. la v1tesse d’ enl;ramement de cette méme molecule, on a

quantités ‘sont les pI‘OJGC[IOIlS sur Oz, Oy, Oz delavitesse

' . (pf)r—"r—‘(pe)x., _
cest-a-dire R
~ ) dr

& Ty Re—AY):

V d dz
On a de méme, en permutant, L et 22 D’aprés cela, les expres-

_ dt " de
sions (22) de Jx, JJ,, J: prennent la forme suivante, ot nous écrivons
seulement J, '

Je=gq[(p — D)y — (g —=yz] —r[(r—R)z —(p — ¢)s]
A5G —y i+ Q(py — qx) — R (rz — pa),
ou en érdonnant
"k

J'.r=—ar(q"+f) J’[Q(P ‘f)+PQ.—'J -
+5[f(p—‘l’)+p3’t+q] '

On obtient, en permutant, J, et J,. Faisant la somme des carrés,
on a J2, puis la fonction

8 = Em(J3+ T3+ I2).
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Dans celte somme ﬁgurent comme coefﬁcxents les moments d’mertlc

A“Em(‘}"z—f-z?) | B*—Em(zg—l—xﬁ) C= m(.r?-%—y?)

et les prodmts d 1nertie

.-D:Emy;, E = Xmazz, F:mey, |

“par rapport aux axes Ozys. Ces six quantités seront, en général,
variables, avec le temps, pu1squc les axes Ozys se déplacent dans le
corps. - S
Actuellement les pmametres sonl les angles qui fixent Porientation
~du corps autour du point O : les quantités p, ¢, r conliennent les
dérivées premiéres de ces paramélres par rapport au temps; si le
triedre Oxyz esl; animé d'un mouvement connu, ¢, 2, R dowent
étre regardés comme des fonctions connues du temps; si le mouve-
ment du triédre est 1i¢ de quelque fagon a celai du corps, ®, 9, & ne
dépendent que des dérivées premiéres des paramétres; les derwees
~secondes des pflrametrcs ne figurent donc alors que dansp, q, 7
~Alors, _dapres nne remarque precedente, il suffit de calculer lcs
termes de S qui dépendent des accélérations, ¢’est-a-dire dep g o
car ces termes seuls dependcnt des derlvees secondes des parametrcs.
Posons, pour abreger

‘(23) ‘]“ﬁ_’"%=q;)h ’C«E P‘R Qiar PQ;-—Q;@-:EP\“

et deSIgnons pour un momenr par a, Z) les sommes Ema:ﬂ, myﬁ
Em"- On peut écrire

(211) 2S= af[lg—9,— P")2+(”'“—J"LI+PQ)2]
+b|_(r "‘:"cﬂj gp)ﬂ—'—(p @1+ gr)e]
., —!—0[(10—"991—:'61)’—%—(9? ——‘%-%—fp)?] 7
o ~2D[(g?—r)p' + (¢’ --Qx—i-pr;(? -—-—Sll—pq)J
—2E[(rt—p?) g’ + (r'— Ri+gp) (p' — @, —gr)]
—2F[(pt— ¢’ )= (P —%1+r9)(9 “‘_@_}"‘““rp)]

Deve10ppons et ordonnons par rappmtap ——Ci‘l, j — dq, 1 — 3{1,
- en remarquant que ‘

bH+ec=A, | c+a;B, | a+b=0C,
.Z}——c:_.-G—B c—-a_—A G 'a—b#B—A'

nous pouvons écrlre en lalssant de col;e des termes mdependantb

-
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de phqg,r,
@ﬂzS:Mﬂ;%ﬁ+M¢QO+cwﬂ R,)?
~—2D(¢'—2 ) (=& 1)_'2E(r""°RI)(P — %)
: ' —2F(P_‘f1)(9 —9)
+2[(C—B)gr—D(g*—r?) — Epg+ Fpr](p'— %)
o 2[(A—C)rp — E(r?— p*)—Fgr+Dgp](g'— )
+2[(B—A)pg —F(p*—¢%).—Drp+Erg](r' —Ry) +....

Remarque. — Si les axes Ozys sont fives dans Uespace, ®, 2, R
sont nuls et 'on a

(26) - @1;@;:3{1:&0;

le méme fait a lieu si les axes sont fixes dans le corps, car daus ce

cas
ﬁUﬂ - %=p 2=¢, &=r

En paruculamsan on obtient les equatlons d’Euler que l’on etabllt
facilement, , ' |

On obtient de méme, en p’articular_isan't' convenablement les
formules, les équations du mouvement pour le cas-classique ou -
Pellipsoide d’inertie relatif au point fixe O est de révolution; on
prendra comme axe Oz I'axe de révolution et comme axes Oz et Oy
deux axes mobﬂes a la_fois dans le corps et dans l’espace définis
comme il suit. Soient Oy, Oy4, Oz trois axes fixes : I'axe O) sera
perpendiculaire au plan 202z, et l'axe Oz perpendlculalre au
plan yOz. L’angle 6 est alors lancrle zy Oz, 4 Pangle 2, Oy
rotation instantanée Q du triédre Ox;y est la résultante de deux
rotations, I uln’e' % == §" autour de -O y, Vautre %% = autour de Oz ;
les cdndpo;ianles de cette rotation, suivant Oz, Oy, Oz, sont donc

'(28) @ o=l sin o, =0, Q= .@’ cosf.

Une fois le triedre Omy” place, il faut définir la position du solide
par 1apport a ce triédre; pour cela, il suffit de connailre l’ang]e ©
que fait une droite lie au corps dans le plan :cOy avec I'axe Oy : la

do
dérivée EE — ¢’ de cet aDOIe mesure la rotauon propre du corps

autour de O_:s. La rotation instantanée w du corps est alors la résul-
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tante de la rotation Q du tuedre et de la rotauon prople o' autour
de Oz. On a donc pour les prOJectlonsp g, r de v surles axes O xy's.

(29) p=@=— sin, 7=2="0 r=o:ﬂ+cpzt,coso~_;.g_

On en conclut en dérivant par rapport a /,

p’:'_—;__ T”qmﬁ—l—...- g="0, .r= q./’cosﬂ—l—:clo”%—

e
En outre, l'ellipsoide d’inertie étant de révolution autour de O,
B = A.

L’expression générale (25) de S devlent actuellement, en 1*empla—
¢ant € et  par p et g el remarquanb que D =E-=F =0, puisque
les axes mobiles sont des axes prmmpaux d’merhe,

(30) | ’QS=A(}9” ' ”)—E—Cf’2—{— 2(A&—Gr)(pg—gp)+

Pour une varialion 38, 8¢, o des trois angles, la somme des tra-
vaux des forces apphquees prend la forme

030 d By 3

~comme le deplacemem virtuel obtenu en falsant cp=0l=o0 est une
rotation autour de Oy, © est la somme L, des moments des forces

par rapport a Oy ; de méme, ® est la somme I des moments des
" forces par rapport a Oz et W la somme J]'Lz des moments des forces
par rapport a O 3. Les equatmns sont alors facxles a écrire,

On les obtiendrait plus rapidement, sous la forme dehmtwe, en’
mtroduisant, ainsi qu’on peut le faire dans le cas'général, comme
paramétres les trois quantités A, 1, v définies par les relations
(31) O\ = —sin 3¢, =280, & =cos08)+ 3o,
d’ou, pour le déplacement réel, |

(32) “ p'f—").’:—siilﬂl', ,?:p.r:gr’ 7 f;‘:‘-"—":‘cosﬂqfl-i—q)’,
’ = l”, g'..’.—_ TH l‘;-nf __: vrr._ : —

Les quantités 6k, Su., 8v sont donc alors les IOl;a[IOIlS elementaues
autour de Oz,0y, Oz, et I'on a

E(X 87+ Y 8y + Z 85) = I Bk 4 NNy B - DML 8.

La fonction 25 donnée par Vexpression (30) s’exprime immédiate-

»
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ment en fonction de A\', p”,v" et les équations du mouvement sont

g"§" — m-{-y) % =’Dlt’;,

a3 |
G = I,
ou, comme X' =p', n" =¢' V' =1/,

08 08 0

Cle sont les trois équations sous la forme la plus simple. Avec les

arameétres A, ., v le systéme est non holonome d’ordre 3 (31-2).
P Myt J _ |

" 11. Théoréme analogue a celui de Kosnig. — En vue des applica-
* tions qui suivent, il est utile, pour abréger les calculs, d’établir un
théoréme analogue & celui de Keenig). Soient, par rapport & des
axes fixes, z,¥; z les coordonnées absolues d’un point d’un certain
systéme; m la masse de ce point; &, 0, § les coordonnées du centre
de gravité du systéme; M —=Z2m la masse totale et zy, yy, 5, les coor-
données du méme point m par rapport a des axes G x,y,5, menés
par G parallélement aux axes fixes. Appelons J, l'accélération

‘absolue du point G : .
_ J% 215112__'_ 111!2 -+ CI!:)_,

J Taccélération absolue du point m :
Ji=2" 4y 2"2

et J; son accélération relative par rapport aux axes Gz, Jﬁ 3,
= 0

Ona

x =+ >, Y =n-+ Yo, 2=L’+z.

Alors I’expression
I ” ‘
S = ';‘Em(ﬂ’?"ﬂ-*‘y”z*" #%) = SEm[(¥+ 1)+ (0" +yy) -+ (T4 21)7]
devient en tenant compte de ce que,
me1=of me';zo’ ceey
o 1
S = EMJE—F EEIHJ?,

ce qu’on peut écrire

l —

S = MJ%—!—Si,

[

t
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S, étant Vénergie d’accélération calculée dans le mouvement relatif
autour de G; on a donc le théoréme :

Lénergie d’accélérations S d’un cyw(’me est égale a U'énergie
d’ accélérations qu'aurait la masse totale concentrée en son centre
de gravité, plus Uénergie d’accélérations du systéme calculée dans
le mouvement relatif du systéme autour de son centre de gravilé.

12. Corps solide entiérement libre. — Dans un corps solide 111)16,
on obtient la fonction S en apphquant le théoréme du n° 11 analogue
a celui de _Koemg. Le terme S, =3XmJ} relatif au mouvement du
corps autour de son centre de gravité sera donné par la formule (25)
relative au mouvement d’un solide autour d'un po'ihnt fixe. On a alors

28 = MJ2+ 28,

‘Cette formule s’applique facilement au mouvement d’un corps homo-
géne pesant de révolution assujetii & ghsser sans frottement sur un
plan fixe (22).
~ Elle permettra de méme d’écrire les équations du mouvement d’un
corps homogéne pesant de révolution assujetti & rouler sans glisser -

" sur un plan horizontal fixe. -

13. Application & un corps solide qui se meut paifallélement & un
plan fixe. — Dans 'étude du mouvement d’un solide autour d’un
point fixe, on suppose essentiellement que-ce point est a distance
finie. S’il est & 'infini, le solide se meut parallélement & un plan fixe.

Prenons comme plan de la figure le plan de la courbe décrite par le
centre de gravité. Soient, dans ce plan, deux axes fixes Oz et Oy,
£ etn les coordonnées de G. Il suffit évidemment de connailre le
mouvement de la figure plane (P), section du corps parle plan xOy.
Appelons alors § l’angle que fait avec Oz un rayon G A invariable-
ment 1ié A cette figure plane (P), et MA* le moment d’inertie du corps
par rapport 4 ’axe mené par G perpendiculairement au plan 20 y.

Le mouvement du corps autour du centre de gravité G est une ro-
tation autour d’un axe fixe dans le corps, la vitesse angulaire de rota-
tion étant 0'. On a donc, pour la fonction S, calculée dans le mouve-

ment du corps autour de G, B

Sy = M (@”2+ 8'¢).
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Donc o
' o M y ¥ a il -

S =-‘-2— [E 24-1 2 - f20"2 4, .],

" ou il est inutile d’écrire les termes me contenant pas les dérivées
secondes. |
D’autre part, sil'on appelle X,, Y, les projections de la résultante
générale des forces appliquées, et Ny la somme des moments de ces

forces par rapport 4 'axe mené par G perpendmul‘nrement au plan
Oy, on a '

'.Z(X8x+Y8y+ZSz) = X, 864 Yo O - N, 86

Le corps n’étant supposé SOllIIllS 4 aucune halson les parametres'
§, M, sont indépendants et les équations de mouvement sont

JS ' N 0S|
agrr_l = XO: Jn—” = YO}

MEt'=X,  Mn'=Y,  Mk20"= N,.

"~ On retrouve ainsi les equal;lons que donnent mm]edlat,ement les
théorémes generaux : ‘

Supposons le corps assujetti & une nouvelle liaison, que cette
liaison soit exprimée par une relation en termes f'ms

f(Ea W, 8, £) =o,
ou par une relation différentielle
Adi+Bdng+ Cdi+Ddi=o,
,A3§+BB?]+C8B - =o,
A, B, C, D étant des fonctions de.é:,, 7,8, ¢. On pourra alors ex,primér ,
.1’ en fonction de §" et §” par exemple, o7 en fonction de 8% et 86 ; par
" suite calculer S en fonction de £” et 0", rendre % (X 3z 4 Y3y + Z0z)

linéaire et homogene en 3§ et 30, puis ebalel

a8,
T a celtu de 59

7 au coefficient de oE et
V. — REMARQUES D'ORDRE ANALY'rIQUE.

14. 'Qu‘elques propriétés de 1a fonction S. -
supposons que les 11a1sons ne dépendent pas du temps

ap,=6p=99,=o, R R
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et que les coefficients Qy,vy Dpvy Cpv dépendent uniquement de
715 G2+ -y ¢k ¢t non de £ Alors il en est de méme des coefficients

de S.

D’aprés I'expression de S donnée plus haut

.
et

S == 5 5 m(:ec”2 —+ "2 z”i)

cette fonction bornée aux iermes utiles est alors de la forme suivanle :

3

(32) © S=e(qh g4 -, q'ia)%%q’&-i-%qw - Yugh,
ol © est une forme‘quad_r&tiqqe des ¢"

w(‘?l: sy gn) - Eﬁug"?; (OCIJ“‘ CL_”),
dont les Loefﬁcwnts a;; sont Supposés dependle umquement de g1
Gs: - - qk, et ot 4y, &, ..., by sont des formes quadratiques en g,
‘727 .y 1y dont les coeflicients dépendent aussi de Gy Gy vy Gho
La denu force vive du systéme

- I ' ‘-
T = -ESm(2?+ y'? + z'?)
: )

_est une forme quadratique de ¢}, gy, - . ., g; dont les COfolClCntS sont
les mémes que ceux de la forme .p, de sorte que

31 . - Tww(qu 92, x ,q/‘-)—anzqﬂ

ce falt resulte du calcul méme des deux fOIlCLlOIlS Ci eL T, Pour S~
plifier l’ecrlture nous ferons

(D(QD g?ai‘--': gj}c)= ?2:

(g%, @5y -+ s Gk) =91,

alors | | .

35) S Bt Lk (hak CE LR 18
. . T=CPI.

Comme il est facile de le vérifier, on a identiquement

- (36) dT 35; p 98 L 98
dq g ()qr;z ':?2 o dgf}f glff'

Voyons ceque donﬁ_e cette identité d’aprés les formes (55) deSelT:
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elle devient

- (37), qidgn + s g e gh g +%91+¢292+ -+ b gl
o d?l " Ck?l - " dc?l Y d‘F’l a?l c?i
.._..cjld—g—Ti +qgm+...+gﬁ.m—rglm+ggdcz i PP +q;¢dg"

Icile deuxiéme membre est l’eﬁpression développée de %’-I-‘: telle qu’elle

résulte de ce fait que T depend de ¢ par I'intermédiaire de ¢}, ¢y, - . ., 3,
Gy Gas - o o5 G Or la premiére partie du premier membre de (39) est
. Identhue a la premiére partle du second, d’aprés une propriété élé-
mentaire des formes quadrathueb. L’ 1dent1tc (37) se réduit donc a

(B9 gl g s e g Sy

Cette relation dojt avoir lien quels que soient g¢.; gy, ..., gz, 71,
sy - -1 45 Llle établit donc des relations nécessaires entre les coeffi-
cients des formes iy by oy i et les coefficients o, de ©.. Pour abré-
ger l’ecrlture nous deswnerons par une seule lettre les deux membres
_ de l’1dent1te (38), en posant

) d )
(39) dziql-l—dz;qff_»-l— ()q 7= b1¢+ bagh+ ...+ Yk,
cette fonction E est une forme Qubique e 1y oy o vy Groe

15. Termes correctifs dans. les equatlons de Lagrange, — L’iden-

_tité (38) étant supposée remplie, cherchons une expression de la
- différence .

| d /0Ty T 98-
() ‘“’“‘d‘z(m)“az“m
D’aprés les notations du n° 8 on a
| o oT

AI——- l'{l"_ djg"‘_[‘.

Comme nous avons posé T=10,, on a

d ()T . d2wl " dz‘?t 1 + d2®1, " -
dt\dg’,) ~ dq?? R P A R i P
02 ¢y Aoy o % ¢y ¢
dg dglgi dq’y ¢ 292"{" dg dchm
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. By
car%—oug—q_depend de t pqr Pintermédiaire de q,, Gar oo o2 Py 1y
. | e
Gy« ooy i

En exphcltant la prennere 110'118 et tenant compte de l’expressmn
de E, on peul ecrlre

dT __.k« Hll P + l!)_;__d_b‘.._c_)i,’:l_.
dt(dg : __z.-oc“c]l—{—oclggg—i—... ozllkgk : dq,i 6’9’1 .

D’autre part,

SRR Y
dg,  dq:1” |
()S I - /] it
o 2(oy1 ') + aagy oo arg ) + i

. La différence (40) appelée A, devient donc, aprés réduction,

A ’= - — by,
' ' d‘]i dg1 ¥
f .
On a de méme, en posant
_ d (()T’) T oS . 4T
Ay —_— |} — e — — =Ry — =,
—di dq, dqv dgy . dgy
41 Ay IE o
S S0 ey T |

Ceci posé', les équations du mouvement peuvent s’écrire
- 4 foT\ oT | |
(42 | 222(09%)__439\; =Qf+,ﬁv (V=102 s K,

ou le terme A, a pour cxpression fa quantité (/; ). Ges quantités A,
- forment ce.qu’on peut appeler les termes correctifs dans les équa-
tions de Laorano*e On voit que les équations de Lagrange pourront
\s apphquel au systéme, si' ces termes A, sont tous 1dent1quement
nuls. Ce fait se prodult quand le systéme considéré est’ holonome
et que les parametl es sont de véritables coordonnees

Si le systéme n’est pas holonome, le mouvement du systéme est le.
mémc que celm dun sysLeme holonome admettant méme force vive
‘ zT que le preamcr et solhmte par les « f01 ces generahsées »

-

OL‘T'AJ: Qe+Az, e ch-wlA .
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Le fait quun systéme non holonome et un systéme holonome

~ peuvent avoir identiquement le méme T se trouve démontré sur un

exemple simple que nous avons donné dans le Journal fir die reine

und angewandte Mathematik, Journal de Crelle, t. 122, p. 205.
L’ ordre d’un systcme non holonome pour le choix des paramétres

94,92 -+ @i, est le nombre des A, qui sont différents de zéro.

Equation des forces vives : Vérification. — ILes liaisons étant
indépendantes du temps, I'équation des forces vives est

L d7r -
4 - — Q:{/1+Q29»+--+.Qw§f-

Pour déduire cette equatlon des équations (42) 1l faut multiplier la Y
premlere de ces equatlons par ¢,, la deuxiéme par gg, etc., la der-
niére par g, et ajouter |

On obtient alors Péquation (43), parce qu ‘on a identiquement

(44) : oL Alqi—l-‘éggfg—l—...—l--'ﬁkg‘}c: 0,

en d’autres termes les forces apparentes caractérisées par A,, A, ..., Ay
- sont gyroscopiques, d’aprés la terminologie de Sir W. Thomson (44).
En effet, d’apres les expressions (41) des quantltea A, et la def'm—
" tion de E, on a
' . . ()E "] dE y
"A192+A29’2+---+Aﬁ9k=,9'1dcj—;"i"--‘*‘q d "——3E;
, B 1 .

mais E étant homogéne et du troisiéme degré en. g, s, ..., ¢}, le
deuxiéme membre est nul 1dent1quement d’apres le théoréme des
: ,foncuons homooenes : o o

"16. Cas général. — 'Si les liaisons dépendent du temps on peut

poser encore. ..~ . L
o o4 (M) o s
’ . YT dt (dg;

L’ordre du systéme non holonome pour le choix des paramétres ¢, -
¥ 1) y
sy - -+ Gk €St encore le nombre des A, (v=r1, 2, ..., &) qui ne sont

pas nuls (33) .
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Vi, — L& MISE EN EQUATIONS D'UN PROBLEME DE DL\A\IIQUE RAMENEE A. LA
BBGHBRGHE DU MINIMUM D' UNE I'ONGTION DE BECOND DLGBL PRINCIPE DE LA
MOINDRE CONI‘BAI\"TE DE GAUSS.

17. Probleme de minimum d’une fonctmn du second degre — 31

'on COI]SIdel la fonction R qu ‘on peutappeler l’expressmn analyuque
de la contrainte

CR= =S — Q191 Qzé"E — - Q/ﬂq,}f: -

VAR | . Lo
‘R est une fonctlon du second degre de ¢, qg, .«., q" . Les équations
du mouvement s’écrivent

OR _ . oR_ TR _
07 — P ey T o T Y

les valears de ¢', ¢3, ..., 7}, tirées de ces équations, rendent alors R
maximum ou minimum. Comme R est une fonction de second degré
de g1, ¢4, - ++, ¢ dans laquelle les termes du second degre consti-
tuent une forme quadrathue définie positive, la fonction R est mini-
mum pour les valeurs de ¢, correspondant au mouvement. Il va de so1
gu’on peut fairc jouer le méme réle qu’a R, a toute fonction différant
“de R par des termes indépendants des ¢,. D’aprés les expressions
de x},, ¥y, 2y, 82y, 0y, 03,, cette fonction R a, en gy, ¢35 .-, g
- les mémes termes que

S+ > [Xaf+ Ypy+ La],
ou que | “
i-szz_zm cosFJ

ou que , ‘ _ .
| .-'Rg = Z L [('nt.:z;”;— X)ﬂ + (nz V”' - Y)é;f- (:nz”——- Z)?].
. In ‘ - . ‘

On peut done dire que les acceleratlons que prend le sy stéme & chaque
- instant, acceleratmns caractérisées par les valeurs de qi; Gar v+ oy Gis
rendent R, minimum. Si le systéme était libre, ce minimum serait

éwdemment 3éro. S il o’ y avait pas de forces exlérieures, Ry se rédui-
ralL as.

18. Principe de la moindre contrainte de Gauss. — D’aprés la
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traduction du mémoire de Gauss le principe de la moindre contrainte
s’énonce comme il suit : |
« Le nouveau pmnmpe est le suivant :

» Le mouvement d un systéme de points matériels liés entre eux
d’une maniére quelconque et soumis & des influences guelconques
se fait, & chaque instant, dans le plus parfait accord possible
avec le mouvement qu'ils auraient s'ils devenaient tous libres,
Cest-a-dire avec la plus pelite contrainte possible, en prenant,
pour mesure de la contrainte subie pendant un instant infiniment

- petit, la somme des produits de la masse de chaque point par le
carré de la quantité dont il sécarte de la position qu’il aurait
prise, s'tl eat été libre.

-

» Sment m, m/, m" les masses des points; a, «/, " leurs posu;wns
respectwes b b’ 6" les places qu'ils occuperment aprés un temps
infiniment petit r{t en vertu des forces quiles sollicitent et de la vitesse
acquise au commencement, de cet instant. L'énoncé précédent revient
a dire que les positions ¢, ¢/, ¢” qu’ils prendront seront, parmi Loutes
celles que permettent les liaisons, celles pour lesquelles la somme

— —_ —
mbe +m'b'c +~m"b"e" +...

. §era un minlmum,. :
_ » L’équilibre est un cas p’ll‘[lcullel‘ de laloi générale, 1l aura lieu-
lor sque, les pomts étant sans wtesse, la somme

—2

mab +m'a 6"

sera un minimum, ou, cn d’autres termes, lorsque la conservation du
systéme de points dans I’état de repos sera plus prés du mouvement
- libre que chacun tend a prendre, que toul déplacement possible

qu’on 1maginerait. » '

‘Suit la demonstration du principe.

Les équations précédentes démontrent ce principe : elles en sont,
peut-on dire, Pexpression analylique. Mach, a la page 343.de son.
livre (11), parlant du principe de Gauss, considére 'expression

V=S [+ (3 -]
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(&, 7, § désignent les PPOJBCtIOIlS de Paccélération du point m) et
cherche les conditions que doivent remplir &, =, ¢ pour que N soit
minimum; il retombe alors sur 'équation générale de la dynannque.
Dans I'¢dition allemande de U'Encyclopédie des Sciences mathé-
‘matigues et & la page 84 de son article : Die Prinsipien der
rationnelle Mechanik, A. Voss (28) procéde comme il suit pour
établir le principe de Gauss. La position ¢ du point m a pour abscisse
a Pinstant ¢ -~ dt | I
. A
x+z'dt +-—dt ;
1.2 -
la position b qu'il occuperait au méme instant s'il devenait libre a
pour abscisse *

' X 1
- x +x' dt + = —dit2.
m I .2 -

La somme considérée par Gauss comme mesure de la contrainte

X\ oy M 2
gdﬁzm 2 §) +( A L (5,,_ 5) _
4 ' m, o\ m m

Or, celte somme est précisément

—2 —
mbe +mbd'c +...
est alors '

I f
7 4t R,

Elle est minimum parm1 tous les mouvements p0551bles car Ies accé-
lérations rendent B minimum.

VII. — APPLICATIONS A L\ P'HYSIQUE'n{ATHEMATIQUE.

19. Electrodynamlque — Dans un volume de la « Cdﬂection
Smentla » L electrzczte déduite de le:cperwnce et ramenee au
pr mr-zpe des travaux virtuels, M. Carvallo étudie, d’aprés une théorie
de Maxwell, l’apphcamon des équations de Lagrange aux phénoménes
électrodynamiques. 11 fait remarquer, & propos de la roue de Barlow,
que ces équalions ne sont pas toujours applicables aux phenomenes
‘électrodynamiques, notamment dans le .cas des conducteurs a deux
ou A trois dimensions, Il observe que le phénoméne de la roue de
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_ Barlow dépend de trois paramétres 4, ¢, ¢», dont les variations
“arbitraires définissent le déplacement le plus général du systéme ; il
indique que ces paramétres ne sont pas de véritables coordonnées et
qu’a leur ¢gard le systéme se comporte comme un cerceau 3 ’égard
des trois paramétres , @, et ¢ (n°2). Dans ces conditions, les équa-
tions de Lagrange ne sont pas applicables et si ’on peul espérer rat-
tacher les équations de l’E]ectrodynamique a celles de la Mécanique
analytique, il faut choisir une forme d’équations applicable a tous les
Systemes, qu’ils soient holonomes ou non (19).

Pour la roue de Barlow, en employant la notation de Carvallo

(loc..cit.. p. 76 4 80) les équations du mouvement sont :

. ) . 10— Kglg, =Q, :
. ‘ L1q'i+r(6’g§_,‘=‘E1——?'19’I, , ®
Lagy = Ey,—ryq¢),

* . +
ou les seconds membres sont les forces généralisées que nous avons

désignées précédemment par Q,, Qa, Q,. Or les premiers membres
de ces équations s’écrivent

03 as a3

- 9 ogl’ oqy
sil’on pose

S = %[IB”H— Lig+Lag -+ 2Kgh (84— g/ 8") o, . ],

lés termes non écrits ne contenant plus de dérivées secondes des para-
meétres. Les équations du mouvement sont done bien de la forme
générale étudiée dans ce volume ; mais il serait important de savoir
s1 cette fonction S, ainsi formée arnalytiquement, peut étre obtenue
directement par des considérations physiques comme étant V'énergie
d’accélérations S =é =m J2, |

”-

20." Extension 3 la physique des milieux continus; application a la
théorie des électrons. — Dans ce numéro nous reproduirons presque
textuellement une note de M. Guillaume, de Berne (24).

« On peut remarquer que si un systéme posséde une énergie poten-
tielle W, on a '

i=k
D Ugi=—W'1 U,
i=1

MEMORIAL DES SC, MATH. — APPELL
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la somme I étant étendue aux paramétres dont dépend I'énergie
potentielle, U désignant un terme indépendant des ¢; et Q; les
forces dérivant du potentiel. Les forces restantes seront dites forces

extérieures au systéme et nous poserons

i=n

la somme étant étendue & ces forces. S'il y a des équations de liaison
L, = 0, on peut introduire, par une généralisation de la méthode des
multiplicateurs de Lagrange, comme le montre Poincaré dans ses
Lecons sur la théorie de U'élasticité, des fonctions %;, de telle fagon

que 2)\,- L; puisse étre considéré comme une énergie potentielle

»

]
sup‘plémentaire.

» Dans le cas particulier ol I'énergie cinétique

. I "
T = ;Er?;(m’2+y’2+ 5'?)

est exprimée en coordonnées carlésiennes, on a

T’=—;"EM(;.Q?’.%'”-!—]/TJ/”—!—-'EFZH),. -
Tfr = 3 ’?t(wf12+yr12+ .zl.rg ) —+ Em(w' wm +_}".}’m+ zr zrr.r).

doulon déduit

9 1 T
9% 9 0z
» Alors l’expression .
S V=i

R=8 ——Z Qvgy |
¥=1 '

est remplacée par
p P

; ‘— i I i i |
(45) ‘ R = ;T 4+ W +27\ij-—E.

» Si les coordonnées sont quelcongues il faul écrire S 4 la place
de -;‘ T’. Tl est aprés cela aisé d’écrire R pour les milieux continus.
Dans ce cas, au lien du mouvement d'un point 7, on considére celu
d’un élément dz d’'un certain volume V limité par une surface E. Les

fonctions S, T ou W deviennent des intégrales étendues au volume V.
Le terme relatif aux équations de liaison s’obtiendra en multipliant
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les premiers membres de ces equatlonb par A; dr, en les ajoutant et 'en
les intégrant dans le volume V. Le terme E pourra donner a la fois
une intégrale de volume et une mtégrale de surface. En définitive R

. a la forme . o
R:fff%dwff%da,

®, et Y, pouvant contenir les accélérations et leurs dérivées partielles.
On explicitera ensuite les accéleratlons de fagon a mettre R sous la

forme
—fffcpid'c—q—f /‘L‘Jldo‘

ou r,o{ et ¢, sont des polynomes du second ou du premier degré par
‘rapport aux accélérations. Cette transformation est possible, si le
systéme est mecanlque En variant les accélérations, on formera la
variation 3R qui doit &tre nulle quelles que soient les variaiions des
accélérations. En annulant les coefficients de ces variations, on
obtiendra les équations cherchées.

-» Application & la théorie des électrons. — Maxwell, pour établir
un lien mathématique entre la mécanique et les phénoménes élec-
‘triques, se servait des équations de Lagrange : il supposait donc les
~ systémes correspondants holonomes, H. A. Lorentz (40) a reprls et
- généralisé tes idées de Maxwell : ila montré en particulier ce qui suit.

Conmdérons l’energle du champ magnétique ’

(46) | o 'T-—-"-éf_ffb?flf

comme une énergie cinétique el I'énergie du champ élecirique

1 - ’ I *

(47) W=5fffv’df

comme une énergie potentielle, les vecteurs | et d satlsfalsant 4 deux
equatlons de Liaison |

(48) ' erot.h)—p div.y — ¥ = o,
(49) div.y = o,

ou ¥ désigne la vitesse de la matiére et ¢ celle de la lumiére ; on peut
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alors, au moyen du principe de d’Alembert, établir 'équation fonda-
mentale

- v B ) - _ ‘I ;
(50) rot.b-_a-“-éb.

» La démonstration exige certaines restrictions dues & emploi des
quantités d’électricité comme coordonnées et a I'introduction de
‘tous les déplacements virtuels. Lorentz est ainsi conduit & défimr
une nouvelle classe de liaisons qu’il nomme quasi holonomes : 1l
suppose qu'un systéme d’électrons appartient & cette classe. En partant
de ’expression (43), on peut alors, étant données les équations (46),
(47), (48), (49), établir équation (50), en supposant, d’ane fagon
générale, le systéme non holonome | , —_

» En effet, conformément aux significations de T et de W, le
champ magnétique |) est Panalogue d’une vitesse, sa dérivée )’ ana-
logue d’une accélération, le champ ¢léctrique v mesurera Ja défor-
mation produisant I'énergie potenticlle, sa dérivée premiére V sera la
vitesse de variation de cette déformation et D" en sera V'accélération;
Péquation (48) permet d’exprimer immédiatement ¥ en fonction de }y/,
de sorte que nous n'aurons plus qu’une équation de liaison (49) a
considérer. Appelons ¥ do la force agissant sur ’élément do, on a

R :fff [I;h’2+ cbrot.b’—-z)\’div.b’] dr
. 'm-/‘ffﬁil)'dc+...=ff[‘[él)’z—i-cb’rot.h—i—zl;’grad.)\’]
' ;II[C(N}'):;—F)\’!J'+ Fy')ds +.... |
De l'intégrale de volume on tire
(51) ' 1]’.=-—-cr0t.b-—-—9, grdd;7\’.

» Pour déterminer %, il suffit de former div. |’ en tenant compte
‘de 'équation (4g). On trouve alors que % doit étre constant : son
gradient est donc nul et 'équation (51) se réduil a 'équation cher-
chée (50). L’intégrale de surface permet de dét®rminer la force F;
pour trouver la signification de celle-ci, il suffit de chercher le
travail par.unité de temps. On trouve en prenant la constante N
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egale A zero L

5 h == e[dy]s,

c’est-a-dire le flux d’énergie de Poynting. .

Si, restant dans l’éther, on parlait des mémes équations,
I'expression (45) permettrait de déterminer I’équation (48), privée
de terme relatif a la matiére. On met ainsi en évidence, d’une fagon
frappante, le dualisme si souvent constaté.en électricité.
~ » La fécondité de la méthode proposée ici provient de ce que l'on
substitue aux déplacements virtuels des accélérations virtuelles. Les
quantités d’électricité n’entrent plus en jeu. Il n’est pas besoin de
pénétrer dans le mécanisme du phénoméne. De la possibilité d’établir
pour la théorie des electrons les expressions o et ¢y, découle la
possnblhte d’une mterpretatwn mécanique de. cette Lthéorie. Qutre le
principe de ‘d’Alembert, on a essay¢, . surtont depuis Helmholtz,
d’ etendrc le principe d’Hamilton a toute la Physique. -Or ces prin-
" cipes s apphquent mal & la théorie des électrons ; on est en droit de
penser que le principe de M. Appell ainsi généralisé, pourra, dans
no*\bre de cas tout au moins, leur étre substitué avantageusement.

» On peut voir que les conmdérahons ci-dessus s etendent ala_

mécanique d’Einstein. Celui-ci a introduit la fonction (41)

H = — MyC \/I'— _11_2.
I : c?
pour former dans sa mécanique les équations de Lagrange et d’Hamil-

ton. Il est aisé de.voir que H est l’analogue de T dans la mecamque
ordinaire. On a, en effet,

r
3

t dH”

s =%
ou J désigne une force, Cest 'équation fondamentale du mouvement
dans la mécanique nouvelle. La fonction R s’obtiendra en remplagant

T par H" dans I’expressmn (45)

\

VIII. — LIAISONS NON LINEAIRES PAR RAPPORT AUX VITESSES.

21. Possibilité de liaisons non linéaires. — Hertz a montré dans sa
Mécanique (10) que-les liaisons s’expriment par des relations linéaires. |
Mais il est possible que certaines masses ou certaines grandeurs géo-

Sy Pos | |
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métriques tendant vers zéro, un ensemble de 11a1bons linéaires four-
nisse 4 la limite une halson non linéaire imposée & un point d’un
systéme. On peut alors appliquer aux mouvements correspondants
les équations générales précédentes. C'est ce que jai fail en 1911
dans une Note des Comptes rendus (25) puis dans deux articles des
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (25-2).

M. Delassus professeurd la la Faculté des Sciences de Bordeaux,
a consacré, a une étude générale de la question, d’importantes Notes
insérées en 1911 aux Comptes renlus de I’ Académie des Sciences
de Paris (26), et plusieurs Mémoires sur les liaisons et les mouve-
ments des systémes matériels, imprimés dans- les Annales de
[’ L’cole Normale supérieure (‘27) Dans une lettre qu'il m’a adressée - ’
en 1911, M. le professeur Hamel, de Briinn, sans connaitre les
recherches de M. Delassus, a signalé eoalement les dlfﬁcultes qui
‘peuvent se présenter dans le passage 4 la hmlte.

M. Delaqsus a appele « mouvements étudiés par M. Appell » ou
« mouvements abstraits » les mouvements obtenus en étendant le
principe du minimum de la fonction

-

R =2 [’;—z(x”z —|——y”2+ 272y — (X.;r”—}- Y_y”+ Zé”)J
aux liaisons non linéaires. Dans sa Note dc,s Comptev Jendu,s du
16 octobre 1911 (26), il a donné la réalisation de ces mouvements
- comme mouvements limites au moyen des réalisations & tendance
parfaite. Par exemple, L étant la liaison

(L) ' ;1;"2._.?_3/’?‘:5’2,\

M. Delassus considére une ]i'liSOIl linéaire L, contenant des con-
stantes arbltralres ‘donnant, entre .&’ ) 5y, & l’umque relation

~

! ! . o i 1 __
xl2+.},2=—__32’ '

~mais fournissant entre z’, y', & cl_e$° r@lz‘itigqﬁs édpplémentaires qui
‘ d1spdra1ssent a la limite. '
Dans ce qui suit, mon point de vue est différent : pour arriver & la
réalisation limite de la liaison I, je considére unc liaison linéaire L,
- conlenant une constante arbitraire o0, qui ne'donne aucune relation
entre z', y', 7', mais qui, & la limite p=o, fournit la relation (L).

P
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Du point de vue mécanique, ces deux conceptmns sont bien
distinctes. L L |

(Clest ce procede de passage a la limite que je vais exposer sur un
exemple. On trouvera des exemples de I'autre point de vue dans les

publications de M. Delassus (26 et 27).

22. Exemple — Imaginons une roulette de fauteuil roulant sans
glisser sur le.plan horizontalz Yy. Le pied du fauteuil est en EI; |
la roulette tourne autour d’un axe horizontal C porté par une fourche
CD entourant le pied d’un collier D : ce collier peut tourner libre-
- ‘ment autour du pied, de telle fagon que, quand on veut pousser le
fauteuil dans une certaine direction, la roulette tourne autour du pied
et se.place dans le plan vertical de cette direction. Le systéme
n’oppose ainsi aucune résistance au déplacement dans une d1rect1on '
quelconque ' ) I

Pour arriver maintenant & notre mécanisme, il faut supposer une
seule roulette et un seul pied El assujetti, par des tiges latérales re-
posant sur le sol sans frottement de glissement, a rester vertical ; une
tige verticale TM. glisse sans frottement dans le pied ; elle est action-

f
M

~

m 04

C

U‘i"——-nu-..—..-— -

]
$
i
t
1
|
H

née par la roulette, 4 I'aide d’une transmission facile a i'mziginer, de
telle fagon qu’elle s'éléve ou s’abaisse d’'une longueur proportionnelle
a Pangle © dont tourne la roulette, dans un sens ou dans’autre. Cette .
tige porte 4 son extrémité un point M, de masse m, de coordonnées
rectangulaires @, y, z, sur lequel agit une force qﬁelconque F. Clest
ce systéme qui donne, comme 11mlte une liaison quadrauque de la

forme
052 = k2(da? - 8]2),
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Cou Lk demgne une constante, quand on’ suppose 1° que toutes les
masses, sauf celle de M, deviennent d’abord nulles, 2° que la distance '
HP ducentre C de la roulette a la tige TM tende ensuite vers zéro.

. En eéffet, dans ce cas limite, si la rouletle tourne de Bco, son
centre G subit, en projection sur le plan horxzontal 20Oy, un depla—
cement 393, Sy tel que -

V3?4~ 8y2 =a S,

a désignant le i'ayon de la roulette ; d’auire'part, le point M subit un
déplacement vertical proportionnel & 8?.

: ) 82 = b dy;
on a donc '

Szt k(B2 By2),  ki= e o

- Avant de passer a la limite, on a un systéme a liaisons lincaires a
deux paramétres z et ), auquel on peut appliquer les équations
générales qui consistent & écrire que, dans le mouvement, les valeurs
des accélérations sont celles qui rendent mmimum la fonction

R= Z[—(x”2+y ”2),—(){”0”—1—&’)/”-{-7.5”)].

Ecrwant ces équamons et passant a la l1m1te bUSdlte ddns l’ordre
‘mdlque, on trouve, pour le mouvement de M les équations qui
expriment que la fonctlon

. _%m(wf:_z—l-"}’!,?"‘l—zI,a)—(Xmﬂ'?'}_ Y.y”—-i—'Zz”)

©est minimum, quand z" y z" son.t liés par 1a relatlon
| ]cﬂ(ma: —i—y_f’)-——  .;—_-§_
_obtenue par dérivation de 1’équation de liaison.

kﬂ(w’z—hy’?) mz‘ﬂ— 0.

Ces équatlons sont, en employant pour le m1n1mum 2 Ia méthode des
multiplicateurs de Lagrancre,

ma'=X 4 Akra',
‘ my" =Y 4 A2y,
mz' =7— Az
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La force-de liaison, de projections Mk2z', Mk2y',— sz’ est perpen-
diculaire en M, au plan tangent au céne de sommet M défini par

Iensemble des déplacements virtuels
F

8z = A2(822 -+ dy2),

Ie plan étant tangent le long du déplacement réel dz, dy, da.

Le travail de cette force de liaison est nul dans le déplacement
réel : il ne Uest pas pour un déplacement viriuel compatible avec

la liatson.

Faisons le calcul que nous venons d’indiquer. Appelons, dans le
systéme de la figure : z, y, z les coordonnées de M; &,  celles du
centre G de la roulette, le z de ce point étant constant; o la distance

HP; § I'angle de HP avec Oz. On a alors
"z=¢+4pcosl, y=1n-+psind.

Les déplacements virtuels sont définis par les relations

0t = @ cosBdy, &y = a'sinf Jg,
02 = a cosb 8¢ — psin6 30,
8y = a sinf 3¢ + p cosb 80,
0z == by,

Le déplacement réel est assujettl aux conditions suivantes :

t'=acosbe’, %'= asinly,
&' = a cosbo’— p sin b,

Y = asinfo’+ p cos 60,

& =bo';
puis | _
‘ £ = acosh ¢’ — asing ¢'0,
(52) w : " ol
= a sin ¢"+ @ cost o' §’;

i

' = (a¢’ —pbh?)eosb — (pb" 4+ ao'0)sino,
V' =(ag"—pt2)sin0 4 (p0" 4+ ao'8') cosl,

zlf= b(?”;
d’ou l'on tire , |
' % ag’—p0? = 2" cosh + y"sind,

53
( ) Pefr__l_a?’()’:_x”sinﬁ —i—y” cos (.

L’énergie d’accélérations S du systéme se compose de I'énergie S,

MEMORIAL DES $C. MATH., — APPELL

3l
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de la roulette et de 'énergie S, du point M, en négligeant de suite la
masse de la tige et celle de la piéce CGD : J

S = S+ S,.
Or on a, d’aprés ce qui précéde,
28 = W(E? 4+ 1"2)+ A8 2+ By"2 ...,

en appelant p la masse totale de la roulette, A et B ses moments prin-
cipaux d’inertie relatifs & son centre; pws

28y = m(a"2+ y"2 4 5"2);
comme 3" = bo", on a, d’aprés (52),

28 = (pat-+ B+ mb?) "t A0 m (2" YY) 4. .,

ou, en remplacant o” et-§” par leurs expressions tirées de (53),

2 A2 .
M —+- 524‘— ??_Zb (mlf cos +yil sin § e 96’2)2

(54) 28 =

i

—+ %(x” sinf — y" cosb + a ¢ 0')2+ m(a'

B ) L,

les termes non écrits ne contenant plus de dérivées secondes.
Faisons maintenant agir sur le point M une force de projections X,

Y,Z; le travail élémentaire de cette force, pour un déplacement

virtuel, est
X8x +Y38y—+ 173z,

]

ou

3z =b ¢ = g(ﬁx cos 6 - 8y sin0),
02 = k(8z cosl + 8y sinf);
le travail virtuel est donc
(X + hZ cos)dz - (Y 4 kZ sinb) 3.

Les équations du mouvement sont alors

A B X i kZcoss,
(55) ow :
95 Y -+ kZsino.
ay’

Passons maintenant & la limite, en faisant tendre la masse u de la
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roulette et o vers zéro. Les coefficients B et A tendent aussi vers zéro.
Mais, ¢’estici que l'indétermination, signalée anirement par M. Delas-
sus dans le cas général, apparait. Si A et p tendent vers zéro, en. méme

temps, la valeur limite de S dé=pend de la fagcon dont se comporté ?5

. A , )
Nous faisons en sorte que > lende vers séro. Alors S tend vers la
)

limite

' » : 1
S = —mk2(2" cosl + 5" sin )24 ;m(w”2+_y”2)+....-

SH

Les équations du mouvemenl conservent la forme (55) : elles sont
donc \ o
mk*(z"cosh ~+ " sinb) cost + ma" =X + kL cos0,
mk2 (" cos + y” sinh) sinb ++ my” == Y + £Z sin0.

D’autre part, on a alors
z' = acosfo’, Y = asiily’, 7 =b¢,
b

2= k(2" + y"?), k= a
Ces équations sont identiques aux équations fournies par le principe
du minmimum de IR, comme on le voit en remarquant que

N
' &z
2" c0sf + " sinb = o’ = v
\ : Y
[ 7

x )
- cosbe=k—, - sinl==%
z .

- et en POS&llt
Z—m3z"

.z-'

IX. — REMARQUES SUR LES SYSTEMES NON HOLONOMES SOUMIS A DES PERCCSSIONS
' 0U ANIMES DE MOUVEMENTS TRES LENTS.

23., Application des équations de Lagrange dans le cas des per-
cussions. — MM. Beghin et Rousseau montrent dans un Mémoire du
Journal de Mathématiques (30), que la forme des équations de la
théorie des percussions, que j’avais déduite des équations de Lagrange
pour les systémes holonomes, s’applique encore aux systémes non
holonomes, quoique les équations de Lagrange soient alors en défaut.

-
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On peut établir ce résultat par une voie analogue a celle que jai
indiquée an n° 15. Prenons les équations du mouvement d’'un systéme
quelconque sous la forme du n° 15 :

d(aT) oT - ‘

56 — =) — — = Qy+ A v=1,9, ... k)

( ) . dtdqg dQv QV. Y ( ' b) | | ’
Les A, sont des termes correctifs dépendant seulement de ¢y, ¢»,.. .,
Gks G1y Gay « - - Qi 6L du temps ; ces lermes correctifs étant nuls sile
systéme est holonome. Mais alors, si des percussions ont licu pendant

I'intervalle trés court ¢, —-¢,, nous multiplierons les deux termes de
l’équatlon (06) ar dt et nous intégrerons de £, 2 ¢,. Les 1ntecrrales de

aT

dg\,
les équations donneront

| JT T A

().~ (5z), =) @

{s

—dt et A,dt seront négligeables, car les gy et les g, restent finis et

- Ce sont précisément, a la différence des notations prés, les équatiéns
dont on peut déduire celles de MM. Beghin et Rousseau (48).

24. Cas des mouvements trés lents. — On peut faire une remarqueé
‘du méme genre, pour Vapplication des équations de Lagrange, aux
mouvements trés lents d’un systéme non holonome a liaisons indé-
pendantes du temps. |

Si le mouvement est Lres lent, les vitesses sont trés peul;es, par
consequent les quantltes 9’17 r/‘,, c ey q, restent trés petltes Suppo-—
sons alors qu’on neghge les carrés-et les produits de ces quantités :
les termes A, qui figurent dans les équations (56), étant des formes
quadratiques de ¢, ¢y, + .., ¢ sont négligeables et les équations
approchées prennent la forme

d (dT ) aT 0
re— - — —_— )
ig;) ~ I,
ot il restera a supprimer les lermes du deuxiéme degré en ¢, ¢, . « . ;%
Dans ce cas, les équations de Lagrange fournissent donc des équa-
lions approchees du mouvement, qumque cette forme d’équations ne

SOlt. paq rlgoureusement apphcable
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