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Exemplo: Dinâmica do Monociclo 

Considere o problema da dinâmica do monociclo motorizado mostrado na Figura 11a. Um 

modelo simplificado de representação física composto de um disco (representando a roda 

motorizada) e uma barra homogênea (representando a estrutura do veículo, carcaça do motor 

elétrico e passageiro), está ilustrado na Figura 11b. Determinar o torque T(t) do motor elétrico 

necessários para manter uma aceleração translacional constante do monociclo e o valor do 

ângulo  (t) de regime constante. Considere o contato unilateral de rolamento do disco com a 

superfície sem escorregamento e sem descolamento. 
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Figura 11 – Dinâmica do Monociclo 

 

Resolução: a) Sistema: sistema composto por um disco de raio R e massa m e uma barra de 

comprimento 2L e massa M. Há um vínculo de contato de rolamento em C e uma articulação em 

O; b) Diagramas: DVC, DFCL, conforme ilustrado na Figura 11c. c) Referencial e Pólo: Móvel 

solidário ao disco mas não girante Oxyz. d) Teoremas: TR e TQMA.  

 

Da condição cinemática de contato de rolamento sem escorregamento nem descolamento, 

rotação do disco k


   , obtêm-se a velocidade e aceleração do disco:   COVV CO  


    

     iRjRkVO


  0          iRaO


 . 
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Utilizando o TQMA na barra, considerando o pólo acelerado em O’, tem-se que  

    ext
OOO MamOGH

dt

d 
  para a barra de comprimento 2L homogênea e simétrica e 

observando o DFCL, obtêm-se: 

    kTjMgjiLiajiLkJ OxOz


   cossencossen             

  TMLgaMLJ OxOz
  sencos   ;   considerando a condição de equilíbrio quando 

00      obtêm-se:     cossen OxagMLT   

 

Aplicando o TR no disco:  gmRRam COO


      jmgjNiFjYiXimR atOO
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Para aplicar o TQMA, obtêm-se inicialmente o momento da quantidade de movimento 

considerando o pólo em C do disco homogêneo e simétrico (matriz de inércia diagonal):  
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
    ; 

Utilizando o TQMA descrito por:     ext
OOO MamOGH

dt

d 
  , considerando o pólo C  

acelerado do disco e identificando o momento externo aplicado ao disco observando o DFCL, 

obtêm-se:   ext
CCC MamCGH


       

      iXCOkTjmRjRkJ OzCz


  2        kXRkTkJ OzCz


         

Cz

O
z

J

XRT 
  

 

Aplicando o TR na barra:  gMRaM OG


     

A aceleração do centro de massa G da barra é:     




  OGOGaa OG 









    
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
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



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

 cossencossen        

   jiLjiLiRaG








 cossensencos 2    para  (t)  constante  ( 00    e ) 
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A título ilustrativo aplicando novamente o TQMA na barra, considerando agora o pólo em G, 

obtêm-se inicialmente o momento da quantidade de movimento para o barra de comprimento 2L 

homogênea e simétrica:  
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



    ; derivando com 

relação ao tempo e obtendo o momento externo observando o DFCL , termo cruzado nulo e 

considerando que 0  , obtêm-se:    jYiXGOTkJ OOGz




            

   jYiXijLkT OO


   sencos0           sencos OO YXLT    utilizando os 

valores das forças em O’:    cossen OxagMLT   

 

Note no DFCL que o motor de acionamento do conjunto produz um torque T de interação 

interna que aciona o disco e reage na barra com T’.  

 

Finalmente considerando:  RRaOx   ; OxO aMX    e  22
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Adicionalmente a aceleração é função do ângulo razão entre as massas (M/m), entre as 

dimensões (L/R) e gravidade (g): 
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