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Exemplo: Dindmica do Monociclo

Considere o problema da dindmica do monociclo motorizado mostrado na Figura 11a. Um
modelo simplificado de representacao fisica composto de um disco (representando a roda
motorizada) e uma barra homogénea (representando a estrutura do veiculo, carcaca do motor
elétrico e passageiro), estd ilustrado na Figura 11b. Determinar o torque 7(t) do motor elétrico
necessarios para manter uma aceleracdo translacional constante do monociclo e o valor do
angulo @ (t) de regime constante. Considere o contato unilateral de rolamento do disco com a

superficie sem escorregamento e sem descolamento.

Modelo

Figura 11 — Dinamica do Monociclo

Resolucio: a) Sistema: sistema composto por um disco de raio R ¢ massa m ¢ uma barra de
comprimento 2L e massa M. Ha um vinculo de contato de rolamento em C e uma articulagdo em
0; b) Diagramas: DVC, DFCL, conforme ilustrado na Figura 11c. c) Referencial e Polo: Movel

solidario ao disco mas nao girante Oxyz. d) Teoremas: TR ¢ TOMA.

Da condi¢do cinematica de contato de rolamento sem escorregamento nem descolamento,

rotagio do disco @=—wk , obtém-se a velocidade e aceleragio do disco: V, =V, +@d A (0-C)

= V,=0-wkARj=Rwi = d,=Rai.
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Utilizando o TQMA na barra, considerando o pdlo acelerado em O’, tem-se que

d( - = . . g
E(HO)JF (G-0)Ama, =M¢" para a barra de comprimento 2L homogénea e simétrica e

observando o DFCL, obtém-se:
-Jo. 9/2+L(sen0?+cos0j’)/\ anf:L(sen0f+cosﬁj)/\—ng+T’1€ =

~J,.0-MLa, cos@=-MLgsen@+T' ; considerando a condigdo de equilibrio quando

=0 .. 6=0 obtém-se: |T'=ML(gsend-a,, cosb)

Aplicando o TR no disco: mi, =R, +R.+mg = mRai=X,i+Y, j+F, i+Nj-mg]

mRoa=-X,+F, F, =mRa+X,
0=-Y,+N—-mg N=Y0+mg=(M+m)g
Para aplicar o TOMA, obtém-se inicialmente o momento da quantidade de movimento

considerando o polo em C do disco homogéneo e simétrico (matriz de inércia diagonal):

J 0 070 0
(A j=[ial=| 0 J, o {ot={ o ~ Ho=J_ ok ;
0 0 J |. | Jo o

z z

Utilizando o TQMA descrito por: %(I:IO)+ (G-0)Ami, =M , considerando o polo C
acelerado do disco e identificando o momento externo aplicado ao disco observando o DFCL,

obtém-se: H. +(G—-C)amad,. =M =

—Je. 0, k+[RjAmR®* f)=-Tk+(0-C)rA-X,i = —Jodok=-Tk+RX,k =

. T-RX,
COZ:—
JCz

Aplicando o TR na barra: M d, =R, +M g

A acelera¢do do centro de massa G da barra é: a, =a, +§/\(G—O)+§/\[6 /\(G—O)} =

dg :Raf—élg/\L(senﬁz?+cosﬁj)—6"l€/\[—QI;AL(sean+cosﬁj)J =

5G:Raf+L9(cosﬁf—sen9j)—L92 (sen@f+cos€]) para 6(t) constante (=0e 0 =0)
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MRa =X, Xo=Ma,,
=
0=Y,-Mg Y, =Mg

A titulo ilustrativo aplicando novamente o TQMA na barra, considerando agora o pélo em G,
obtém-se inicialmente o momento da quantidade de movimento para o barra de comprimento 2L

homogénea e simétrica:

J

. 0 0|10
{FIG}:[J]G{Q}: 0 J, 0]40p=< 0 = H,=-J, 6k ; derivando com
0 0 J .10 V.0

relagdo ao tempo e obtendo o momento externo observando o DFCL , termo cruzado nulo e
considerando que 6 =0 , obtém-se: —J, Gk =T"+(0' - G) A (XO, i+7, ]) =

0=T’l€—L(cos€]‘+sen0f)/\(Xo,Z+YO,]’) = T'=L(-X, cosé+7Y,send) utilizando os

valores das for¢as em O’: |T" = ML (g senf —a,, cos 6’)

Note no DFCL que o motor de acionamento do conjunto produz um torque 7 de interagao

interna que aciona o disco e reage na barra com 7”.

Finalmente considerando: a,, =Ra=Ro ; X, =Ma,, e J.=J,+mR’ :%mR2

. T-RX,
(OZ:—
JCZ

T=J.o+RX, :%mR2%+RMaOX = [T=(M+3m/2)Ra,,

Adicionalmente a aceleracdo ¢ funcdo do angulo razdo entre as massas (M/m), entre as
dimensdes (L/R) e gravidade (g):
o _T-RX, N _&_—L(Mancosﬁ—Mgsenﬁ)—RMaOX

’ JCZ R JCZ

B (M /m)L/R)sen6
o " 1M /m)L/ R)cos 6+ (M /m)2/3R)-1]°




