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1. Introdugao

Os sistemas mecanicos podem estar submetidos a impactos durante a sua movimentagao. Neste

caso havera variagdo repentina da velocidade sem mudanca significativa de posi¢ao. Da segunda

lei de Newton aplicada a uma particula sabemos que md = F ou em diferencial:
m—=F ou  mdV=Fdt (1)

expressao que integrada durante um intervalo infinitesimal de tempo (#; — #,) correspondente ao

impacto, resulta em:
v, — t, — — — t, —
mjV dV=("Fdt ou m(Vz—Vl)zj Fdt )
Chamando a integral definida 7 = .[ "Fdt de IMPULSO obtém-se a expressdo da variacdo da
velocidade da particula no impacto:
mAV =1 (3)

A propriedade do centro de massa permite expressar o Teorema da Resultante dos Impulsos
(TRI) para um corpo rigido e utilizando o momento da quantidade de movimento descreve-se o

Teorema do Momento dos Impulsos (7M]I) respectivamente como:
mAV, =1 e J,Ado=M] (4)

Para impacto ¢ utilizado a expressdo empirica de “Coeficiente de Restituicdo” que relaciona a
velocidade normal de aproximagdo entre os corpos (¥ ) no instante imediatamente anterior ao

impacto (¢~ ) e velocidade de afastamento (7" ) imediatamente posterior, descrita como:
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Vie—eV onde V' =(F -V )i e v =[F -7 )i (5)

onde o escalar e (podendo variar entre 0 e 1) caracteriza o impacto totalmente plastico ou
elastico (admite-se que exista uma Unica normal entre as superficies em contato). Esta ¢ a
hipodtese atribuida a Newton. Para mais informagdes, consulte o livro: Mecanica Geral (Franga e

Matsumura, 2011).

2. Bola Saltando (bouncing ball)

Considere que uma bola ¢ lancada com condi¢des iniciais conhecidas. Determinar qual a
trajetoria da bola no espago e sua interacdo com o solo, considerando a bola como um corpo
rigido com 3 graus de liberdade e movimento no plano Oxy, conforme mostrado na Figura 1.
Sabe-se ainda que o contato com o solo durante o impacto ¢ parcialmente eldstico e sem

escorregamento longitudinal.

Figura 1 — Bola em Movimento (plano Oxy)
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Trata-se de um problema ndo linear com comportamento variavel em funcdo da posi¢cdo. Serd
utilizada para a solucao do problema a técnica de integracao numérica determinando a dindmica

anterior ao impacto, com mudanca das condi¢des inicias no impacto e dinamica posterior.

2.1. Modelo da dinédmica

O modelo do sistema “bola em queda livre” € obtido pela aplicacdo dos teoremas de dinamica ao
corpo livre. Para tanto o diagrama de forcas sobre o corpo livre, foi elaborado indicando as a¢des

de forgas externas e impulsos no instante do impacto, conforme apresentado na Figura 2.

Figura 2 — Diagrama de forcas sobre o corpo livre (DFCL)

Movimento de Translagao

Os movimentos de translagdo sdo obtidos pela aplicagdo do Teorema da Resultante (7R) ao

centro de massa do corpo:
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2 —_ —
m%:f‘}? (6)

sendo que o lado direito da equagao ¢ obtido do diagrama de forgas sobre o corpo livre da Figura

2

Movimento de Rotagao

O movimento de rotacdo ¢ obtido pela aplicagdo do Teorema da Quantidade de Movimento
Angular (TOMA) tomando como poélo o centro de massa do corpo apenas da dire¢ao ortogonal ao

plano Oxy:

%[{f i okl )]+ G-0)ra, = S Mg Joa =Y M -

Equacdes de Movimento

Separando as equacdes do movimento plano em cada direcao, obtém-se:

mi=0
my =-mg (8)
J ,0=0

2.2. Modelo do Impacto

O modelo do sistema “bola em impacto” ¢ obtido pela aplicacdo dos teoremas de impacto. Para
tanto o diagrama de velocidade do corpo livre foi elaborado, indicando as velocidades
translacionais e angular imediatamente antes e depois do impacto parcialmente elastico sem

escorregamento, conforme apresentado na Figura 3.
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antes depois

Figura 3 — Diagrama de Velocidades

Utilizando as expressdes do TRI e TMI para o pdlo descrito anteriormente:

—

mAV,=1" e J,Ad>=M|, 9)

e a relacao do coeficiente de restitui¢do V" =—e V'~ aplicada apenas na diregdo y e utilizando o

diagrama de impulsos da Figura 2, obtém-se:

m(Vg, =Va) =1,
Ve =—€ Vg, (10)
JzG(af —a)‘):rl

X

Como o impacto ocorre sem escorregamento a velocidade na dire¢do longitudinal no ponto C de
contato durante o impacto permanece imével ou seja, V. =0 e V. =0 obtém-se da formula de

campo de velocidades no impacto:

Vo=V .+&A(G-C) ou V., =rw (11)
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Desta forma considerando a bola de massa m como uma esfera de raio ¥ € momento de inércia

J, =2mr’ /5 eresolvendo o sistema de equagdes algébricas, obtém-se:

Ve =2ro +5V,)7
Vg =—eVg, (12)
o =2ro +5V;,)/r

Estas sdo as equagdes que relacionam as velocidade translacional (V) e rotacional (") no

instante imediatamente posterior ao impacto com as velocidades anteriores ao impacto (V™ e @~

respectivamente).

3. Simulagao

Para a simulagdo do sistema ndo linear sera utilizado um algoritmo de integracdo numérica. A

simulagdo ocorre em trés etapas sucessivas e repetidas:

e Dinamica livre anterior ao impacto;
e Impacto;

e Dinamica posterior (até o proximo impacto).

3.1. Implementacdao numérica

Para a implementagdo numérica serd utilizado um vetor de espago de estados para redugdo das
equacdes diferenciais de segunda ordem para um sistema duplo de primeira ordem. O vetor de
estado sera formado pelas coordenadas independentes do sistema (conforme mostrada na Figura

1) e suas derivadas:

z={x y 0 % y o (13)
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O sistema dindmico fica descrito pelo conjunto de equagdes diferenciais de primeira ordem:

{2} =[4liz}+[Blu} (14)

onde z={x y w X J w} e {u} ¢ o vetor de agdes externas atuantes nos graus de

liberdade segundo a proporcao [B].

Devido a simplicidade do sistema, as matrizes [4] ; [B] e {u} resultam em:

e fuf=g (15)

—

N

[A—
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O vetor com a derivada dos estados {z} devera ser integrada numericamente utilizando o
algoritmo ODE (ordinary differential equation) do programa Scilab (ou Matlab) para as
condigdes iniciais z,={x, », 6, X, », @, até que seja atingida a cota y = 0 que

corresponde a posi¢do do impacto.

Considerando que os instantes de tempo para a saida z iniciam-se em #0 no espagamento ¢, a

sintaxe da instrucio de INTEGRACAO NUMERICA utilizando a fun¢io ODE sera:
[z,rd] = ode("roots", z0, t0, t, bola, 1, interrup);

A fungdo bola recebe os estados iniciais z0 e o instante de tempo inicial #0 e contem as equagdes

de movimento conforme descrito acima:

function zpto = bola (t,z)
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O processo se repete para os demais instantes de tempo ¢ sempre utilizando o estado do instante
anterior z até que a interrup¢do no instante de impacto seja identificada pela opc¢ao “roots” do

integrador.

3.2. Tratamento do Impacto

No instante do impacto a integracdo deve ser interrompida, o vetor de estados deve ser

substituido pelas condi¢des inicias correspondentes aos estados posterior ao impacto e reiniciada.

zp={x y 6 X' ¥y o} (16)

como por definicio o impacto ocorre sem mudanca substancial de sua posi¢do, apenas as
velocidades posteriores ao impacto sdo atualizadas, conforme a solu¢do do problema de impacto

descrito no item 2.2.

Para a interrup¢do do processo de integragdo numérica utilize-se de uma funcdo auxiliar que
verifica a interceptacdo do zero (root finder). Esta opcao ¢ selecionada dentro da chamada da
fun¢do ODE (“roots”) que fornece além da saida z o instante rd do zero da fun¢ao de interrupgéo.

A fungdo de interrup¢do pode ser expressa em funcdao do tempo ou de qualquer estado. Neste
caso utiliza-se da coordenada y = 0 (que corresponde ao estado z(2)) como fungdo para a

interrupgao.

A sintaxe do comando que faz a verificagdo da raiz da fungado é:

function w = interrup(t,z) ~ w= z(2);  endfunction
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4. Resultados

Como exemplo de verificagdo do desempenho deste algoritmo o movimento da Bola Saltando
foi simulado. A bola foi lancada com velocidade inicial e velocidade angular e percorre uma
trajetoria eliptica livre até tocar o solo (altura igual a zero). Neste instante o processo de
integragdo ¢ interrompido, o problema de impacto ¢ solucionado obtendo as velocidade
translacional (¥ ") e rotacional (") no instante imediatamente posterior ao impacto. Estes
valores tornam-se as novas condigdes iniciais para a continua¢ao da integragdo do movimento.

Os resultados estao apresentados na Figura 4 para as condic¢des iniciais descritas no anexo.

MOWVIMENTO DA BOLA
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Figura 4 - Bola Saltando
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6. ANEXO -A

Descri¢ao do sistema dindmico e condigdes iniciais para a simulacao

// Dados do sistema:

m = 0.623; // massa da bola em kg;
p =0.749; // perimetro da bola em metros;
r = p/(2*%pi); // raio da bola em metros;

Jg =2*m*r*r/5;  // momento de inércia da esfera;

g=9.81; /I Aceleracdo local da gravidade em m/s"2;
ey =-0.8; /I Coeficiente de restitui¢dao na dire¢ao y;
Fy=-g;

// Atribuigdo das condi¢des iniciais:

x0=0.0; // Posi¢ao longitudinal inicial da bola;

y0 =2.0; // Posicao vertical inicial da bola;
omegal = 0.0; // Posi¢do angular inicial da bola;

xpto0 = 3.0; // ' Velocidade longitudinal inicial da bola;
ypto0 = 6.0; /! Velocidade vertical inicial da bola;

omegapto0 =-90.0;  // Velocidade angular inicial da bola

12
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7. ANEXO -B

Codigos do Programa de Integragdo Numérica no programa SCILAB

// CODIGO PARA SIMULAR BOLA SALTANDO
// SCILAB 6.0.0

// Copyright 2018 Roberto Spinola Barbosa

// Versdo 06 de junho de 2017

//
cle // limpa a tela
clear // apaga todas as variaveis da memoria

xdel(winsid()) // fecha todas as figuras

//Dados do sistema:

m=0.623; // massa da bola em kg

p=0.749; // perimetro da bola em metros
r=p/(2*%p1); // raio da bola em metros

Jg = 2*m*r*1/5; // momento de inércia da esfera

g=9281; // Aceleragdo local da gravidade em m/s"2
ey =-0.8; // Coeficiente de restitui¢do na dire¢do y

// Acoes Externas

Fx=10.0;

Fy=-g

Mz = 0.0;

//Defini¢do das condicdes iniciais

x0=0.0; // Posi¢ao longitudinal inicial da bola
y0=2.0; // Posicdo vertical inicial da bola

tetaO = 0.0; // Posi¢ao angular inicial da bola

xpto0 = 3.0; // Velocidade longitudinal inicial da bola
ypto0 = 6.0; // Velocidade vertical inicial da bola

tetapto0 = -90.0;  // Velocidade angular inicial da bola
// Formagdo do vetor de estados z0 (vetor coluna das 6 condi¢oes iniciais)

z0(1) = x0;
20(2) = y0;
z0(3) = teta0;
z0(4) = xpto0;
z0(5) = ypto0;
z0(6) = tetaptoO;

// Instantes de tempo para o integrador

t0 = 0.0; // Instante de tempo inicial

tf=8.0; // Instante de tempo final

dt=0.1; // Incremento de tempo utilizado na saida do integrador
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/14 fungdo zponto contendo a descri¢do do sistema Az para ser integrado numericamente
// onde z é o vetor de estados e t o instante de tempo

function zpto=Dbola(t, z)
zpto(1) = z(4);
zpto(2) = z(5);
zpto(3) = z(6);

zpto(4) = Fx;

zpto(5) = Fy;

zpto(6) = Mz;
endfunction

// Fungdo de interrupgdo associada com opg¢do "roots" da ODE
function w=interrup(t, z)
w=12z(2); // impacto na posi¢cdo z(2) =y =0
endfunction
// Integragcdo numérica da fungdo bola usando a fun¢do Ordinary Differential Equation - ODE

zout = []; // cria vetor de saida
tout = []; // cria tempo de saida

while (t0 <tf)  /loop quando houver impacto (interrup¢do)
t =t0:dt:tf; // gera novamente instantes de tempo para integragdo (de t0 a tf em intervalos dt)

[z,rd] = ode("roots", 20, 10, t, bola, |, interrup); //INTEGRADOR onde z é a saida até interromper no instante
do impacto (rd)

np = size(z); np = np(2); // tamanho da saida até o impacto

t hit=rd(1); // instante do impacto

zout = [zout z]; // salva estados de saida até impacto

tout = [tout [t(]:(np-1)) t hit]]; // separa trecho de instantes de tempo (-1) + instante impacto
t0 =rd(1); // novo instante de tempo inicial

//Novas condigdes iniciais depois do impacto com restitui¢do ey
z0(1) = z(1,np);

z0(2) = z(2,np)+100*%eps;

z0(3) = z(3,np);

z0(4) = (2*r*z(6)+5%z(4))/7,

z0(5) = (ey*z(5,np))

z0(6) = -(2*1*z2(0)+5%2(4))/(7*1);

end

tout = [tout tout(5)+dt];  /acrescenta o ultimo instante de tempo

// APRESENTACAO DOS RESULTADOS

scf(1),xgrid;

xtitle("POSICAO DA BOLA");
xlabel ("Tempo (s)");

ylabel ('Posi¢do (m)");
plot(tout,zout(1,:));
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scf(2),xgrid;

xtitle("ALTURA DA BOLA");
xlabel ("Tempo (s)");

ylabel (‘Altura (m)");
plot(tout,zout(2,:),'0-);

scf(4),xgrid;

xtitle("VELOCIDADE DA BOLA");
xlabel ('Tempo (s)");

ylabel ('Velocidade X (m/s)');
plot(tout,zout(4,"));

scf(5),xgrid;

xtitle("VELOCIDADE DA BOLA");
xlabel ("Tempo (s)");

ylabel ('Velocidade Y (m/s)');
plot(tout,zout(5,));

scf(6),xgrid;

xtitle("VELOCIDADE ANGULAR DA BOLA");
xlabel ("Tempo (s)");

ylabel ('Velocidade Angular (rad/s)");
plot(tout,zout(6,:));

scf(7),xgrid;

xtitle("MOVIMENTO DA BOLA");
xlabel ('Posicao(m));

ylabel (‘'Altura (m)");
plot(zout(1,:),zout(2,:),'0-");

scf(8),xgrid;
plot(zout(2,:),zout(5,));
xtitle("PLANO DE FASE");
xlabel ('Posicao (m)");
ylabel ('"Velocidade (m/s)");
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