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1. MOTIVAGAO

A roda ¢ um dos dispositivos mecanicos mais antigos e mais utilizados ao longo dos tempos. Os
veiculos terrestres utilizam a roda para se movimentar no plano ao longo das ruas e estradas. A
roda constitui-se em um vinculo de apoio vertical e movimento longitudinal para o veiculo
restringindo seu deslocamento vertical, lateral e de pivotamento. Estas restrigdes de movimentos
sdo produzidas pelas forcas de contato. No dispositivo veicular a roda pode ainda, se movimentar

angularmente na dire¢do ortogonal ao plano, permitindo o direcionamento do veiculo.

Figura 1 — Deformacao Lateral do Pneu (internet)

Para a inclusao das forcas de contato no modelo de um veiculo é necessario a identificagao dos

efeitos no contato da roda com a superficie para a determinacgao das forcas de contato.
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2. Movimento de Rolamento

Para a simulacdo dindmica de veiculos sob rodas, o elemento-modelo “pneu/estrada” ou
“roda/trilho” s3o de especial importancia. Para uma modelagem adequada, a resolucdo do
modelo completo do veiculo deve ter uma relagdo equilibrada com a complexidade do modelo de
pneu utilizado. Atualmente, dois grupos de modelos podem ser identificados: modelos de
manobrabilidade e modelos estruturais ou de alta frequéncia [Rill, 2020], mais complexos

voltados para estudos estruturais e de ruido.

Modelos simplificados de pneus sdo adequados para simulagdes de dindmica de veiculos
rodovidrios, onde os elementos da estrutura podem ser consideradas como rigidos. Do lado do
pneu, prevalecem os modelos de pneus “semifisicos”, onde a descri¢do das forgas e torques se
baseia nas caracteristicas de deslizamento no contato medidas e observadas. Essa classe de
complexidade do modelo de pneus ¢ caracterizada de um lado pelo compromisso entre a
simplicidade da representacdo e facilidade de uso, e de outro, pela eficiéncia no tempo de

computagdo e precisdo dos resultados.

2.1. Geometria de Contato

Grosso modo, o pneu pode ser descrito por uma banda de rolamento (belt model) e dois discos
laterais (flanco ou flange lateral), conforme ilustrado na Figura 2. Na elaboragdo dos modelos de
pneus, a area onde o pneu esta em contato com a estrada ¢ aproximada por um plano de
superficie local efetiva que ¢ definido pela area normal em um ponto especifico P chamado
ponto de contato, ilustrado a direita na Figura 2. O ponto de contato geométrico ¢ definido pelo
ponto na linha de interse¢do entre o plano central do aro e o plano da estrada local efetiva que
possui a menor distancia ao centro do aro. Tecnicamente, seu calculo ¢ simples. Mas, o plano de
estrada local efetivo muda sua orientacdo a cada local em estradas irregulares e, portanto, ndo ¢

conhecido antecipadamente.
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Figura 2 — Contato do Pneu com Pavimento Irregular (Rill, 2020)

Uma técnica de descricdo representativa apropriada pode superar esse problema é o modelo de
pneu TMeasy (Rill, 2020) que se utiliza de apenas quatro pontos de estrada representativos para
esse fim. E claro que quaisquer trés pontos que por acaso nio coincidam ou formem uma linha
reta ja definirdo um plano. Mas, quatro pontos de amostragem fornecerdo uma melhor e mais

robusta aproximacao da inclinagdo local da estrada nas direcdes longitudinal e lateral.

2.2. Comprimento do Contato de Rolamento

Em situagdes de contato normal, a diferenca entre o raio efetivo do pneu sem carga e o raio
estatico elastico, fornece a deformacao do pneu Az = ry — rs. No entanto, esta deformagdo geral
consiste em duas partes Az = Azr + Azg onde Azr € Azg denotam o flanco lateral médio e a
deformacao da banda de rolagem do pneu, conforme ilustrado na Figura 3. Aproximar a deflexao

da banda de rolagem Azg truncando um circulo com o raio do pneu sem carga ry resulta em:

(£j +(r0—AzB)2 =7 (1)
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Sob condi¢des normais de operagdo, as deflexdes da banda de rolagem serdo comparativamente

pequenas. Considerando Azg <<r; como certo, a equagao anterior se simplifica para:

2
%221’0&5 = L=48rAz, (2)
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Figura 3 — Flanco Lateral e Banda de Rolagem do Pneu (Rill, 2020)

Modelos estruturais complexos de pneus podem calcular essas deflexdes explicitamente.
Considerando um modelo de pneu de manobra, ¢ necessdria uma aproximacdo pratica.
Assumindo simplesmente que a deformacao da banda de rolagem seja aproximadamente igual a
deformacao do flanco, portanto Azr = Azg =~ 1/2 Az se manterd de acordo com Az = Azp + Azg.

Nessa situagdo obém-se aproximadamente o comprimento de contato em fun¢do do raio do pneu

sem carga 1y ¢ da deflexdo do pneu Az:

L=y8rAz, = L=+8rAz/2 = L=2JnAz 3)

A inspecdo pratica da impressao (pegada ou foot-print) do pneu de um carro de passeio sobre o
solo resulta a um comprimento de contato de aproximadamente: L =~ 140 mm. Para esse pneu, a

carga, a rigidez vertical e o raio sem carga sdo especificados com F, = 4.700 N, k, = 265.000
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N/m e rp =317 mm. A deflexdo total do pneu pode ser estimada por Az = F,/ k, = 4700 N / 265
000 N/m = 0,0177 m neste caso particular. Entdo, utilizando a equacdo anterior obtém-se L =
150 mm um comprimento de contato que corresponde muito bem com o comprimento tipico da

impressao do pneu observado na pratica.

2.3. Raio Efetivo de Rolamento

Se um disco rigido de raio rp realiza um movimento de rolagem em uma superficie plana sem
escorregar, entdo a equagdo de restricdo vincular de movimento V' =r, -Q; também conhecido

como condicdo de movimento de rolamento, ira acoplar a velocidade V' do centro do disco a
velocidade angular Q do disco. Em uma roda rolante, a deflexdo do pneu eléstico deve ser levada
em consideracdo de alguma forma. Para tanto, o movimento de rolagem de uma roda com raio
descarregado ry e raio carregado ou estatico definido como rs, serd comparado a um disco de
rolagem de raio de rolagem ficticio ou dinamico rp, conforme ilustrado na Figura 4b. A

velocidade translacional do centro do disco e angular sdo dados por:

d d
V=—x e Q=— 4
dr ar’ *)
dx do
0 que resulta para o arco A que: EZFDE ou dx=r,-dp ou Ax=r,-Agp (5)

onde Ax denota a distancia de deslocamento se o disco de rolamento de raio rp girar com um
angulo especifico Ap. Supondo que o angulo de rotagdo A¢ faca com que a roda de raio sem
carga ryp execute um movimento de rolamento onde uma particula do piso ¢ transportada do
inicio da area de contato até o centro da area de contato, conforme ilustrado na Figura 4a, entdo a

distancia de deslocamento da roda sera dado por:

Ax=r,-senA¢p (6)
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A comparacdo com um disco rolante com base na mesma distancia de percurso, fornece o valor

do raio dinamico:

nAp=r,-senAp = 1, =1, (7)

wheel with
deflected tire

Figura 4 — Raio Efetivo de Rolamento (Rill, 2020)

Para rota¢des angulares pequenas, mas finitas, a funcdo seno pode ser aproximada pelos

primeiros termos de sua expansao de série de Taylor resultando em:

1
A(p—gA(/f L
FDZFOA—(DZI"O'(I—EA(D j (8)

Utilizando a relagdo cosAg =r, /7, obtida da inspe¢do da na Figura 4a e expandindo em série

obtém-se:
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1
COSA(P=1—5A(P2 = (P2=2'(1_COSA(P):2{——j 9)

E obém-se finalmente o raio de rolamento dindmico como um valor médio ponderado do raio

descarregado e carregado ou estatico de um pneu:

1 7 2 1
ro=r-1l-—=|1-S | |=Zn +—7 10
D 0 |: 3( roj} 3 0 3 S ( )

Note que para um pneu proximo a descolamento do solo, rs = ry sera valido. Entdo, a Equagao
(8) fornece um raio de rolamento dindmico de rp = ry que corresponde a solucdo trivial da

Equacao (7) quando a fun¢do seno é simplesmente aproximada por seu argumento.

3. MODELO DE CONTATO DE ROLAMENTO

A roda de veiculo ¢ constituida de um aro metalico rigido (roda ferroviaria) eventualmente
envolvido por uma banda elastica constituindo um pneu (roda automotiva). A hipotese de corpo
perfeitamente rigido, mesmo para rodas metdlicas ferroviarias, limita a descricdo do

desenvolvimento das forgas de contato decorrentes de deformacdes elasticas.

3.1. Modelo de Corpo Rigido

A roda pode ser considerada como um disco rigido com apenas um ponto de contato com a

superficie quando a deformagdo vertical fruto da elasticidade do pneu for desconsiderada.
Quando o rolamento ¢ sem escorregamento (rolamento puro) a relagao VC = VG +Q/\(C—G)

para (C—G) =r, se verifica, conforme ilustrado na Figura 5.

O ponto de contato de uma roda tem posicao variavel durante o movimento mas permanece, a

cada instante, em contato com o pavimento devido a axi-simetria da roda. Para o rolamento de



DINAMICA 9

um disco sem descolamento o ponto C da roda deve estar, a cada instante, em contato com o
ponto C’ do solo, naquela posicdo. O eixo do veiculo constitui um vinculo de articulagdo para
com a roda que impde um arrastamento de translacao longitudinal solidaria ao veiculo, associado

com movimento relativo de rotagdo em torno do eixo da roda. Portanto o eixo ¢ o centro G da

roda tem a mesma velocidade de translacdo V. = 170 do veiculo (movimento de arrastamento).

A periferia da roda tem movimento tangencial relativo ¥, devido a rotagio propria da roda,

conforme mostrado na Figura 5. A velocidade absoluta do ponto C (ponto de contato com o solo)

pode ser obtida por composi¢ao de movimento conforme:

—

VC = V:’el + V;rr onde I/vrel Vvve[culo

=QA(C-G) eV

arr

— V.=V, +QA(C-G) (11

- -
Vrel:'Q/\(C_G)

%
Varr
%
Vrel
Plano de Contato Composigao de

Velocidades

Figura 5 — Rolamento em Contato

Portanto quando a velocidade circunferéncia (relativa) ¢ maior que a tangencial (arrastamento)
V. <0 ocorre escorregamento no ponto de contato para “trds”ou seja a forca de atrito na roda

ocorre para “frente” na tangente do plano de contato entre os corpos.
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Desta forma, para o rolamento puro da roda rigida (ou seja rolar sem escorregamento no ponto
de contato) o movimento deve respeitar a condi¢do de vinculo com o solo (ponto C’) que tem

velocidade nula:

V.+QA(C-G)=0 (12)

Ou seja no rolamento sem escorregamento, a velocidade circunferencial (relativa) deve ter
magnitude e direcdo contraria a velocidade de arrastamento da ponta do eixo da roda (ou seja a

do veiculo). Note ainda que a velocidade circunferencial tem dire¢do do plano da roda

— —

V =QA(C-G) que tem rotagdo () que varia com o angulo de estercamento do volante de

rel

direcao.

3.2. Modelo de Corpo Flexivel

Verifica-se que o pneu possui deformagdo elastica o que torna a mecanica de contato bastante
complexa. Assumindo que o pneu seja elastico, a cinematica de movimento na regido do contato

pode ser modelada explicitando as velocidades relativas no plano de contato.

Quando a velocidade rotacional da roda (relativa) ¢ maior que a velocidade translacional do
centro (arrastamento) a velocidade absoluta do ponto C (ponto de contato com o solo) pode ser

obtida por:

V > 17 onde V = Q A\ (C_ G) 5 I;'arr = I7vveiculo

rel arr rel

— V.=V +QA(C-G)<0 (13)

desta forma o Centro Instantineo de Rotagdo se localiza acima do plano de contato, conforme

ilustrado na Figura 6b.
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Figura 6 — Campo de Velocidades e Centro Instantaneo de Rotac¢ao

Quando a velocidade rotacional da roda ¢ menor que a velocidade translacional do centro a

velocidade absoluta do ponto C (ponto de contato com o solo) pode ser obtida por:

—

V,<V._ onde V,=QA(C-G) e V, = > V.=V +QA(C-G)>0 (14)

rel arr arr veiculo
desta forma o CIR se localiza a baixo do plano de contato, conforme ilustrado na Figura 6a.

Neste texto a cinematica de corpo rigido sera utilizada para a determinacdo das velocidades
relativas no plano de contato. Um modelo elastico simplificado permite calcular a velocidade
relativa entre o corpo e o solo (fixo) portanto determina as deformagdes locais no plano de
contato para o calculo das for¢as de contato (modelo de escova — brush model, Pacejka 2002). O
conceito de escorregamento modular (ou micro-escorregamento - creep) ¢ introduzido e permite

associar as for¢as de contato com a rigidez do contato da roda.
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4. Modelo Longitudinal de Contato de Rolamento

A roda ¢ o elemento de vinculo entre o veiculo e a pista que permite o deslocamento longitudinal
do veiculo, limitando entretanto os movimentos vertical e lateral. Este elemento tem movimento
de translag¢@o horizontal paralelo ao seu plano e rotagdo em um eixo ortogonal a ele (x e €2, ).
Quando houver velocidade relativa no contato ou seja deformag¢dao ou micro-escorregamento,
seja na direcdo longitudinal ou lateral, havera producao de esfor¢o reativo devido as

deformacdes locais do corpo elastico.

O conceito de escorregamento ¢ fundamental para a compreensao do fendmeno de transmissao
das forcas tangenciais no plano de contato de rolamento. Considere como exemplo o caso de
escorregamento intenso de um disco rigido, onde a diferenca entre a velocidade circunferencial e
a de translag¢do seja muito grande, £2R >> V’¢. Nesta situacao, desenvolve-se grande intensidade
de escorregamento (v) no plano de contato e a forca longitudinal produzida no contato (Forca de
atrito) pode ser determinada pela relacdo de Coulomb expressa por |Fat| < u N, conforme
apresentado na Figura 7, onde o limite maximo ¢ x N. Quando a velocidade circunferencial ¢
maior que a tangencial, o escorregamento ¢ menor que zero ¢ a forca longitudinal positiva.
Quando as velocidades de translacdo e de rolamento sdo proximas, pequeno deformacdo local

sera desenvolvida.

Como a roda dos veiculos possui uma cobertura elastica de borracha (pneu), as forgas vinculares
em geral produzem deformacgdo (corpo elastico). A for¢a de contato entre dois corpos em
rolamento ¢ relacionada portanto com deformacdo local produzida pela diferenca entre a
velocidade de translagdo e velocidade tangencial de rolamento (deformagao do material no ponto
de contato). Para o caso de uma roda ferroviaria, inteiramente de aco, vale 0 mesmo principio

embora as deformacdes sejam muito menores.
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Escorregamento no Contato

Figura 7 — Forca longitudinal para grande escorregamento

Considerando agora a roda ELASTICA submetida a forca vertical, devido ao peso proprio do
veiculo, o comprimento “a” da regido deformada (ver Figura 8) ¢ exponencialmente
proporcional ao peso do veiculo (V) e a elasticidade do material (teoria de Hertz). Para uma roda
com velocidade tangencial Vg, conforme mostrado na Figura 8, o tempo 7 para um ponto da

(13 »

roda percorrer a distancia “a” entre os instantes #yp — #; da regido deformada de contato ¢ de:

(15)

Para que haja desenvolvimento de forca longitudinal de tracdo, a velocidade periférica deve ser
maior que a velocidade de translagdo da roda (£2 R > V). Considerando o modelo de escova
(brush model, Pacejka, 2002) e discretizando um SETOR do disco de abertura d&, conforme
mostrado na Figura 9, e desprezando a variagdo do raio R na regido de contato, obtém-se um

elemento de contato comprimento du =dé Rp.
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Roda sem deformacgao
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Deformacao no Contato

Figura 8 - Deformacao da Roda Elastica e comprimento de contato
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Figura 9 — Setor do disco

Observando o comportamento do elemento discreto do disco com tamanho reduzido du em

contato com o pavimento durante a passagem pelo comprimento de contato a, conforme

mostrado na Figura 10, e considerando que este elemento discreto toca a pista de rolamento no
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instante inicial £, = 0, a deformagdo longitudinal do elemento ¢ produzida pela diferenca entre a
velocidade periférica do disco Ve e a velocidade de translagdo Vg do centro do disco. A

deformacao radial do elemento nao ¢ considerada neste modelo (LuGre tire model, De Wit 1995)

QR,

elemento de contato

A

v é\ﬂd\

'QRD>V a t0:O

Elemento de Contato

Figura 10 - Detalhe do Elemento de Contato da Roda

4.1. Escorregamento Plano

Enquanto um setor da roda e a pista permanecerem em contato, ou seja, no intervalo de tempo 0
<t < T, conforme mostrado na Figura 11, quando o elemento de contato (setor) estd na posi¢ao u
no instante ¢, a deformacgao € proporcional a diferenca entre as velocidades (modelo longitudinal

puro linear) e expressa por:

v(u)=(QR, V)t (16)
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0<t<T

QOR>V | u

Deformacéao no Contato

Figura 11 - Deformacio do Elemento de Contato

No instante de tempo final 7 quando o elemento estd na iminéncia de abandonar a regido de
contato (ver Figura 12) a deformagdo que aumentou progressivamente atinge seu valor maximo

sendo CXPresso por:

QR, -V
Uy =(QR, —V)T ou _©@R,-7) |l;/| ) a (17)
.QRD i
I
| |
| |
' I
i i
QRp>V —> |
1 U \!
g
t/ =T | 4 ty :IO
Deformagao Maxima

Figura 12 - Deformacio Maxima do Elemento de Contato
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Para um instante de tempo genérico ¢ tem-se que ¢ = u / V, obtendo-se a expressdo para o
escorregamento longitudinal na posi¢do u#, o escorregamento médio vy € o escorregamento

modular o.

(@R, -7) (@R, -7) _(@R,-7)

| _ a
V= 7 N -

Considerando que a forca longitudinal em cada elemento du de largura b seja proporcional a

deformacao longitudinal na posi¢ao u, conforme mostrado na Figura 13, resulta em:
dF =bkov(u) (19)

onde k ¢ uma constante elastica linear de proporcionalidade do material.

a=VT a
dF < b
du
)
Tensdes Tangenciais u="t

Figura 13 — Distribuicio das tensdes tangenciais na superficie de contato

Desprezando a interacao entre cada elemento, a forga total de contato ¢ a integral da forca em

cada elemento du ao longo de todo o comprimento de contato a:
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szkjwudu - szk(QRD—_V)j.udu - szkwlazQO)
o ] . 4
F;%kab% >  Fzk,abo 1)

ou seja a forca longitudinal é proporcional a drea de contato (4 = ab) vezes o escorregamento

modular v. A constante de proporcionalidade ¢ k., = k a/2.

Considerando a lei de Hooke para cisalhamento tem-se que as tensdes de cisalhamento T sdo

proporcionais as distor¢des ¥ do elemento dado por:

=Gy (22)

A constante de proporcionalidade ¢ o médulo de elasticidade ao cisalhamento do material (G).

T
—> VW)
a/2 ¥
\ du
.
0

Figura 14 — Distorc¢cio do Elemento de Contato

Considerando um elemento de altura a/2, a distor¢do média resulta em yy = v pois:
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_(QR, V)

y=2vu)/a e v, = |V|

- yy=2v,/a (23)

A forg¢a longitudinal desenvolvida para cada elemento de contato de area 4 = ab, ¢ proporcional

a distor¢cao média:

F =, A=7t,-ab e =Gy — F =Gaby, (24)

F.=Gabv (25)

Assim a forga longitudinal Fy ¢ proporcional ao escorregamento modular vy naquela diregdo.
Estes valores podem ser aproximados por ky (rigidez longitudinal de contato) e vy: (micro

escorregamento - creep), conforme mostrado na Figura 15:

— (QRD _V)

X x X Ux |V| (26)

Para o caso da area de contato ser eliptica (caso de contato roda trilho) a expressao fica alterada

pelo coeficiente Cy; proposto por Kalker .
F.=G-ab-C,, v, (27)

O Modulo de Cisalhamento G =E / 2(1 + v) onde v=0.3 ¢ o coeficiente de Poisson ¢ E =210

GPa ¢ o modulo de elasticidade do material, resultando em G = 80 GPa.

A forga longitudinal de contato F. =k v, ¢ aproximadamente linear e proporcional até que o

limite de adesdao no contato seja superado. Neste caso o escorregamento se inicia até a forga
longitudinal atingir seu limite méximo (coeficiente de atrito estatico) a partir do qual, observa-se
experimentalmente, ligeiro decréscimo (coeficiente de atrito cinematico), conforme mostrado na

Figura 15.



DINAMICA 20

Fat Detalhe Mg - estatico

Ve >>V \
UN
K / Hc - cinematico

<V

Ve<<V
Escorregamento no Contato

Figura 15 — Curva nio linear de forc¢a longitudinal para grande escorregamento

M adhesion
X : full sliding
FS oo ffoer oo T :
wf
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Figura 16 — Curva de Aderéncia (Rill, 2020)

Para um escorregamento intenso, a relacdo com a for¢a longitudinal de contato torna-se nao
linear devido a contaminacdo da superficie que funciona como um substrato viscoso alterando a

aderéncia entre as superficies, conforme ilustrado na Figura 16.
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5. Modelo Lateral de Contato de Rolamento

Para o estudo do comportamento do veiculo ¢ de fundamental importancia o conhecimento
detalhado do componente de vinculo com a pista que ¢ o pneu. Este tipo de vinculo de contato
tem caracteristicas especiais que precisam ser adequadamente modeladas para descrever de
maneira representativa a contribuicdo das forcas de acionamento que influenciam no
comportamento dindmico do veiculo. As deformagdes impostas a carcaca do pneu sdo oriundas
dos movimentos relativos entre o eixo e o solo. Quando h4 deformagdo do pneu na direcio
lateral sera desenvolvida forca lateral naquela direcdo. As deformacgdes laterais sao produzidas
quando a roda tem angulo de rolamento diferente do angulo de direcdo do veiculo, produzindo
escorregamento lateral, conforme mostrado na Figura 17. Conhecidas as velocidades relativas
(dinamica do veiculo e movimento de rolamento do pneu) as deformagdes podem ser

determinadas e por decorréncia as for¢as que as provocam.

5.1. Modelo Lateral do Pneu

Considere um veiculo em movimento no plano OXY na dire¢do y , com velocidade V, e

velocidade angular de direcionamento 1/7 = 1/'//2 , com a roda que rola a uma velocidade angular

w e estercada de um angulo &, conforme mostrado na Figura 17. A velocidade do centro de

massa G ¢ expressa no referencial fixo OXY como:
V.=V,I+V,J onde V, :‘VG‘-COSW e V, =‘VG‘-seny/ (28)

Pode-se expressar a velocidade no referencial movel solidario ao veiculo Gxy através de uma
transformagdo angular. O ponto 4 de contato da roda dianteira esquerda (que tem velocidade

angular @, = @, W) em relagao ao solo (fixo) tem velocidade determinada por:
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Vo=V.i+V,] e V,=V,+dAr(A-G) (29)

Portanto a velocidade de escorregamento lateral do ponto 4 em relagdo ao solo, considerando a

roda estergada do angulo &, ¢ a projecdo na dire¢do w (diregdo lateral do referencial solidario a

roda Auw).

Vo=l +on(A-0)| i > v, =V.i+V,j+0kA(4-G)]-W (30)

Figura 17 — Angulo de Escorregamento da Roda

Para velocidade angular @, nula e angulo de estergamento 6= 0 obtém-se:

V, =IVs|sena (31)
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V.. =‘I7G‘cosa ; V= ‘VG‘sena — tana = % (32)

Para angulos pequenos cosa =1 e sena =« resultando em:
=alV; | (33)

Considere a vista em planta do pneu, mostrada na Figura 18. Para uma velocidade de translagao
do veiculo V', cuja direcdo forma um angulo & com a linha de movimento longitudinal, havera
uma componente ¥V, na dire¢do ortogonal ao plano que contem a roda. A regido do pneu que
entra em contato com o solo tem comprimento 2a. Assim cada elemento da carcaga que entre em
contato com o solo, sera gradualmente deformado lateralmente durante a sua passagem pela

regido de contato.

2a

<

~— |
Q
N

/

%
Vv

Figura 18 — Escorregamento Lateral da Area de Contato do Pneu

Um elemento do pneu percorre a regido de contato de comprimento 2a num certo intervalo de

tempo 7, conforme:

2a=V_.T - 2a=VcosaT - T=— (34)
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para o << 1 e tem sua posi¢ao u definida ao longo do eixo longitudinal e deslocamento lateral w

no instante ¢, conforme mostrado na Figura 19 por:

- w=f (35)

V=<

w \%
o]
u

a -a

A

Figura 19 — Deflexdo do elemento em contato

O deslocamento lateral w de um elemento de contato no instante ¢ € seu deslocamento lateral

maximo wp,x no instante 7 sdo dados respectivamente por:

w=Vit —>  w=aVt —> w=a@-a) - W, =2aa (36)

Considerando a forga lateral desenvolvida em cada elemento de contato du proporcional a

deformacao lateral (k rigidez lateral), tem-se:

dF, =kw (37)
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Integrando ao longo de todo o comprimento de contato, resulta que a forga lateral é proporcional

ao angulo de deriva:

F@:jﬂ@:kjwdu - Ey:akjumt—e F (38)

F,, =(ka’)a (39)

Assumindo que a for¢a lateral tenha uma variagdo linear ao longo da linha de contato, o ponto de
aplicagdo da forca total resultante Fr, correspondera a 2/3 de (2a) (ou 4a/3), conforme mostrado
na Figura 20. Desta forma o momento restituidor, em torno do pdélo localizado no centro da area

de contato, sera:

k 3
Mz:%aFTy N MZ=( ;‘]a (40)
F 1y A w
’ The
< N
a -a

Figura 20 — Ponto de aplicaciao da forc¢a resultante
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5.2

Intensidade do Escorregamento

26

A forga lateral Fr, se sustentard apenas enquanto todas as particulas da area de contato se

mantiverem solidarias com a pista (Rill, 2020). Para valores de deslizamento s, moderados, as

particulas no final do comprimento de contato comeg¢am a deslizar por terem ultrapassado o

limite de aderéncia (Relacdo de Coulomb). Par altos valores de escorregamento, apenas os

elementos no inicio da area de contato ainda irdo aderir a pista, conforme a evolugdao da

intensidade de escorregamento ilustrado na Figura 21.

small slip values

moderate slip values

- L
Fe R By
L adhesion __
Fy=kxF, %5,

large slip values

<t L Lt - L >
|
Fr=Fpax V=R
adhesion |[sliding Slideng >
=] _— - F,~Fg

Fo=F, % f(sy)

Figura 21 - Intensidade de Escorregamento (Rill, 2020)
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5.3. Escorregamento Bidimensional

A forca de aderéncia horizontal ¢ fun¢do do deslizamento na regido do contato. A velocidade do
veiculo ¥ e portanto do centro da roda O, tem dire¢io que pode no coincidir com o plano da
roda, conforme o angulo « ilustrado na Figura 22. Adicionalmente a roda pode estar estercada

com angulo &. Desta forma tem-se no plano da roda, para estercamento nulo:

—

V=V_1i +Vyij:‘V‘-(cosafw—i-sena]’w) (41)

xw w

Figura 22 — Velocidade e Angulos da Roda (Fonte: Jazar, 2008)

Portanto o escorregamento bidimensional no plano de contato sera:
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(Q A (RTI;‘ 0)_17) S oot . o KQ J, AR, Igw)—‘ﬁ}l-;(‘cosaiv +sena ]W)J

b= 42)

Neste caso as componentes do escorregamento horizontal tera projecao no plano da roda como:

(Q R, - ‘17‘ JUN a)
V.= =
" 7] (43)

v, =sena

A forca de aderéncia horizontal pode ser expressa como uma fun¢do do deslizamento
longitudinal F, = F (sx) e do deslizamento lateral Fy = Fy (sy) (Rill, 2020). A inclina¢do da
curva na origem dF,’, dFyO (correspondente a rigidez de contato), o escorregamento sy, s (em
cada direcio do plano da roda) e magnitude do méaximo Fy", FyM, bem como o limite de

deslizamento sXS, syS ¢ a forca de deslizamento FXS, Fys, estdo apresentados na Figura 23.

Fx' M F. S
A F

Sl'

Figura 23 — Escorregamento Bidimensional Horizontal (Rill, 2020)
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Em situagdes gerais de condugdo, com aceleracdo ou desaceleragdo longitudinal e considerando
inscricdo em curvas (angulo de pivotamento ¢ desprezado), o deslizamento sy longitudinal e o
deslizamento lateral s, aparecem simultaneamente. A combinacdo das forgas longitudinais e
laterais do pneu distintas requer um processo de normalizagdo. O deslizamento longitudinal sy e

o deslizamento lateral s, podem ser adicionados vetorialmente formando o deslizamento

combinado s =s.i +s, j.

Da relacao de Coulomb sabe-se que: |Fm| <u-N que no limite, quando houver escorregamento

=u-N na diregdo do escorregamento total s=,/s;+s>  onde

intenso, tera valor |F,
Q= tan(sy /sx). Portanto a rigidez total de contato na origem, no plano de escorregamento ¢

obtida por:
dFy -dF)
\/ (aVFXO -cos g/))z + (a’FyO -sen go)z

que ¢ uma elipse em funcao das rigidezes em cada direcdo. Finalmente a for¢a de contato ¢

dF° =

func¢do do limite maximo de atrito e do escorregamento total:
F=-F, -tanh(s-dFO/Fm) — F,=F-cosp ¢ F,=F-sengp (44)

conforme ilustrado na Figura 24.
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Curva de Saturagao

15000

10000 |

5000

Forga Contato Total

Figura 24 — Curva de Saturaciao Escorregamento Bidirecional (ex ey)

Para a avaliagcdo das forgas horizontais a partir das componentes do escorregamento horizontal
foi elaborado um algoritmo de calculo que estd disponibilizado no ANEXO A — Algoritmo de

Contato.
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5.4. Contato Horizontal com Pivotamento

Finalmente pode-se avangar com a representacao dos escorregamento no contato incluindo o
momento de pivotamento (bore torque — Tg) que chamado de modelo generalizado. Neste caso
os torques de pivotamento do pneu, tipicos de operagdo de estacionamento (grande giro do

volante em baixissima velocidade).

ﬁ.& contact patch M_ﬁ_wf

N _L.a-‘

‘1‘-0\_“_ - -

Figura 25 — Contato Horizontal com Pivotamento

Para mais informagdes sobre este modelo consulte o livro de George Rill (Rill, 2020).
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5.5. Modelo de Rolamento em Superficie Cbnica

A roda dos veiculos ferrovidrios tem superficie de rolamento conica. Este formato permite

manter o rodeiro centrado na via férrea e obter a habilidade do auto-direcionamento em curvas.

Vy A
Iﬁ \\ | ] \\7\’
A\
Il —Te gy
Vi
Ij III ] Tr % ’ﬁ
2R

Figura 26 — Rodeiro com Rodas Cénicas

De maneira geral, dentro do regime linear, as forcas desenvolvidas no contato sdo fungdo dos

escorregamentos (creep) em cada diregdo. O escorregamento lateral é dado por

Yy
Vcosa

v

tana =—- — tana= que para o pequeno = 7 (45)

X

onde F, =k v, esimilarmente F =k v, (46)
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Para rodas conicas a superficie de contato ndo € paralela ao vetor rotagdo, conforme mostrado na
Figura 27. Entao pode-se decompor o vetor de rotagdo do rodeiro em duas componentes: uma na

dire¢do normal ao plano de contato (y) € outra tangencial ao plano de rolamento (®gr) conforme:

|

(47)

IS
Il
=
oY
+
<
3

R Ly \

w*‘f

Detalhe do Contato

Figura 27 — Rodas Conicas

A contribui¢do do efeito de pivotamento devido a conicidade da pista de rolamento (inclinagao
A) induz a formagdo de momento de forca no plano de contato € uma componente adicional de
forca na direcdo lateral (efeito enceradeira). As forcas de contato podem ser expressas
analiticamente, incluindo o efeito de pivotamento vy, por (Kalker, 1991):

F =C, v,
F,=Cy,v,+Cyy (48)
M,=-Cyv,+Cyy

ou na forma matricial
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F, C, 0 0 v,
F,|=-Gab| 0 C,  WabCy || v, (49)
F. 0 —+abC, abCy ||y

Os coeficientes Cx , Cy, C,, Cy € Cyy , foram medidos experimentalmente e tem seus valores

tabelados por Kalker.
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