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1. INTRODUGAO

O numero de graus de liberdade de um sistema mecanico multicorpos € obtido pelo produto do
numero de corpos rigidos envolvidos na andlise € o nimero de coordenadas independentes
suficientes para descrever integralmente seu movimento no espago, menos o numero de vinculos
existentes. Um modelo mais detalhado de um veiculo permite descrever com melhor fidelidade
sistemas mecanicos reais, que em geral possuem vdarios graus de liberdade. Desta forma a
descricdo de um sistema mecanico fisico real resultara em varios graus de liberdade que requer o

conhecimento da técnica de resolugao de sistemas com dois ou mais graus de liberdade.

1.1. MODO DE MOVIMENTO

Um veiculo considerado como um corpo rigido, possui seis graus de liberdade para se
movimentar (trés translacdes e trés rotagdes). Os movimentos de um corpo rigido sdo assim

descritos:

e Avanco — Movimento de translacdo na dire¢do longitudinal do veiculo (surge X);
e Deriva — Movimento de transla¢ao na dire¢do lateral do veiculo (sway Y);

e Galope — Movimento de translagdo na direcao vertical do veiculo (bounce Z);

e Inclinagdo - Angulo de rotagdo na dire¢io longitudinal do veiculo (roll - ¢);

e Elevagdo - Angulo de rotagio na direcdo lateral do veiculo (pitch - 6);

e Direcio - Angulo de rotacio na diregdo vertical do veiculo (yaw - ).

A variacdo temporal de cada grau de liberdade (translacional ou angular) identificado na Figura

1 ¢ identificada como:

e Velocidade de Avanco — Velocidade de translagdo na dire¢do longitudinal do veiculo

(X);
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e Velocidade de Deriva — Velocidade de translacao na diregao lateral do veiculo ( y);

e Velocidade de Galope — Velocidade de translacao na diregao vertical do veiculo (2 );

e Velocidade de Rolagem - Velocidade de rotagdo na dire¢ao longitudinal do veiculo (roll -

$);

e Velocidade de Arfagem - Velocidade de rotagio na direcdo lateral do veiculo (pitch - 0);

e Velocidade de Guinada - Velocidade de rotacdo da dire¢ao do veiculo (yaw - v ).
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Figura 1 — Movimentos do Veiculo (Barbosa, 2011)

Devido a forma de distribuicdo de massa e os tipos de vinculos formados pelos componentes da

suspensdao do veiculo, podem ocorrer movimentos dependentes. Disto resulta em modos

acoplados com movimentos sincronizados (ex. movimento lateral e angular longitudinal: sway

ou movimento vertical e angular lateral acoplado) (movimento vertical e angular de arfagem

acoplada: front-end-bounce). Para veiculos simétricos ha possibilidade dos modos serem

desacoplados.
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As oscilagcdes que os passageiros de um veiculo estdo submetidos dependem da resposta
dindmica do veiculo (caracteristicas da suspensdo e massa do corpo) e do conteido em
comprimento de onda (frequéncia de excita¢do) da irregularidade da via, por onde o veiculo
trafega. Esta frequéncia de excitagdo depende do comprimento das irregularidades do pavimento

e da velocidade de trafego do veiculo. A expressdao que correlaciona estes efeitos € dada por:

V=A1f (1)

onde V a velocidade longitudinal de trafego do veiculo, 4 € o comprimento de onda da
irregularidade do pavimento (excitagdo) e /¢ a freqliéncia natural do veiculo. Pode-se iniciar os
estudos de dinamica veicular com um modelo simples de um grau de liberdade vertical com
excitacdo pela base. Desta forma no dominio da freqiiéncia € possivel identificar as aceleragdes
do veiculo devido ao comprimento de onda das irregularidades e quantificar o conforto (ex.
norma ISO-2631). Pode-se ainda estender a descricao do sistema fisico utilizando modelos com

mais de um grau de liberdade que ¢ o foco deste texto.

1.2. MODOS DE MOVIMENTO ACOPLADO

Para um veiculo caracterizado por um unico corpo, pode ocorrer que os movimentos de cada
grau de liberdade de movimento se manifestem de forma inter-dependente ou seja, podem
ocorrer dois movimentos simultdneos com propor¢des proprias, chamados de movimentos
acoplados. Para sistemas com dois ou mais corpos vinculados entre si também pode ocorrer que
os movimentos de cada grau de liberdade de cada corpo se manifestem de forma inter-
dependente. Cada conjuto de movimento inter-dependentes ¢ caracterizado por um modo de
movimento, com forma de vibrar com proporgdes proprias. Caso o movimento do corpo seja um
deslocamento acoplado com movimento angular ocorreram pélo de giro a frente/trds ou
inferior/superior, conforme ilustrado na Figura 2. Os modos de movimento acoplados de um

corpo rigido sdao assim descritos:

e Galope Frontal / Galope Traseiro (front/rear end bounce: Z + 6);
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e Balango Lateral Inferior / Balanco Lateral Superior (lower/upper sway: Y + ¢)

e Guinada Frontal / Guinada Traseiro (front/rear end yaw: Y * y).);

Galope (Bounce) + Arfagem (Pitch) ‘\\
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Figura 2 — Modos de Movimento do Veiculo (Barbosa, 2011)

1.3. MODELOS PLANOS

Os modelos fisicos do sistema veicular real podem ser obtidos de projecdes planares de seus
movimentos. Assim o plano frontal, plano lateral ou sagital e plano horizontal, conforme
mostrado na Figura 3 mostram as projegdes dos graus de liberdade tipicos dos corpos rigidos. No
caso de projecdo no plano duas translagdes e uma rotagdo compdem os movimentos possiveis.
Para o modelo frontal os movimento lateral, vertical e de rolagem (y, z € #) sdo os graus de

liberdade contemplados.
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PLANO FRONTAL

PLANO LATERAL
ou SAGITAL

PLANO
HORIZONTAL

Figura 3 — Planos de Modelos

Para o modelo lateral (ou sagital) os movimento vertical, longitudinal e de arfagem (x, z e ¢) s@o
os graus de liberdade devidos. Finalmente para o modelo horizontal os movimentos lateral,

longitudinal e de direcdo (x, y, € ¥) s@o os graus de liberdade correspondentes.

1.4. OBJETIVO

O objetivo deste texto ¢ apresentar uma das técnicas utilizadas para a descricdo e interpretacao
do comportamento dindmico de um sistema mecanico composto por um ou mais corpos, com
dois ou mais graus de liberdade, representado por um sistema de equacdes diferenciais de

segunda ordem a termos constantes, acopladas com comportamento modal proprio.
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Os modelos de dois grais de liberdade do veiculo podem ser descritos em planos especificos,
conforme ilustrado na Figura 3 com objetivos de estudar o comportamento dinamico

correspondente:

e Modelo Longitudinal (running)

e Modelo Vertical (ride);

e Modelo Sagital (bounce & pitch);

e Modelo Frontal (upper & lower sway);
e Modelo Horizontal (handling).

Como exemplo de aplicagdo da utilizacao da técnica de solugdao de sistemas com dois ou mais
graus de liberdade, apresentaremos a modelagem no plano sagital de um veiculo automotor com

excitacdo pela base, conforme mostrada na Figura 13.

2. MODELO VERTICAL COM 2 GL

Uma descri¢ao mais detalhada do sistema veicular de um grau de liberdade (massa suspensa m )
que inclui a suspensdo intermediaria (pneu ou truque) requer a inclusao de mais um corpo de

massa m; e portanto um grau de liberdade z, adicional, conforme mostrado na Figura 4.

Para cada corpo pode-se obter uma equagao diferencial utilizando o 7TR:

mz +c (2, —z,)+k (z,—2z,)=F )

mz,+c, (z,-u)+k, (z,~u)—c, (2,—2,)—k, (z,—z,) = F,

onde as forcas externas F; e F, podem ser agdes produzidas pelas vibragcdes do motor a
combustdo suportado na carroceria por coxins ¢ um desbalanceamento da roda de raio R
trafegando em velocidade constante V' (portanto frequéncia de excitacdo f = V / 27 R)

respectivamente.
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Pode-se também representar na forma matricial para o sistema homogéneo (F; =0 e F, = 0) sem

excitacdo pela base (up = 0) como:

Lt ot = ()
0 m,||Z -c, (¢+¢cy) |5, -k, (k+k) ||z, 0

O modelo vertical elementar com dois graus de liberdade z; e z,, estd esquematizado na Figura 4.
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Figura 4 — Modelo Vertical com dois grau de liberdade

Note que as equagdes sao dependentes o que caracteriza o acoplamento de movimentos.

~ .. T T A
Expressando as equagdes na forma matricial compacta, para {x |’ ={z, z,}' obtém-se:

M Rt} + [C e+ [K Ry = {0) “
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2.1. Sistema com Amortecedor Coxinizado

Tipicamente o amortecedor do veiculo ¢ fixado com buchas elasticas que permitem a articulacao
do amortecedor durante a excursdo da suspensdo. Para contemplar essa caracteristica no modelo
faz-se a inclusdo de um componente com um amortecedor associado em série com uma mola
(conhecido como modelo visco-elastico de Maxwell). Para tanto um grau de liberdade auxiliar de
primeira ordem (z;) € utilizado para incluir o efeito da bucha elastomérica no modelo (rigidez

k;), conforme ilustrado na Figura 5.

Figura 5 — Modelo com Amortecedor Coxinizado

Considerando que as for¢as do amortecedor e do coxim na ligagdo sdo idénticas (-F, = Fi.), 0
modelo vertical simplificado passa a ter também dois graus de liberdade descrito pelas seguintes

equacoes:

mz, +k(z,—z,)+k (z,—z,)=F

c(z,—u)=k. (z,-2,)=0 ©)

ou representando na forma matricial para dois graus de liberdade:
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m 0|z 0 0]z (k+k) —(k+k)||z F 0] .
Lt o =91+ U (6)
0 0|z, 0 cl|z, —k, k. z, 0 c
Note que o sistema ¢ acoplado com a segunda equagdo diferencial de primeira ordem.

2.2. Amortecedor Nao Linear

Amortecedores nao lineares (com atrito interno, efeito de histerese ou dissipador ativo) tem sido
desenvolvidos e utilizados em veiculos especiais. Na engenharia estrutural o modelo de
amortecedor com histerese de Bouc-Wen (Krishna et al, 2021) ¢ um dos modelos histeréticos nao
lineares mais utilizados. Ele ¢ constituido de um elemento eldstico (k;) em paralelo com um
elemento dissipativo (c;) em série com outro elemento elastico/dissipativo/ativo (ko, co € BW),

conforme modelo ilustrado na Figura 6.

Amortecedor
com Histerese y

Figura 6 — Modelo de Amortecedor Histerético ndo Linear

O equacionamento para F(t) ¢ obtido considerando as variaveis: x(t), y(t), z(t), e suas derivadas

em func¢do dos parametros: ko, ki, ¢y, c1, € fonte de poténcia ativa BW(t), como:

10
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cl~y+k1-(x—x0)=F(t)
1

Cy —I-C1

t=pli=il el - f (=) + 5 (- 7)

[a-z+co-5c+k0-(x—y)] (7)

onde os parametros: «, S, 0 € y sdo os parametros do modelo Bouc-Wen de n-éssima ordem.
Assim a forma da curva de histerese pode ser controlada pelos parametros a, y € os pardmetros £,
o influéncia na amplitude de restauragdo, n ¢ o parametro que representa a suavidade da transi¢ao

da resposta elastica para a plastica.

Estes sdo apenas alguns tipos de elementos de suspensdo e respectivos modelos, disponiveis na

literatura vigente.

11
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3. MODELO VERTICAL COM EXCITAGCAO PELA BASE

A descricdo mais detalhada do sistema veicular com 2 GL ¢ feita com um corpo suspenso de
massa m; e outro corpo intermediario (pneu ou truque) com massa m; , formando portanto dois
grau de liberdade z; e 7, conhecido como modelo de um quarto de veiculo, conforme ilustrado
na Figura 7. Foi considerada adicionalmente as irregularidades do pavimento como uma fungao
periddica de entrada dependente da posicdo ux) = uo) sen (@ x). Neste caso 0os movimentos
verticais dos corpos do sistema (z; € z;) ficam mutuamente dependentes devido a interligacao da

suspensdo secundaria (k; e ¢;) e ocorrem os modos de movimento acoplados.

Z4 V x(t)=Vt+x,
m &—7F >

Fi u(x) = Uy sen ( x)

ki %ﬂ Cq ., ut) =uy,sen 2T Vt/A)

\ A N LAy TeN

N—— % N~—H

\ A

Veiculo 2GL
% Excitado pela base

Figura 7 — Modelo com dois graus de liberdade

Neste caso o pneu foi considerado como corpo rigido rolante (disco) de massa desprezivel que

acompanha as irregularidades da pista (u(x)) € sua elasticidade e disipacdo quantificada por k». €

12
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por c,. O sistema de equagdes diferenciais do sistema com dois corpos (com massas m; € m;) €

dois graus de liberdade (z; e z;) com excitagdo pela base (1) € descrito por:

m z, * ¢ (21 _Z'z)+ kl(Zl _Zz): F()

m, Z, + ¢, (22 - “(t))'F k, (Zz _”(t))_cl(zl - 22)_k1(21 _Zz) =F () ®)

Na forma matricial:
m, 0 ||Z c —c Z k, —k, 4 F(?) 0 O0fu@
.t ot = + . )
{O mj{zz} |:_Cl (Cl +Cz)}{zz} |:_k1 (kl +k2)}{22} {Fz(t)} L‘z Cj{“(t)}

3.1. Exemplo Modal

Exemplo Numérico Modal [3]: Considere um veiculo modelado conforme mostrado na Figura
7, com as caracteristicas descritas na Tabela 1. Um dos movimentos oscilatorio natural ndo
amortecido possivel do sistema homogéneo, com frequéncia @ livre, pode ser obtido
considerando as seguintes variagdes dos graus de liberdade e duas derivadas sucessivas obtém-

S¢:

z(t)=Z,cos(wt+¢) e z,(t)=Z,cos(wt+¢)

, 5 (10)
Z(t)=—w Z cos(wt+¢) e Z,(t)=—w"Z,cos(wt+¢)
Aplicando este valores na matriz dindmica do sistema obtém-se:
k —m, & —k 4 0
(hy=m, &) b R teos(wt+¢) = (11)
—k, (k,+k,—m, @) || £, 0
Utilizando os valores numéricos da Tabela 1, obtém-se:
(676 -1415w7) - 68 Z| o 12)
- 68 (744-1850%) || Z, 0

13
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com polindmio caracteristico em " obtido do determinante da matriz do sistema:

261775 (0°)* —1177820 »” +498320 =0, de onde se obtém-se as raizes que correspondem as

frequéncias naturais: @, = 6.6042 rad/s ( f, =1.05 Hz) e w,=63.451 rad/s ( f, =10.1 Hz).

Tabela 1 — Caracteristicas do Veiculo

Deslocamento
Segundo Modo

Deslocamento
Primeiro Modo

CARACTERISTICAS VALOR Obs.:

Massa total do veiculo (m;) 1415 kg total

Massa total da suspensao (m;) 185 kg total

Rigidez da mola da suspensao (k) 68.0 kN/m conjunto

Rigidez do pneu (k) 676.0 kN/m conjunto

%/ Zq Zq S Zq
// /
/ //
, /
/
/
J/
J/ / ki %j C 2,
/ /
// z /
/
S >
\\ Z2 /
\ /
\\ / Ko Co
\ /
\\ /
\ /
. > >

Modos de Vibrar

Figura 8 — Modos de Vibrar

Utilizando cada frequéncia natural obtida: @, =6.6042 rad/s e @, =63.451 rad/s, em uma das

linhas da matriz do sistema (por exemplo: (676 —1415w])-Z/ —68-Z) =0), determina-se cada

modo de vibrar (Modo #1: [0.99 ; 0.10] © em fase) e (Modo #2: [0.01 ; — 0.99]" fora de fase),

cujas amplitudes normalizadas estdao apresentadas na Figura 8.

14
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3.2. Resolugao Sistema Amortecido com Excitagao pela Base

Considere novamente o modelo vertical de um quarto de veiculo, com dois grau de liberdade z; e
22, conforme mostrado na Figura 7. Neste caso os movimentos verticais dos corpos do sistema (z;
e z») ficam mutuamente dependentes devido a interligacdo da suspensdo secundaria (k; e ¢;) e
ocorrem os modos de movimento acoplados. Foi considerada adicionalmente a irregularidade

vertical do pavimento como uma fung¢ao periddica u(¢) =U -senw?. As equagdes de movimento

obtidas sdo:

m, Z, +cl(21 _22)+k1(21 _Zz)zFl(t)

my 2, + ¢, (2, =)+ k, (2, —u(®)) ¢, (2, - 2,) -k (2, - 2,) = F,(t) (13)
isolando as agdes externas do pavimento e considerando o sistema homogéneo, obtém-se
m zZ, +cz, +kz—cz,—kz,=0
my 2, Hey +¢,) 2+ (ky +k)z, =, 2, —k 2z, = ¢, u(t)+ k, u(t) (14
Fazendo a transformada de Laplace das equagdes, obtém-se:
[m1 Serc1 s+ kl]Zl(s)—[c1 s+ kl]Z2 (5)=0 15)

[mz 52+(Cz +cl)S+ (kz +k )]ZZ(S)_[Cl s+ kl]Zl(S) = [cz s+ kz]U(S)

Com algumas manipulacdes algébricas (isolando Z,(s) na primeira expressdo e utilizando na
segunda expressdao), pode-se obter a seguinte polindmio correspondente ao deslocamento do

chassis (Z)(s)) em funcdo da amplitude da entrada (U(s)):

[ml SZ+Cl S+kl]

2O ] A0 16)
[mz 52"‘(02 +CI)S+(k2 +k )] [ml Sz+cl S+k1]_ [Cl stk ]2 Z/(s)= [Cz s+ kz]U(S)
[c1 S+k1]

15
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Finalmente identificando a funcdo de transferéncia que correlaciona o comportamento em

frequéncia do deslocamento vertical do chassi (Z;(s)) em func¢dao da amplitude da ondulagao da

pista (U(s)):

Z,(s) _ [Cz st kz]'[01S+k1] 17)
U(s) - lmz Ser(c2 +cl)s+(k2 +k, )J [ml Serc1 s+k1J—[c1 s+ k, ]2

Exemplo tipico de Resposta em Frequéncia da magnitude de oscilacdo do chassi desse modelo ¢

apresentado na Figura 9.

Funcédo de Resposta em Frequéncia (Veiculo 2GL Vertical)
10 T T
_gMag: 2
o 107 b %a‘}ﬁ;kjljz
£ 1 i a-gi_g;%ggz
g 102 N 1
= g
10° b
.
10 ¥ ! =
10" 10° 10" 107
0 == T
50 - \Q"-‘hase'.-ﬁ
o100 - G
8 150 — o
i 200 b Gﬁfwae:—m‘l
-250 e
-300 . h
10" 10° 10' 107
Frequency (Hz)

Figura 9 — Func¢ao de Reposta em Frequéncia (2GL Vertical)

De maneira similar pode-se obter a fun¢do de resposta em frequéncia para a suspensao (Z£,).

Os cddigos tipicos na plataforma Octave ou MatLab sdo apresentados a seguir:

% Modelo Vertical 2GL com excitagao pela base — Fungéo de Transferéncia de Deslocamento Vertical

% Polinomios

A=[m1 c1 k1];

B=[m2 (c1+c2) (k1+k2)];
C=[0 c1 k1];

D=[0 c2 k2];

16
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% Funcao e Transferencia
num = conv(C,D);

den = (conv(A,B) - conv(C,C));
G = tf(num,den);
[MAG,PHASE,W] = bode(G);

F = W/(2*pi); % Hz
% Figuras
figure(2),subplot(211),

loglog(F,MAG,'r"),
title('Funcao de Resposta em Frequéncia (2GL Vertical)'),
ylabel('"Magnitude'),grid,

subplot(212),
semilogx(F,PHASE,'r"),
xlabel('Frequency (Hz)'),ylabel('Phase (°)'),grid,

3.3. Resposta da Forca de Contato

Se for necessario obter a resposta da for¢a de contato F¢ entre o pneu e a pista, ou o curso da
suspensdo, ¢ possivel criar as coordenadas auxiliares (y; e y») correspondente ao curso da

suspensao do veiculo e a deformagao do pneu respectivamente:

nw=z-z, € y,=z,-u(l) (18)
V=Z,—2, ; Z =y +Z, e Z, =Y, + ¥, +ii(t) (19)
z, =y, tu(?) ; z, =y, +u(?) S Z, =y, +ii(?) (20)

17
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Figura 10 — Coordenadas Auxiliares

Desta forma, reescrevendo o sistema de equacdes expresso em z; € Zp, utilizando as coordenadas

auxiliares (y; e y;) obtidas acima, obtém-se substituindo:

m Z+¢ (Z'l _Zz)+k1(zl _Zz):()

ml(.j}l +), +ii)+cl.)';l +hk y, =0

m, z, +cz(Z'2 - L"(t))"'kz (Zz _u(t))_cl(zl - Z'Z)_kl(zl _Zz): 0
mz(j}z"'i")"'cz Wtk y, =y —ky =0

Finalmente incluindo a equagdo da forgas de contato F entre o pneu e a pista obtém-se:

ml(j}l +J, +ii)+clj’1 +k =0

mz(j}2+ii)+cz Wtk y, =y —ky =0
C, Y, +kyy, =F,

Tomando as transformadas de Laplace das trés equagdes obtidas resulta em:

21)

(22)

(23)

18
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[m1 s+ s+k ]Y1 (s)+ [ml sz]Yz(s) = (— m, SZ)U(S)
[m2 s? +c,s+k, ]Yz(s)—[c1 s+k1]Y1(s) = (— m, s? )U(s) (24)
e, s+, ]V, (5) = Fe(s)

Fazendo as devidas substituicdes nas expressdes anteriores (isolando ¥; (s) na primeira
expressdo e utilizando na segunda expressdo), obtém-se ¥»(s) em funcdo da amplitude da

irregularidade U(s):

Y (s) = (— m, sz)U(s)—[m1 SZJYZ(S)
: [m1s2+cls+kl

m, 52U (s)~[m, s> |1, (s) _
[mlsz+cls+k1 -

{[m252+czs+k2 J+ laus +hJm 57 }Yz(s):{(—mzS2)+[cls+kl]lml ms) }U(s)

lmlsz+cls+k1J s+ s+k

[m2 s’ +ec,s+k, ]Yz(s)—[cls—kkl](_ (—m2 sz)U(s) (25)

Rearranjando a expressdo obtida e invertendo, obtém-se ¥, em func¢do de U(s):

m, s* +c, s+k

{[mz s ey s+k, |+ Jes +k]m Sz]-}
: v (s)

UGs) = 2
s (_m S2)+ [c1s+k1](—mls )
2 [m1s2+cls+k1
(26)
B {[mls2 +c s+k ][m2 s’ +e,s+k, ]+[cls+k1][m1s2]}
v(s)= m, s* +c, s+k K—m252)+[cls+kl](—mlsz)} %)
B {[mlsz+cls+k1 K—m2s2)+[cls+kl](—m1s2)}
his)= {[ml s+ s+k lmz s+e,s+k, J+[c1 S+k1]lm1 SZJ}U(S) @7)

Utilizando o resultado de ¥, na terceira expressao, obtém-se a fun¢do de transferéncia da forgas

de contato F¢ entre o pneu e a pista em fun¢do da amplitude da irregularidade da pista U(s):

19
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Fo(s) \m s’ +c s+k

-(—mz s2)+[clS+kl;|-(—ml5‘2)}-[025‘+k2 ]

U(s) B {lmls2 +c s+k Hmzs2 +c,s+k, J+[cls+kl]-[mls2“

(28)

Exemplo tipico de Resposta em Frequéncia da magnitude da for¢a de contato da roda com o solo

Fc ¢ apresentado na Figura 11.

Contact Force Frequency Response Function (2GL Vertical)
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Frequency (Hz)

Figura 11 — Magnitude da Forca Vertical na Roda

Os codigos tipicos na plataforma Octave ou MatLab sdo apresentados a seguir:

% Gera Polinomios
A=[m1 c1 k1];
B=[m2 c2 k2];
C=[-m10 O];

D=[0 c1 k1];
E=[-m2 0 0];

F=[0 c2 k2];

G=[m1 0 O];

AB = conv(A,B);
EA = conv(E,A);
CD = conv(C,D);
GD = conv(G,D);

% Monta Funcao de Transferencia
num = conv(F,(EA+CD));
den = (AB+GD);

G = tf(num,den); % Octave
[MAG,PHASE,W] = bode(G);  %octave
F = W/(2*pi); % Hz

% Modelo Vertical 2GL com excitagdo pela base — Fun¢do de Transferéncia de Forgas de Contato
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% Figuras

figure(2),subplot(211),

loglog(F,MAG,'r"),

title(' Vehicle Frequency Response Function (2GL Vertical Base Excitation)'),
ylabel('"Magnitude'),grid,

subplot(212),
semilogx(F,PHASE,'r"),
xlabel('Frequency (Hz)'),ylabel('Phase (°)"),grid,
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3.4. Resolugao em Espaco de Estados com Excitacao pela Base

A solucdo analitica do sistema amortecido excitado pela base foi apresentada no item 7.2 das

Notas de Aula 1. Considerando agora a descri¢ao do sistema amortecido descrito pelo vetor de

" e com excitagio pela base: {u}:{u u}T, a

espago de estados {x}=[z, z, Z Z,]
representacdo matricial do sistema de equagdes para o sistema vertical com dois graus de

liberdade, ¢ dada por:

(29)

onde as matrizes [A] que representa o sistema mecanico € [B] que descreve a propor¢ao da
excitacdo externa da irregularidade do pavimento {u}, sdo descritas para o sistema homogéneo

(sem forga externa) como:

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
[4]= e [B]= (30)
—k, /' m, k,/m, —c /m, ¢, /m, 0 0
k, /m, —(k1+k2)/m2 ¢ /m, —(c1+c2)/m2 k,/m, c,/m,

Da resolugao do auto problema da matriz [4] é possivel obter os auto-valores, que sdo as
frequéncias naturais dos modos de vibrar e os auto-vetores que descrevem a forma de
movimentos dos modos. Utilizando-se a transformada de Laplace no dominio s, as duas

equagoes acima podem ser rescritas da forma:

six }(s): [4] {x }m +[B] {U}m

{r},=[cl{x}, +[plUl, (31)

realizando algumas manipula¢des obtém-se a relacao entre a saida y e a entrada u.
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(S[I ] [A]){X }(s) [B] {U}(s)
{xt, =Gl]-[4)" [B] U}, (32)
iy, =[cls{r]-[4))" [B] v}, + D] U},

Deseja-se conhecer a resposta do sistema para uma determinada entrada. Entdo, ¢ conveniente
expressar a fun¢do {G(} que ¢ a relagdo entre a saida e a entrada. Como em geral para sistemas

mecanicos a matriz [D] € nula, obtém-se:

(G} = 0 s [)-[4) [e) 63

Ul

Observa-se na Figura 12 os valores de receptincia em fungdo da frequéncia onde estdo
quantificadas as freqliéncias naturais (an; = 1.05 ¢ @y, = 10.3 Hz), e os fatores de amortecimento

de cada modo (&1 =15 % e {; =21 %) além do grafico da fase em graus.

State Space Frequency Response Function (Vertical 2GL)
10' %}ag 54 '
10® e
ik}
S0k A (ﬁ‘g%%ﬁs
= i &
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=
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10 g
10" 10 10" 107
0 T
. S0 .E)Uhase: 76
100 F
& -150 F 4
= ‘gPhase: 194
£ 200 s
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-300 .
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Frequency (Hz)

Figura 12 — Modelo Espaco Estados (Receptincia e Fase)

Os codigos tipicos na plataforma Octave ou MatLab sdo apresentados a seguir:
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% Sistema 2GL na forma de espago de estados x = [x1 x2 xd1 xd2]' entrada u = [u ud]'
% Equagédo xd =[A]x + [Blu

% y =[C]x + [Dlu
As[ O 0 1 0
0 0 0 1
-k1/m1 k1/m1 -c1/m1 c1/m1

k1/m2 -(k1+k2)/m2 c1/m2 -(c1+c2)/m2];
C=[1000]; % Para X1/U1
D=[0 0];

SYS =ss(A,B,C,D); % Matrizes em Espago de Estados
TF = tf(SYS); % Fungao de Transferencia

[MAG, PHASE, W] = bode(TF(1,1)); % Usar TF(1,1) para o primeiro grau de liberdade
F = W/(2*pi); % Hz

% Figura

figure(3),subplot(211),

loglog(F,MAG,'r"),

title('State Space Frequency Response Function (Vertical 2GL)'),
ylabel('Magnitude'),grid,

subplot(212),
semilogx(F,PHASE,'r"),
xlabel('Frequency (Hz)'),ylabel('Phase (°)"),grid,

Para obter a Resposta em Frequéncia da magnitude da forca de contato da roda com o solo Fc,

determinada da equagdo F,. =k (z,—z,)+c, (2, —%,), basta definir a matriz [C] como:

[C]:[kl —k ¢ _cl]'

24



DINAMICA VEICULAR

4. MODELO LATERAL

O modelo fisico de representagdo simplificada de um veiculo no plano lateral (sagital), pode ser
elaborado considerando um corpo rigido de massa m ¢ momento de inércia Jgy, interligado a
elementos elésticos (suspensao) de conexao com o solo irregular (u(s)), conforme apresentado na
Figura 13. Para problemas no plano (Oxz) trés coordenadas independentes sdo suficientes para

descrever os movimentos no plano sagital:

a) Movimento de translagao horizontal (x);
b) Movimento de translagao vertical (z);

¢) Movimento angular de arfagem (6);

AZ
2]
v
X
G ¢ >
k c c k
b a
b a [0}
2L u(s) S
Sistema Real Modelo Fisico

Figura 13 — Modelo Fisico do Sistema Real

Considerando que o veiculo tenha movimento retilineo e uniforme com velocidade translacional
constante V' =V _i =cte, pode-se adotar o referencial movel Gxz como inercial, a partir do qual,

o movimento vertical z o angulo @ sdo descrito. Neste caso resultam apenas dois graus de
liberdade necessarios e suficientes para descrigdo dos movimentos (z e 6). A irregularidade do

pavimento descrita pela funcao u(s) ¢ considerada como uma entrada ao sistema em funcio da
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posicdo s do veiculo ao longo do percurso. Para corpo com velocidade constante, obtém-se da

cinematica a expressao s =s,+V ¢, que permite correlacionar a irregularidade u(s) e o tempo ¢.

4.1. Equacionamento Modelo Lateral 2GL

Tomando a representagdo fisica do veiculo, conforme mostrado na Figura 14, descrito por um

modelo matematico lateral com dois graus de liberdade (translacional e rotacional) pode-se

descrever as seguintes equagdes diferenciais de movimento obtidas pelo método Newton-Euler a

partir do teorema da resultante (7R) e teorema da quantidade de movimento angular (TQMA)

aplicado em relacdo ao pdlo no centro de massa G e utilizando o diagrama de forgas sobre o

corpo livre (DFCL), obtém-se:

mzy+c (z,—u)+k (z,—u)+e, (2, -uy)+k, (z,—u,) = F,
Jo 0+, (2, —u)a+k(z,—u)a—c,(2, —u,)b—ky(z, —u,) b=M,

Z3

Mz #F;

Z3

X

Z4

kz

(1)

b

a

Cq

ki

/T\/\L/

Tlh(t)

Figura 14 — Modelo Fisico com 2 GL

Utilizando as relagdes cinematicas: z, =z, +af e z,=z,—-b0, obtém-se:

mi,+c, (2,+a0—i)+c, (2,—-bO—1) +k, (z,+ab—u)+k, (z,—bO—-u,)=F,
Jg 0 +c(zy+a0—u)a—c,(2,-bO—1i,)b+k (z, +ab—u)a—ky(z,—bO—u,)b=M,

(34)

(35)
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ou rearranjando as expressdes colocando a esquerda os termos funcao dos graus de liberdade e a

direita as agOes externas devido a pista:

mz, +(c, +c,) z; +(k, + ky) z; +(ca —,b)0 + (kya —k,b)0 = cyii, + ¢, 1, + ku, + kyu, + F (36)

Jg, 0 +(ca” +¢,b")0+ (ka® +k,b*)0+(cja—c,b)z;, +(ka—kb)z; =..

(37)
cau, +c,bu, +kau, +k,bu, + M,

Tomando o sistema homogéneo (F; =0 e Mg = 0) e sem excitagcdo pela base (pista reta u; = u, =

cte), resulta em:

mz;+(c, +c,) z; +(k, + k) z, +(c1a—c2b)9+ (kia—k,b)0 =0

i 2 2N/ 2 2 . (38)
Jg 0 +(ca”+c,b°)0+(ka” +k,b")0+ (ca—c,b)zy + (kia—k,b)z; =0

~ . . e T
Expressando as equagdes na forma matricial utilizando o vetor de coordenadas {z, 8 | :

m 0 |[zZ (¢, +c,) (ca—cyb) ||z, (k, +k,) (kia—kb) ||z, 0 19
0 Iy 18] Tlca-cb) @ar+er)||6] | ta-ip) (kat+kpty || 0] o]

Note que as equagdes sao dependentes o que caracteriza o acoplamento de movimentos (galope
com pivotamento frontal ou traseiro). Caso o sistema seja simétrico (kja=k, b e cia=c;b) as

equacdes tornam-se independentes definindo movimento distintos com frequéncias proprias.

Expressando as equagdes na forma matricial compacta, para {x |’ ={z, 8} obtém-se:

M Rty +[CRi + [K [} = {o) (40)
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4.2. Resolugao do Sistema de Equacées Diferenciais

Verifica-se de imediato que as equagdes de movimento ndo sdo independentes, o que acarreta
movimento acoplado, portanto o sistema deve ser tratado como um todo. Tomando o sistema
homogéneo nao amortecido e assumindo que um dos movimentos acoplados do sistema tenha a
frequéncia de vibragdo acoplada (w) para os dois graus de liberdade, obtém-se movimento
periddico com as seguintes proporgoes:

z(t)y=Zcos(wt+¢d) e O(t)=0Ocos(wt+p) (41)
Tomando a segunda derivada do movimento periddico obtém-se:

()=w*Zcos(wt+¢) e O(t)=w’ Ocos(wt+ ) (42)

e substituindo as duas expressdes na equagdo diferencial do sistema homogéneo e nao

amortecido, obtém-se:

m 0 |[Z k, +k ka—k,b) ||Z 0
[a)2 cos(a)t+¢)]+ hthy) — ( 1621 ? Z [cos(wt+¢)]= (43)
0 Jg ||©® (ka—k,b) (ka”+k,b7) || O 0
colocando em evidencia o vetor de magnitudes {Z @ | e simplificando, obtém-se:
(k, +k, —ma?) (ka—k,b) z) (o
2 2 2 - (44)
(ka-kb)  (ka*+kb*—J,0%)||®] |0

Observe novamente que a matriz do sistema ¢ cheia revelando o acoplamento entre os
movimentos do sistema. Note ainda que se kja = kb a matriz se torna diagonal resultando em

sistema desacoplado e, portanto tendo movimentos vertical e angular distintos.
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A resolucdo do sistema acoplado descrito de forma matricial pode ser obtida pelas raizes do
polindmio caracteristico do determinante da matriz do sistema (auto-problema). Calculando o

determinante de ordem (@?) resulta em:

(ky +k, —ma*)(ka® +k,b* = J g, 0°) — (ka — kb)(ka—k,b) = 0 (45)

(mJ, (@) —imka® +kb>) +J, (k +k,) @ +(k’a> =2k k,ab+k2b*)=0  (46)
Gy 1 2 Gy 1 2 1 12 2

O polindmio caracteristico obtido é de segunda ordem em (@?) possuindo duas raizes. As raizes
ou auto-valores correspondem as duas freqii€ncias naturais do sistema com dois graus de

liberdade e sdo obtidas pela formula de Bhaskara:

) 1{m(kla2+k2b2)+JG(kl+k2)}
), ==

2 mJ.

12 (47)

2
1 {m(klaz b)Y+, (K, +k2)} _4{(1@2 —2k1k2ab+k22b2)}
2

mdg, mJg,

. A L . ~ 1 oyt
Para cada raiz do polindmio caracteristico (auto-valores: @, 2), um conjunto solucido {Z" ®'}

sera obtido (auto-vetores) correspondente a cada modo acoplado de movimento ou forma de

vibrar.

Alternativamente, para um sistema homogéneo acoplado do tipo [M [{i}+[K]{x}={0} descrito

por:

[m OHZ} {(kﬁrkz) (ka—k,b) Hz} {o}
.ot 5 5 = (48)
0 Jg ||6] |(ha-kb) (ka*+kb*)|16] 10

e utilizando novamente a solugdo periddica para um modo de vibragdo e aplicando no conjunto

de equacdes do sistema:

i()=w*Zcos(wt+¢) e O(t)=-w’Ocos(wt+¢) obtém-se: (49)
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m 0 |[Z 5 (k, +k,) (kka—k,b) ||Z 0
{0 J@H@}[—a) cos(a)t+¢)]+Lkla_k2b) (klaz+k2b2)H®}[cos(a)t+¢)]—{O} (50)

Eliminando o termo periddico (cos (a)t + ¢)) e normalizando a primeira linha por m e a segunda

linha por J resulta em:

, |1 0][Z (k,+k,)/m (kia—k,b)/m Z 0
—w + 2 2 = (51)
0 1||® (ka—kb)/ J;, (ka”+k,b)/J;, ||© 0
ou rearranjando:
(k, +ky)/m (kja—k,b)/ m VA , |1 0]|Z
2 2 =w (52)
(ka—k,b)! J;, (ka”+kb")/Jg, | © 0 1|0

que corresponde ao auto-problema tipico descrito como [A]{X }

Il
N
==
N~
==
N~
——
o
=
o,
(¢}
—~—
S
——
Il
—~—
N
©)
——
<

e l=w’.

A matriz [4] do auto-problema pode ser resolvida com auxilio de programa numérico (Octave ,

Scilab ou Matlab) utilizando o comando (eig) que determina os auto-valores (A = ®”) e os auto-

vetores {X} que corresponde a propor¢do dos movimento de cada modo com frequéncia propria.

Para a primeira frequéncia natural A, =@/ obtém-se a proporgdo do primeiro modo de vibrar:
{Z1 0, }T . Para a segunda frequéncia natural A, =@, obtém-se a propor¢io do segundo modo

. T .. o
de vibrar: {Z2 0, } . Tipicamente os programas numéricos fornecem os resultados na forma

o A 0 Z Z,
matricial: e
0 4, 0, 0,
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4.3. Comportamento Modal

O comportamento modal decorrente dos modos de vibrar nao amortecidos identificados pelos
auto-vetores [Z1 0,7, ®Z]T, tem a posi¢do geométrica do centro instantdneo de rotacdo

(CIR) do movimento acoplado (ver Figura 15), chamado de poélos A4 e B, definidos para cada
auto-vetor determinados por:

tan®' =Z /L,  ouparaangulos pequenos L, =Z /0O, e L,=Z,/0, (53)

Os movimentos modais para o sistema acoplado (veiculo ndo simétrico com motor na dianteira)

ocorrem com um pdlo 4 a trds do veiculo chamado de Galope Traseiro (cota L, - rear end
bounce) (em geral com frequéncia mais baixa @) e outro B a frente chamado de Arfagem
Frontal (cota L, - front end pitch) (em geral com frequéncia mais alta @»), conforme estdao

ilustrados na Figura 15b.

rear end bounce front end pitch

Figura 15 - Identificacio dos Modos de Movimento Acoplados

Alguns analistas costumam observar que o movimento do primeiro modo em torno do pélo mais
afastado do centro de massa (pdlo 4 da Figura 15a com distancia L;) a excursdo vertical z; do

centro de massa G ¢ relevante, sendo o movimento mais perceptivel o de translacdo vertical

(Galope Traseiro - rear end bounce).
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Quando o movimento ocorre em torno do polo mais proximo ao centro de massa (podlo B da
Figura 15b com distancia L;) tem o movimento vertical z, pequeno sendo o movimento mais

perceptivel de rotacdo angular (Arfagem Frontal - front end pitch). Na verdade os movimentos

ocorrem sempre acoplados (translagdo e rotagdo) enquanto kja # kb, mas com diferentes
percepgoes em cada posi¢ao de observacao. Adicionalmente, o incremento da carga no veiculo
(passageiros e cargas) e a consequente mudanga da posicdo do centro de massa (cotas a ¢ b da
Figura 14) produz variacdo da posi¢cdo dos pdlos. Além disso a relagdo normalizada entre as
frequéncias de movimento (vertical/angular) se alteram tanto quanto a posicdo do centro de

massa e os polos se movimentam, conforme mostrado na Figura 16.

1.2

1.1

1.0 |

0.9 |

Front/Rear Natural Frequency

0.8

500 250 0 -250 -500
Motion Center Location (In)

Figura 16 - Passeio dos Polos em relacio a Razao de Frequéncias (fonte: Miliken)

Note ainda que a posicdo do centro de massa varia em funcdao do carregamento do veiculo.
Conforme pesquisa feita por Heydinger (1999) a relagdo entre a distdncia do CG ao eixo
dianteiro (a, conforme mostrado na Figura 15) em func¢do da distancia entre eixo 2L vai de 0,35
até 0,40 para o carro com o motorista até 0,45 ~ 0,48 para o veiculo totalmente carregado

(GVWR) conforme apresentado na Figura 17.
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Figura 17 — Posicao do Centro de Massa do Veiculo (Fonte: Heydinger 1999)

Note ainda que o comprimento de onda das irregularidades da pista tem efeito relevante quanto

ao movimento excitado. Para uma excitagdo harmonica com comprimento de onda A =2 ¢ /2"

(paran=20,1, 2,3 ..

etc.) conforme ilustrado na Figura 18a, o movimento excitado sera

dominantemente a translagdo vertical (bounce). Caso o comprimento de onda seja A =3¢ /2" o

movimento dominante sera angular de arfagem (pitch) conforme ilustrado na Figura 18b.

Figura 18 — Excitacido pela Base (comprimento de onda)
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Exemplo Numérico [2]: Considere um veiculo modelado conforme mostrado na Figura 14, com
as caracteristicas descritas na Tabela 2. Um dos movimentos oscilatorios possiveis, com
frequéncia w livre, pode ser obtido considerando as seguintes variagdes dos graus de liberdade e

duas derivadas sucessivas aplicando a matriz dindmica do sistema resulta em:

z(t)=Zcos(wt+¢@) e O(t)=0Ocos(wt+ @)
(t)=—w* Zcos(wt+¢) e O(t)=—w" Ocos(wt+ @) (54)

(k,+k,—ma”) (k,a—k,b) Z| |0
(ka—kb)  (ka’+kb’ —Jg0") (|0 |0
e utilizando os respectivos valores numéricos da Tabela 2, resulta em:

(400001000 *) 15000 Z| |0 (55)
15000 (67500-810w°) ||© 0

com o polindmio caracteristico obtido do determinante da matriz [4] do sistema:

8.1 (@%)* =999 w* +24750=0, obtém-se as raizes que correspondem as frequéncias naturais:

®, =5.8593 rad/s ( f,=0.93 Hz) ¢ w,=9.4341 rad/s ( f, =1.5 Hz).

Tabela 2 — Caracteristicas do Veiculo

CARACTERISTICAS VALOR Obs.:
Massa do veiculo (m) 1000 kg --
Momento de Inércia (Jgy) 810 kg m* Polo G
Distancia do eixo dianteiro ao CM (a) 1.0 metros --
Distancia do eixo traseiro ao CM (b) 1.5 metros --
Rigidez da mola dianteira (k) 18.0 kN/m conjunto
Rigidez da mola traseira (k) 22.0 kN/m conjunto

Utilizando as frequéncia naturais obtidas: @, =5.8593 e @, =9.4341 rad/s, em uma das linhas

da matriz do sistema (por exemplo: (40000—1000w/)-Z, +15000-®, =0 da eq. 55) determina-
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se as relagdes: L, =z/tanf, = Z,/0®, e L,=z,/tanb, =Z,/0,, que sdo as distancias dos polos 4
e B ao centro de massa, de cada modo de vibrar: L, =-2.6461 ¢ L, =0.3061 metros, conforme

ilustrado na Figura 15. Note que a utilizagdo da outra linha da matriz do sistema resulta nos
mesmas proporgoes. Essa configuragdo de modos de vibrar € tipica de veiculos com motor na

dianteira.
Para conforto (ride) recomenda-se a menor frequéncia possivel (movimento vertical suave
atenuando as irregularidades — f, < 1.3 Hz e curso de suspensdo de 152 mm) e a frequéncia

vertical deve ser menor que 1.2 Hz vezes a frequéncia de arfagem (Olley, 1930).

A deducdo completa da funcgdo de resposta em frequéncia do sistema, quando excitado pela base,

esta apresentada no Anexo B.
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5. MODELO FRONTAL

O modelo frontal do veiculo com massa m, momento de inércia Jg € ndo amortecido com 2 GL,
conforme apresentado na Figura 19, permite avaliar o comportamento modal acoplado do
movimento de rolagem/lateral inferior/superior, conforme a combinagdo dos movimentos y(t) e

@t), apresentados na Figura 20.

Ms | Z m
F,of y
>
G
Zy h S

=

Figura 19 — Modelo Frontal

Utilizando as relagdes cinematicas: z, =b-¢ ; z, =—b-¢ e s=y+h ¢, oteorema da resultante

(TR), o teorema da quantidade de movimento angular (TQMA) com polo em G e referencial
moével Gxyz e o diagrama de forcas sobre o corpo livre (DFCL), vélidas para pequenos
deslocamentos (y = Y), obtém-se as equacdes diferenciais para os movimentos dos graus de

liberdade y(t) e ¢ (t):

mY=>"F =F,,,

+F = (s k)4 Fy =~y +hg)k o F (36)

Jo$ =3 My =—b-(k-bg)-b-(k-bp)~h, [k, -(y+h )]+ ML (57
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As equagdes de movimento para o sistema acoplado do tipo [M}{i}+[K]{x}={0} com
X = {y ¢}T e adotando rigidez vertical idéntica (k, =k, =k, ), sdo descritas na forma matricial

por:

F R YRRl A S

Utilizando novamente a solug¢do periddica para um modo de vibracao e aplicando as derivadas

no conjunto de equagdes do sistema homogéneo:

yv(t)=Ycos(wt+p) e @(t)=Dcos(wt+ ) derivando 2 vezes: (59)

J(t)=—-w’Ycos(wt+ L) e ¢(t)=—a Dcos(wt+ ) obtém-se: (60)

{’Z JOG]{;}[_(OZ COS(a)t+ﬂ)]+|:(k]Z;ls) (2kV(:2L}f/)‘th2)H§)}[COS(m+ﬂ)]:{8} 1)

Eliminando o termo periddico e normalizando a primeira linha por m e a segunda linha por Jg,

obtém-se:

k, /m (k )/ m Y] L [1 o]fy 6
k,n )10, @k b2+ n?)a, [lof = o 1o (62)

que corresponde ao auto-problema tipico descrito por [AJ{X}=A[I[{X} onde {X}={r @} e
A=o". O determinante da matriz [4] do auto-problema, produz o polindmio caracteristico que
pode ser resolvido com auxilio de programa numérico (Octave , Scilab ou Matlab) utilizando o

comando (€ig) que calcula as raizes, correspondente aos auto-valores (A = @”) e 0s auto-vetores
{X} do sistema, que fornecem a propor¢ao dos movimentos de cada modo com frequéncia

propria.

37



DINAMICA VEICULAR

5.1. Exemplo

Considere o modelo frontal de um veiculo, conforme mostrado na Figura 19 e com as
caracteristicas descritas na Tabela 3. Um dos movimentos oscilatorios possiveis, com frequéncia
w livre, pode ser obtido considerando as seguintes variacdes dos graus de liberdade e duas

derivadas sucessivas aplicando a matriz dindmica do sistema resulta em:

(k, -ma?) (k, 1) {Y} B {o} )
(k,h) 2k, b +k, > —J 0% ||®] |0

e utilizando os respectivos valores numéricos da Tabela 3, resulta em:

(320000-1415 ") 128000 Y| 0 64)
128000 (89450-250%) || D 0

com o polindmio caracteristico obtido do determinante da matriz [4] do sistema:

0.353750 (@*)* —206.571 @* +12240 =0, obtém-se as raizes que correspondem as frequéncias

naturais: @, =8.168 rad/s ( f, =1.3 Hz) e w, =22.745 rad/s ( f, =3.62 Hz).

Tabela 3 — Caracteristicas do Veiculo

CARACTERISTICAS VALOR Obs.:
Massa do veiculo (m) 1415 kg --
Momento de Inércia de Rolagem (Jgy) 250 kg m? Polo G
Distancia entre molas verticais (25) 1.5 metros --
Distancia da mola lateral ao CM (/) 0.4 metros --
Rigidez da mola vertical (kv) 34.0 kN/m 2 molas
Rigidez da mola lateral (ki) 320.0 kN/m total
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Utilizando as frequéncia naturais obtidas: @, =8.168 e @, =22.745 rad/s, em uma das linhas
da matriz do sistema (por exemplo (320000-1415@)-Y'+118000-®' =0 da eq. 45)
determina-se as relagdes: A, =z'/tan@' = Z'/®' e h, =z*/tanf> = Z*/®*, que sdo as distancias
dos polos B e A ao centro de massa, de cada modo de vibrar: L, =-0.568 e L, =0.331 metros,

conforme identificado na Figura 20. Note que utilizando a segunda expressao resulta nos

mesmos valores.

Os modos de movimento rolagem frontal com centro inferior (lower sway) e superior (upper

sway) estao apresentados na Figura 20.

h boleto

Upper sway Lower sway

Figura 20 — Modos de Movimento de Rolagem/Lateral

. T . A .
Na forma de espaco de estados, considerando x = {y } e o sistema homogéneo, considerando

ki = ky = ky, e amortecedores ¢y; = ¢y, = ¢y, € amortecedor lateral ¢, , obtém-se a partir das

equagoes do sistema:

mj)+cLy+kLy+cL hs¢£+kL hv¢:O

106 +lpe, +ize i+ ok, + 12 Jo e )is (k) =0 )
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By 0 0 1

p 0 0 0
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5.2. Resposta Lateral/Rolagem Inferior/Superior

Y
¢
y
¢

(66)

Para o modelo frontal do sistema amortecido com excitacdo pela base, obtém-se para o primeiro

modo de vibrar as respostas apresentadas na Figura 21.

State Space Frequency Response Function (2GL Frontal)
107 T Mag. 0.044 ' '
RV LA HE
z 10_2 [ = D.:luy\:: 11%
=2 i - 0.0024
= * ‘#ﬁ?\s.ﬁa Hz
E 107 Dampr2] %
1[}4 L
1[}.5 1 1
10" 10° 10' 10°
0 T T
—_ 50F
=k *Phase: -88
@ -100 [ qij
T \ iPhase: -133
& im0t e
-200 e k3
10" 10° 10' 102
Frequency (Hz)

Figura 21 - Movimento de Balanco Lateral Inferior (Receptancia e Fase)

Alternativamente um modelo com 3 graus de liberdade, incluindo a variagdo do movimento

vertical, pode ser considerado.
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A fungdo de resposta em frequéncia também pode ser apresentada no formato 3D cujas projecdes

nos planos realximaginario, amplitudexfrequéncia e fasexfrequéncia, podem ser apreciadas na

Figura 22.

Imaginary

Real

Frequency

Figura 22 — Projecdes da Funcio de Resposta em Frequéncia Completa 3D
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6. DEMAIS MODOS DE MOVIMENTO

Uma vez estabelecida a metodologia de andlise de sistemas com 2GL, pode-se realizar a
identificacdo da resposta em frequéncia dos diversos modos de movimento do veiculo com

auxilio da resposta de cada modelo correspondente.

A seguir serdo apresentados os resultados graficos de Receptincia para os diversos modelos do
veiculo: vertical 2G (caixa e truque), modelo sagital correspondente aos movimentos
vertical/angular de galope e arfagem (bounce & pitch), modelo frontal com movimento lateral e
angular de rolagem formando o modo acoplado de balango lateral inferior e superior (lower &
upper sway) e modelo horizontal com resposta de direcdo do veiculo (yaw) na faixa de excitacao

de 0,1 Hz a 100 Hz.

6.1. Resposta de Arfagem

O modelo sagital amortecido com 2 GL e excitado pela base, conforme apresentado na Figura
23, permite identificar as respostas em receptancia e fase do veiculo no movimento de arfagem

que estdo apresentadas na Figura 24
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Figura 23 — Modelo Sagital (2 GL)
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Diagrama de Bode (Arfagem)
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Figura 24 - Grafico de Bode do Movimento de Arfagem do Carro (Receptincia e Fase)

6.2. Resposta do Modelo Horizontal

O modelo horizontal do veiculo com 2 GL possui o deslocamento lateral e deslocamento angular

de guinda. Quando este modo ocorre de forma acoplada de maneira similar com o movimento
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sagital (item 3) resultando do modo de guinada frontal, conforme mostrado na parte superior na

Figura 25, e traseira mostrada na parte inferior da mesma figura.

Mov. Lateral (Side) Direcéo (Yaw)
—e—f1 1] o
E _ _::__—_:::g::: S ———— e @)
Guinada Frontal
o — i 0 ;E ————————— 1= |
Guinada traseira MODOS DE GUINADA

Figura 25 — Modo Acoplado de Guinada (Frontal e Traseira)

No caso particular do veiculo metro-ferroviario, as rodas conicas proporcionam a centralidade na
via durante o trafego. Esta resposta, entretanto estd associada a um comprimento de onda fixo
que para uma determinada velocidade, produz um movimento de oscilagdo chamado de
direcionamento ou guinada. A frequéncia de oscilagdo ¢ portanto diretamente proporcional a
velocidade, sendo que o amortecimento devido ao contato de rolamento ¢ fixo. Portanto o fator
de amortecimento § = ¢ /(2ma,) € inversamente proporcional a velocidade, tendendo a se anular
ampliando o movimento de oscilagdo sustentada resultando em uma velocidade limite critica

(movimento de lacet ou hunting).

No caso especifico de veiculos automotores a suspensdo com pneumadticos também ha uma

velocidade limite de estabilidade, conforme proposto por Rill (Rill, 2009)
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Figura 26 — Modelo Horizontal
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Figura 27 - Grafico de Bode do Movimento de Direcionamento do Veiculo (Receptancia e

Fase)
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7. AJUSTE DA SUSPENSAO

Trés termos sdo usualmente empregados para qualificar a percep¢do do motorista e quantificar o

desempenho dinamico e estrutural do veiculo:

e Conforto (Ride);
e Dirigibilidade (Handling);
e Aderéncia em Aceleragdo e Frenagem (Road Grip)

e Fadiga (Fatigue).

Entende-se por Ride a percepgao subjetiva do motorista associado com o nivel de conforto ao
dirigir o veiculo (resposta oscilatoria de regime na diregdo vertical e angular de arfagem,
vibragdo, ruidos, acomodagdo no banco, posicdo dos comandos, tempo da viagem, etc.).
Caracteristica tipica esperada de veiculos de passeio para viagens longas e tranqiiilas. Entende-se
por Handling a percepgao subjetiva do motorista associado com a capacidade e resposta
transitoria do veiculo as alteragdes de direcao e velocidade (variacao de velocidade de resposta
horizontal em aceleracdo e frenagem, dirigibilidade, capacidade de sustentar aceleracdo lateral,
estabilidade, previsibilidade, governabilidade, seguranca). Embora ndo excludente da anterior ¢
uma caracteristica tipica adicional esperada de carros esportivos e de alto desempenho. A
suspensao filtra as irregularidades do pavimento e em funcdo da velocidade transmitem
solicitagdes oscilatorias a estrutura do veiculo. Neste aspecto o dano em fadiga a estrutura do

veiculo, pode ser avaliada (ver Figura 28).
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Figura 28 — Caracteristicas Principais da Suspensao (Fonte: Jacobson 2017)

Para o ajuste da suspensdo, buscando atender a estes requisitos, os seguintes parametros devem

ser avaliados e podem ser otimizados:

e Altura do Centro de Massa;

e Momento de Inércia;

e Rigidez vertical da suspensao;
e Rigidez lateral da suspensao;
e Fator de amortecimento;

e Barra de tor¢do anti-rolagem.

7.1. Movimento Vertical

Na direcao vertical o modelo de % de veiculo ¢ suficiente para verificar sua interacdo com as
irregularidades do pavimento. O modo elegante de tratar o problemas consiste em identificar a
funcdo de transferéncia do modelo excitado pela base e multiplicar pelo espectro das
irregularidades da via descrito no dominio do espaco. Para compatibilizar as duas fungdes
utilizagdo da relagdo f =A-V que permite para uma determinada velocidade de trafego V,
transformar o espectro espacial das irregularidades num espectro de frequéncia o que permite

fazer a multiplicagdo no dominio da frequéncia.
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Pode-se dividir as oscilagdes verticais em dois grupos por faixa de frequéncia:

e Ride Primario — movimentos do veiculo sobre sua suspensdao (movimentos: Bounce,
Pitch e Roll) na faixa de: 0.5 a 4.0 Hz.
e Ride Secundario — movimentos das rodas sobre a suspensao devido as irregularidades da

pista, na faixa de 4.0 a 25.0 Hz.

A intensidade das vibragdes de baixa frequéncia dos primeiros modos de movimento (Ride
Primario) estao associadas a capacidade de filtragem da suspensdo ao espectro de solicitagdes
produzidas pelas irregularidades do pavimento. Relembrando que a curva de resposta em
frequéncia (FRF receptancia) tende a atenuar as oscilagdes apds o pico de ressonancia, quanto
menor o valor da frequéncia natural maior a faixa de frequéncia que sera atenuada. Esta
avaliacdo pode ser feita considerando diferentes frequéncia naturais, conforme comparacao

apresentada na Figura 29.

Sprung Mass
g Natural Frequency
@ 2 Hz
o /
@
S 1.75 Hz
<
= 1.5 Hz
=3
n 1.25 Hz
=
]
[
=
0 5 10 15 20 25
Frequency (Hz)

Figura 29 —Aceleracio Vertical Média Quadraitica em Trafego Funcio da Frequéncia

Natural (Fonte: Guillespie)
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Para quantificar a irregularidade da pista pode-se utilizar a norma internacional ISO 8608 que
classifica em varios niveis (4 até H), conforme mostrado na Figura 30, as diferentes qualidade de

pista em fung¢do da seu conteudo em comprimento de onda no dominio espectral.

Comprimento de Onda (m)
0 1 0.1

|||rr]' T TTT17y

r

V\\\\\ _
JEER NN
i DN
NN

0.01 1 1
1 (ciclos/metro)

S(n) [m2/ciclo/m]
=%

Figura 30 - Nivel de Qualidade da Pista (ISO-8608)

Para quantificar a sensibilidade do motorista as vibragdes nao filtradas pela suspensdao do
veiculo, utiliza-se a norma internacional ISO-2631 de conforto. O espectro de tolerancia
apresentado na Figura 31, revela a menor tolerancia do usuério do veiculo as vibragdes na faixa
de frequéncia entre 4,0 a 8,0 Hz, com valor médio quadratico aceitavel inferior a 0.25 m/s’

(0.025g - RMS).
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Figura 31 — Tempo Toleravel em Faixa de Aceleraciao (rms)

A norma internacional de conforto ISO 2631-1 também sugere a utilizacdo do “Vibration Dose
Value” que corresponde a aceleracdo elevada a quarta potencia, como uma alternativa para
incluir adequadamente os efeitos fator de crista (high crest factors) na analise vibragdes nao
contemplado nas figuras de mérito estatisticos (como por exemplo, valor RMS). O indice VDV
pode ser determinado pela aceleracio medida em cada uma das trés direcdes cartesianas

(diregdes x, y € z) como:

- 1/4 3
VDVzU OTa;‘(t)-dt} e RI=D>VDV, para i=1,23 (67)
- i=1

1

Um unico indice RI (Ride Index) pode ser utilizado para quantificar o conforto do passageiro em

um veiculo trafegando em determinada velocidade ¥ sobre uma pista com irregularidade.
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7.2. Plano Sagital (Vertical/Arfagem)

Devido ao processo de aceleracdo e frenagem horizontal, o veiculo ¢ excitado angularmente
devido ao binario de momento (M,, ou My,) na dire¢do y, produzido pelas forcas tangenciais de
contato da roda (F,. ou Fyr e Fy) € a inércia da massa do veiculo em funcdo da altura Ag do
centro de massa G, conforme mostrado na Figura 32. Ou seja, quando se aplica o freio (degrau
de desaceleracao), a frente do veiculo tende a baixar, devido a transferéncia de carga para o eixo
dianteiro produzido pelo binario de momento de frenagem (My,). Este movimento ¢ conhecido
com na lingua inglesa como dive (mergulho). Durante a aceleracdo o movimento ¢ oposto (M,.),
elevando da dianteira do veiculo (denominado de squad). O ajuste da suspensao para este efeito
¢ realizado tomando a posi¢ao angular estaciondria, conforme deduzida a seguir e otimizar o

parametro multiplicador.

Frenagem (dive) Aceleragéo (squad)

Figura 32 — Arfagem na Aceleracio e Frenagem

Este fenomeno também ¢ observado em maquinas agricolas (ex. tratores) que rebocam
implementos com elevada forga tracionadora. Devido a heterogeneidade do solo e reduzida
rigidez rotacional e vertical dos pneus, o conjunto de tracdo (power train) tende a oscilar
variando a forga tracionadora excitando o modo angular (pitch) da suspensdao do veiculo. Este

fendmeno € chamado de power-hop.
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Para tratar este efeito considera-se um aceleragdo ou frenagem constante e, portanto aceleracao
angular nula (efeitos dindmicos transitorios desconsiderados). Utilizando o TR no plano sagital
(eixo x € z), 0 TOMA com pdlo no ponto de contato da roda dianteira (4) e o diagrama de forcas

sobre o corpo livre da Figura 32, obtém-se:

m- an = Fac
m-ag, =F,+F,-mg=0 (68)
JAya')y =-2L-F,+h;-F,_=0
resultando em:
F h
2L-F,=h,-m-a,, = L=q, < (69)
m 2L

Para veiculo simétrico (a = b = L/2) com molas idénticas (k,) o binario de momento My pode ser

escrito como:

magh, =M
sz+F;t =m-g
sz :_kz(zf _AZ) e F;t :_kz(zt +AZ)

M, =k Az L

y

(70)

Tomando a relacdo geométrica da deflexao da suspensdo Az em fun¢do do angulo &, obtém-se:

magh, =k Azl = Az="M
kL
(71)
h, m
t9=atan7 = HE—zk—an
h, m
9 = kpitch : an = kpitch = _g ’ k_ (72)

Portanto para uma determinada aceleracdao longitudinal agx, quanto maior a altura do centro de

massa (h¢g) e menor a distancia entre eixos (2L) maior sera o angulo @ de arfagem (squad - dive)
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devido ao momento de binario da aceleragdo ou frenagem. Para ajustar a suspensdo e minimizar
o efeito angular, o Uinico parametro, exceto as dimensoes (hg e 2L), ¢ a rigidez vertical das molas

k, que deve ser incrementada para reduzir o angulo de regime no movimento angular de arfagem.

Alguns projetistas sugerem introduzir mecanismos de variagdo geométrica do curso da suspensao
(curso vertical x curso em arco com centro definido) com objetivo de mudar a distribui¢cdo das
cargas sobre os elementos eldsticos, produzindo uma suspensdo ndo linear com intengdo de

minimizar o efeito squad/dive.

Esta mesma andlise pode ser aplicada para o movimento de rolagem (lower/upper sway)
utilizando o modelo frontal tratado no item 5.2. Neste caso para ajustar a suspensao e minimizar
o efeito angular, além das dimensdes geométricas, pode-se introduzir a barra anti-rolagem que
tem a fungdo especifica de incrementar a rigidez angular e reduzir o angulo de regime no

movimento angular de rolagem lateral (lower sway).

1.1
— 1.0 1
o™ A O
i | 0
— 0 g A < O A o
s o O %_iﬁ = °
5 <o O 00 OCARS
= 08 9\ O Olo 0o 0nQ — O VANS
. N |_| [
OT RUCKS
ASUVS
0.7
1000 1500 2000 2500 3000
Vehicle Mass (kg)

Figura 33 — Momento de Inércia normalizado pelo Raio de Giracao (Fonte: Heydinger,

1999)
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A distribuicdo de massa do veiculo pode ser apreciada pela relagdo entre o0 momento de inércia
transversal (Jy) € o raio de giragdo (massa x L?) para diferentes tipos de veiculos. Os resultados
foram consolidados por Heydinger (1999) e tem valor na faixa de 0.8~0.9, conforme apresentado

na Figura 33.

7.3. Influéncia do Comprimento de Onda da Irregularidade

Os movimentos vertical e de arfagem do veiculo podem ser excitados em funcao do
comprimento de onda das irregularidades da pista. Dependendo da distancia entre eixos (2¢) € o
comprimento de onda da irregularidade (1), pode haver uma razao que promove dominantemente
um movimento ou o outro. Para uma excitagdo harmonica com comprimento de onda A = 2¢ /2"
(para n = 0, 1, 2, 3,..., etc.) conforme ilustrado na Figura 34a, o movimento excitado serd
dominantemente a translagdo vertical (bounce). Caso o comprimento de onda seja A =3¢ /2" o

movimento dominante serd angular de arfagem (pitch) conforme Figura 34b.

Figura 34 - Entre Eixo (2¢) e Comprimento de Onda (A)

Este topico serd abordado com detalhes mais adiante na apresentacdo do modelo SAGITAL. O
efeito das irregularidades da pista no comportamento oscilatorio do veiculo depende da
magnitude e comprimento de onda da elasticidade da suspensdo e da distancia entre os eixos do

veiculo.
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Uma excitacdo periodica pela base (u,(t)) tem atraso de 7 segundos para excitar o segundo eixo
do veiculo (u(t)) em funcdo da distdncia L entre eixos e pode ser descritas pela seguintes

fungdes com atraso T quando expresso em funcao do tempo:

u,(f) = u, sen(w?) -
u,(t)=u, sen(a) (t + r)) =u, [sen(a)t)cos(a) r)+ cos(a) t)sen(a)r )] (73)

Este efeito causa ganhos variaveis em diferentes modos dominantes de movimento (galope ou
arfagem) em funcao da velocidade e razao entre o comprimento de onda e distancia entre os

eixos (wheel base - WB), conforme mostrado na Figura 35.

Este efeito pode ser observado quando se compara o ganho da resposta em frequéncia
determinada para o modelo 4 de veiculo, sem o efeito da distancia entre eixos e o modelo 2 de
veiculo que considera este efeito. Para velocidade de 80 km/h e espectro amplo de comprimentos
de onda da irregularidade, as frequéncia naturais dos dois modos distintos de galope e arfagem

(bounce e pitch) sdo magnificados, conforme apresentado na Figura 36.

BOUNCE PITCH

Figura 35 — Efeito da Distincia entre Eixos (Fonte: Guillespie)
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Figura 36 — Efeitos da Sincronizacio do Comprimento de Onda e Entre eixos (Fonte:

Guillespie)
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Figura 37 — Efeito das Vibracdes Translacional e Rotacional ao Longo do Chassi (Fonte:

Guillespie)

Atengdo especial deve ser tomada em fun¢do da oscilagdo translacional e rotacional. No caso da
aceleragdo ser de translacdo, todo o corpo rigido adquire a mesma magnitude. Para aceleracio
angular os diferentes pontos ao longo do chassis terdo varia¢do de velocidade distinta, conforme

pode ser observado no espectro em diferentes pontos da carroceria de um caminhao,
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apresentados na Figura 37. Note que este efeito € significativo em veiculos altos como o caso dos

onibus de dois andares.

A oscilag@o entretanto pode ser utilizada para quantificar de forma indireta a irregularidade do
pavimento. O projeto internacional muito grande (International Roughness Index - IRI) foi
realizado inclusive no Brasil (Queiroz, Sayers, 1986) para estabelecer uma correlacdo entre as
oscilagdes da suspensdo e aceleracdo do veiculo com a irregularidade do pavimento. Neste
estudo um modelo de um quarto do veiculo foi utilizada (ver notas de aula sobre Irregularidade e

Conforto).

CENTRO DE PERCUSSAO

Alguns autores (Guilespie, 1992) utilizam o Indice Dindmico (Dynamic Index) que nada mais é

que localizacdo do centro de percussdo, como pardmetro de projeto. Ou seja, no caso do veiculo,

cada eixo ¢ locado no centro conjugado de percussao. Assim, um eventual impulso (/ = I Fdt)

vertical praticado na rodas dianteira, nao afeta a velocidade vertical instantanea na roda traseira
(m AV =1I). Como os ocupantes do veiculo estdo em geral entre os eixo, sempre havera impulso
sobre o0s passageiros, causando mesmo assim desconforto e sendo portanto um indice
questionavel. Soma-se a isto, o fato de que 0 momento de inércia e o centro de massa tem sua
magnitude e posi¢ao varidvel em fungdo da carga do veiculo. Quando o DI = 1 a posi¢do das

rodas coincidem com o centro de percussao.

k? J J
DI=—=—2 = DI=1 = 2c=—22% (74)
4dbc  m-4bc m-2b

Como as irregularidades do pavimento sdo aleatérias em magnitude e comprimento de onda,
para o conforto cabe apenas garantir fatores de amortecimento adequados para cada modo de

oscilagdo (bounce & pitch).
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8. CONTROLE

A resposta em frequéncia do sistema veicular nem sempre atende aos requisitos desejados. Em
particular alguns aspectos sdo antagonicos produzindo linhagens de projetos como o caso do
fator de amortecimento que pode produzir veiculos confortaveis (otimizado para minima
aceleracdo) ou veiculos esportivos (otimizado para menor variagdo da forca de contato). Desta
forma técnicas de controle podem ser utilizadas para melhorar o desempenho global ou seletivo

do veiculo. Aspectos como:

e Seguranga;

e FEstabilidade;
o Agilidade;

e Fidelidade;

e Linearidade.

sdo requisitos desejaveis do comportamento. A atenuacdo de eventuais distirbios externos
melhora a estabilidade do veiculo no trafego. Resposta com mais sensibilidade (ex,
multiplicados de angulo de estercamento da dire¢do hidraulica) aumenta a agilidade do veiculo.
Implementacdo da precisdo (acurdcia) dos comandos, melhora a fidelidade da resposta (freio
ABS). Finalmente a rejeicao de disttirbio e efeitos cruzados garante a linearidade da resposta do

veiculo, desejavel do ponto de vista do condutor.
Estes aspectos sdo amplamente estudados e aplicados em veiculos modernos sendo objetos de

estudos mais aprofundados ndo atingidos por este texto. Para maiores informagdes consulte as

referencias bibliograficas.
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10. ANEXO A - Formula de Bhaskara e Inversao de Matriz

Para um polindmio de 2 ordem em x* do tipo a(x*)’ +bx>+c=0, as raizes sio obtidas pela

conhecida formula de Bhaskara (Indiano de 1.114):

, —bx+b*—4ac
#, =22 (75)

Para solucionar o sistema linear de equagdes [4]x = {b} utiliza-se da matriz inversa [4]"[4]=[/]

para obter {x}=[4]"{b}. Para determinar a inversa da matriz utiliza-se o determinante ( Det [4])

e a matriz adjunta ( Adj [ A]) da seguinte forma:

A = oy 1) (76)

a b i , d -b
Se [A]{ d} entdo Det [A]=ad —bc e Adj [A]:{ }

—-C a
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11. ANEXO B - Funcao de Transferéncia do Modelo Lateral
com 2GL

DETERMINACAO DAS FUNCOES DE TRANSFERENCIA DO MODELO LATERAL

Considerando a projecao lateral do veiculo, conforme mostrado na Figura 38, descrito por um
modelo matematico com dois graus de liberdade (translacional e rotacional), pode-se descrever
as seguintes equagdes diferenciais de movimento obtidas pelo método Newton-Euler a partir do
teorema da resultante (TR) e teorema da quantidade de movimento angular (TQMA) aplicado em
relacdo ao pdlo no centro de massa G e utilizando o diagrama de forgas sobre o corpo livre

(DFCL), obtém-se:

mzy+c (2, —u)+k (z,—u)+c, (z2,-u,)+k, (z,—u,) = F,

S . (77
Jo 0 +¢,(Z —u)a+k(z,—u)a—cy(z,—uy)b—ky(z, —u,) b=M;

Z3

Mz @#F;

X

Z3 Zq

k, Co Ct K
b a

/(b\_/—\L/
us(t) T Tlh(t)

Figura 38 — Modelo Fisico com 2 GL

Utilizando as relagdes cinematicas: z, =z,+af e z,=z,—b@, para o sistema homogéneo

obtém-se:
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mi,+c, (2, +a0—i)+c, (2,-bO—1)+k, (z,+a0—u)+k, (z;—bO—-1u,)=0

3 . : 78
Jo 0 +c(z;+ab0—u)a—c,(z;,-b0—u,) b+ k(z; +ab—u)a—ky(z;—bO—u,)b=0 (78)

ou rearranjando as expressdes colocando a esquerda os termos funcao dos graus de liberdade e a

direita as agdes externas devido a pista:

Mz +(c,+¢,) 2, +(k, + k) zy + (c,a — c,b)0 + (kya— k,b)8 = cii, +c, 1, + ku, +kyu,  (79)

Jo, 0 +(ca” +¢,b")0+ (ka® +k,b*)0+(c,a—c,b)z, +(ka—kyb)z, = ..

(80)
cau, +c,bu, +kau, +k,bu,

Tomando a transformada de Laplace do sistema de equagdes diferenciais completas com 2 graus
de liberdade (z,e @) excitada pela base (u,(t)=A4- sen(a)t + ¢) e u,(t)=4- sen(a)t +o+ 0)) e

assumindo condi¢des iniciais nulas, obtém-se as seguintes expressoes:

[m, s’ +(e+6y) s+ (k +ky)] Zy(s) +[(ac, —be,) s +(ak, —bk,)] O(s) =....

(81)
(e, s+k)U\(s)+(c; s+ k) U, (s)
[Jg, 8° +(a’c, +b°c,) s+ (a’k, +b°k,)]O(s)+[a(e, s+ k) —blc, s+ k)] Z,(s) = .. 82)
a(c,s+k)U,(s)+b(c,s+k,)U,(s)
Utilizando os seguintes identificadores para cada polindmio em s, obtém-se para cada grupo:
A=[my s’ +(c,+c,)s+(k, +k,)]
AA=(c,s+k) ; AB=(c,s+k,) (83)

AC =[(ac, —bc,) s +(ak, —bk,)]
AZ,(s)+AC O(s)= AAU,(s)+ ABU,(s)

B=[J, s’ +(a’c,+b’c,)s+(a’k, +b’k,)]

BA=a(c,s+k) ; BB=b(c,s+k,) (84)
BC =[(ac, —bc,) s + (ak, - bk,)]
BO(s)+BCZ,(s)=BAU,(s)+BBU,(s)

63



DINAMICA VEICULAR

Isolando os polindmios dos graus de liberdade @&X(s) e fazendo a substitui¢do em Z3(s) obém-se:

0) = U, () + 2 U, (9)- 2 2,09

AZ3(S)+AC( U,(s)+ U()—BTfZ (s)j AAU,(s)+ ABU, (s)

Rearranjando as expressoes, obtém-se:

AZ,(s)—- ACI';BC Z,(s) = [AA— ACI';BAJUI (s)+(AB— ACZ;BBJUZ (s)

[(B-4)-(AC-BC)|Z,(s)=(B- 44— AC-BA)U,(s)+(B- AB— AC- BB)U,(s)
Utilizando os seguintes identificadores adicionais para cada grupo polindomial, obtém-se

_ (B-44-4C-B4) G _ (B-4B-4C-BB)
oo [(B-a)-(ac-BC)] T [(B-4)-(4C-BC)]

Zy(s) = GZ31U1(S)+ Ganz(S)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

Isolando os polindmios dos graus de liberdade Z(s) e fazendo a substituicdo em éXs) obém-se:

2,0 =220,0+ 22U, ) -2 o)

B@(s)+BC(AjU() jU(s)—%@(s)j BAU,(s)+BBU,(s)

Rearranjando as expressoes, obtém-se:

BO(s) —(B Cfcj O(s)= (BA 5 CAAAJUI (s) +(BB 8 C{;AB jUZ (s)

[(4-B)-(BC-AC)|©(s)=(A4-BA—BC- AA)U,(s)+(A-BB—BC- AB)U,(s)

(90)

C2))

(92)
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Utilizando as seguintes fun¢des de transferéncia em s, obtém-se

_ (4-BA-BC-44) _ (4-BB-BC- 4B) o)
% [(4-B)-(BC-4C)] * "° [(4-B)-(BC-AC)]
O(s)= G, U,(s)+ Gy Uy(s) (94)

Considerando que as entradas U,(s) e Ux(s) em cada eixo sejam similares (U(s)) mas defasadas (s

=iwe T=L/Vel)

Z,(5)=(G, (5)+G,_(s)-¢ ™) U(s)

95)
O(s)=(Go, (5)+Go_(5)-¢™)U(s)

ou na forma de ganho vertical e angular do chassis (Z3(s) e &Xs)) em relacdo a entrada (U(s)):

Zy(s) _ (-ik)
—U(s) Gz3l(s)+GZ32(s) e

O(s) _ i)
Uls) = G@,l (s)+G®]2 (s)-e

(96)

onde: k=w-L/Vel e L = (a+Db). Note que as func¢des estdo no dominio s complexo sendo
necessario o tratamento da fun¢des como nimeros complexos. Tipicamente o primeiro modo de

vibrar com frequéncia mais baixa ¢ chamado do Galope Traseiro (rear end bounce) esta

associado com o movimento vertical Z;. O segundo modo de vibrar chamado de Arfagem

Dianteira (front end pitch) esta associado com movimento angular @.
As fungdes de transferéncia em s podem ser avaliados numericamente numa faixa de

frequéncias, utilizando pacotes numéricos, onde pode-se observar o comportamento da resposta

em frequéncia de galope (Z3(s)) e arfagem (@ (s)) do veiculo em fun¢do da entrada U(s).
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Tabela 4 — Caracteristicas do Veiculo (meio carro)

CARACTERISTICAS VALOR Obs.:
Massa do veiculo (m3) 750 kg --
Momento de Inércia (Jgy) 360 kg m’ Polo G
Distancia do eixo dianteiro ao CM (a) 1.0 metros --
Distancia do eixo traseiro ao CM (b) 1.4 metros --
Rigidez da mola dianteira (k) 18.25 kN/m 1 par
Rigidez da mola traseira (k) 18.25 kN/m 1 par
Amortecedor dianteiro (c) 912.5 kN/m/s 1 par
Amortecedor traseiro (c;) 912.5 kN/m/s 1 par

As propriedades do veiculo sdo: Primeiro modo de vibrar (galope traseiro — rear end bounce)

frequéncia F; = 1,12 Hz (fator de amortecimento de 17%) e segundo modo de vibrar (arfagem

dianteira — front end pitch) frequéncia F, = 1.98 Hz (fator de amortecimento de 31%). As

figuras a seguir mostram o comportamento do sistema no dominio da frequéncia:

Frequency Response Transfer Function (2GL Lateral)
19 e b
S0 j/.ff-#qjg1_1 bz - Vertical | |
g W e ~Danig 172 — — Angular |3
2 ErmTTETE a2k = TN Mag 0.29 e
= 5#3@ 198.Hz ]
S} D32t~ . :
10 ' A 1
107 100 10!
0 __-_c_:::\ﬁ =T prem—
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- 50T B
pori {iPhase: \(4\ Angular |
@ -100 [ e~
i \ R
a e Phase 143
& 50+ '
200 i .
10" 10° 10’
Frequency (Hz)

Figura 39 — Receptancia com Excitacdo no Eixo Dianteiro
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INERTANCE (2GL Lateral)
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Figura 40 — Inertiancia com Excitacio no Eixo Dianteiro

INERTANCE RESPONSE (Speed: 25.6 km/h)
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Figura 41 — Inertancia com Excitacio Defasada (Velocidade de 25,6 km/h)
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INERTANCE RESPONSE (Speed: 120 km/h)
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Figura 42 - Inertancia com Excitacdo Defasada (Velocidade de 120 km/h)

MAGNITUDE TRAJETORY
\
D =3 Tt e ——l II
N
M
50 | £
y
E‘ ,-/. ll '_,H-F. FE
@ L _,
£ 100 | 7 \/;
[ix] -
: i
el
-150 _| A
'l./
__‘_;,.___4-—
200 | S 2
6 2 15
4 2 R =t — 1
{} R /__.-
2 4 e 0.5 Real
Frequency 8 0

Figura 43 — Trajetoria da Func¢io de Resposta no Espaco Complexo x Frequéncia
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