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1 MOTIVAGAO

Um veiculo tem seu movimento descrito de forma geral quando tem sua posicdo, atitude e
correspondentes variagdes, expressas no espaco tridimensional (R%). A obtencdo das equacdes
dindmicas de movimento espacial de um corpo rigido pelo método de Newton-Euler requer a
definicdo adequada de sistemas de referencia para descrigdo dos movimentos e forgamentos

externos.

Para o movimento de translacao do veiculo, o referencial fixo (inertial frame) € suficiente para a
descri¢do das equagdes de movimento (Teorema da Resultante). E conveniente entretanto,
expressar o0 movimento angular que descreve a atitude do veiculo (Teorema da Quantidade de
Movimento Angular) em um referencial movel auxiliar solidario ao corpo (body fix). Neste caso
a distribuicdo de massa do corpo (matriz de inércia) torna-se constante. Os momentos das forcas
externas atuantes sobre o veiculo, ficam facilmente descritos no referencial mével. As forcas
externas que agem sobre o corpo sdo aplicadas em pontos especificos do veiculo. Portanto sua

descri¢ao conveniente também sera no referencial mével.

Existe uma matriz de rotacdo que permite expressar vetores em outro sistema de coordenadas.
Esta transformac¢do permite a escolha conveniente do sistema de coordenadas para a descri¢ao de
grandezas vetoriais como forgas e velocidade angular e a correspondente transformacao para
outro sistema de coordenadas, que neste caso sera em relagdao ao referencial fixo. Estes topicos

serdo abordados adiante neste texto.

A metodologia de modelagem e integracdo numérica das equacdes diferenciais de movimento ¢é

abordada e o fluxograma de etapas do processo sao apresentados.
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2 POSIGCAO, VELOCIDADE E REFERENCIAIS

A posicao do centro de massa G de um corpo rigido, expresso no referencial fixo (ou inercial)
com sistema de coordenadas OXYZ, conforme apresentado na Figura 1, ¢ dado pelo vetor de

posicdo em relagdo a origem O do sistema de coordenadas cartesianas descrito por:
F=(G-0)=XI+YJ+ZK (1)

onde /;JeK sdo os versores tri-ortogonais unitarios do sistema de coordenadas fixo OXYZ.

Figura 1 — Referenciais Fixo OXYZ e mével Gxyz

De imediato, a velocidade do centro de massa ¢ obtida pelo diferencial em relagcao ao tempo do

vetor posi¢do absoluta:
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di

2R+x 9Ty Liiz%k 2)
dt dt dt

i?:£(Xi+YJ+ZIZ):%X?+%YJ+

No sistema de coordenadas fixo OXYZ ndao ha variacdo temporal dos versores resultando

simplesmente em:
V.=XI+YJ+ZK (3)

Em um referencial mével auxiliar solidario ao corpo, conforme apresentado na Figura 1, que por
conveniéncia pode ser coincidente com o centro de massa G , permite descrever a localizacao de

um ponto P qualquer do corpo, em sua posicao relativaa G por:
§5=(P-G)=xi+yj+zk (4)
onde 7,/e k sdo os versores tri-ortogonais unitarios do sistema de coordenadas movel Gxyz.

Portanto a posi¢ao do ponto P em relagdo a origem O e descrita no referencial fixo ¢ dada por:
(P-0)=(G-0)+(P-G)=7F+[R]s (5)

onde [R] ¢ a matriz de rotacdo que correlaciona a atitude do referencial mével Gxyz solidario ao

corpo, medida em relagdo ao sistema de coordenadas fixo OXYZ.

O referencial movel auxiliar pode ser alinhado com os eixos principais de inércia do corpo e
sendo solidario a ele, a matriz de inércia, descrita neste referencial permanece constante. Adota-
se o eixo x alinhado com o plano de simetria longitudinal de um veiculo. Caso o corpo seja
simétrico os produtos de inércia serdo nulos. O eixo z serd perpendicular ao plano do corpo (para
cima). Por decorréncia o eixo y na direcdo lateral aponta para a esquerda quando observado de

cima, conforme mostrado na Figura 1.
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3 ATITUDE E VELOCIDADE ANGULAR

A atitude do corpo e portanto do referencial mdével Gxyz em relagdo ao referencial fixo OXYZ ,
pode ser descrita pelos angulos de Euler, conforme apresentado na Figura 2. Os angulos de

atitude sdo:

e Angulo de Dire¢io w (angulo psi em torno do eixo Z fixo - azimute);
e Angulo de Elevacio @ (angulo feta em relagio ao plano OXY em torno do eixo J” rodado

de y);

e Angulo de Inclinagdo ¢ (angulo phi em torno do eixo x do referencial movel);

Angulo de
Inclinagao

_>
g l
(0] -
Angulo de
" Direcao
Angulo de
Elevacgao
X

Figura 2 — Angulos de Atitude (Euler)

Um vetor (posicdo, for¢a ou velocidade angular) pode ser descrito em outro referencial

utilizando a matriz de rotacdo composta por trés rotacdes simples sucessivas.



Dinamica 6

S=[R]5 onde [R]=|R,}[R,]|R,] (6)

3.1 Matriz de Rotagcao Angular

A matriz de rotacdo [R] ¢ obtida por uma sequéncia de trés rotagdes simples sucessivas.

Adotando a sequéncia 3-2-1 (Nasa Standard Airplane) dentre as 12 combinagdes possiveis

—

(Baruh, p. 419) a primeira rotacdo € descrita pela matriz de rotagdo R, de orientacdo K

conforme o angulo de direcdo . A segunda rotacdo Ry de orientagdo J' correspondendo a

elevagdo de angulo 6, em relacdo ao plano OXY, de onde se obtém:

I’ cy sy O]|1 I" cd 0 —so|[I'
J'i=l-sy cy ORJ e J"t=l0 1 0 [{J (7)
K’ 0 0 1||K K"l |s6 0 ¢6 ||K'

Considerando a rotagdo propria em torno do eixo longitudinal (x), obtém-se a matriz R, da
inclina¢do do corpo do angulo ¢ em torno de seu eixo longitudinal. Desta forma, obtém-se as

seguintes matrizes de transformagao para cada rota¢do sucessiva:

cy sy O cd 0 —s6 1 0 0
[R]=|-sy cy 0| ;[R]=|0 1 0 | ¢ [R]=|0 cp s¢ (8)
0 0 1 s@ 0 co 0 —s¢ c¢

Finalmente a seqiiéncia de rotacdes sucessivas (3-2-1) permite determinar a matriz de rotacao
total que relaciona os versores da base fixa (OXYZ) com os versores da base movel (Gxyz)

descrita por:
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i I
Ft=RIRIRITE 7 T O =REF T R onde [RI=[RJRIIR,] ©
k K
cy cl sy cl -s6
[R]: —sychp+cyslsgp cycp+sysOsp cOsp (10)

sy sp+cyschp —cysp+sysOchd cOcd

Note que a matriz de rotagdo [R(] tem valor para cada instante de tempo # que descreve a atitude
instantanea do corpo rigido em seu movimento no espago. A operagdo inversa devido as
propriedade de ortogonalidade da matriz de rotacdo (Baruh, p. 348) resulta, para expressar no

referencial fixo em:

- = = ri- = U

i J R} =[rT{i j & (11)
onde [R]"' =[R]

Assim a velocidade pode ser expressa no referencial movel (body fix) como:

I —

Vo=XI+YJ+ZK - Vi=xi+yj+zk — VEZ=[R]V, (12)
tal que: {x ¥ Z'}T:[R]-{X Y Z}T

.1e T
Obs.: alguns autores utilizam as letras {u v w} para descrever as componentes do vetor

velocidade translacional, expressas no sistema de coordenadas relativo Oxyz (SAE).
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3.2 Velocidade Angular

A velocidade angular @ do corpo, conforme mostrado em vermelho na Figura 3, pode ser

expressa no referencial mével Gxyz por suas componentes:

— g e 7 T

o=0i+0, jt+o k ou {a)}:{a)x o, a)z} (13)
com as seguintes identificacdo das componentes:

e Velocidade angular de rolagem: i,
e Velocidade angular de arfagem: @ j e

e Velocidade angular de guinada: k.

Obs.: alguns autores utilizam as letras { P q r}T para expressar as componentes do vetor

velocidade angular no referencial relativo.

guinada
(vaw)
rolagem
(roll)
Velocidade Angular

Figura 3 — Velocidade Angular Expressa no Referencial Movel
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A velocidade angular do corpo também pode ser expressa utilizando a variagdo temporal dos
angulos de Euler na convencdo NED (north - east - down) no referencial fixo OXYZ. Assim a

variagdo temporal da atitude tem as seguintes componentes:

Oo=¢i +0J +y K (14)

onde:

e Velocidade de variaco da direcdo ou guinada (vaw)- y K ,
e Velocidade de variagdo da elevacdo ou arfagem (pitch) - 6.J' e

e Velocidade de variagdo da inclinagdo ou rolagem (roll) - ¢i .

Os versores podem ser facilmente descritos quando =0 por:

K=-s0i +cOsdj+cOchk e J'=cdj-sék (15)

substituindo na expressao anterior e rearranjando na forma matricial obtém-se:

o i+0,j+o k=30 +0(chj—spk)+y(~s0i +cOspj+cOck) (16)
w, =50y o) [1 0 -s67|¢

o, =cg0+cOspy ou o, =0 c¢ spcO|10 (17)
wk:—s¢9+cﬁc¢y7 @, 0 —s¢ cocl| |y

Portanto haverd uma matriz de transformacao das velocidades angulares [7] que correlaciona os

vetores de velocidades angulares expressas nos dois referenciais (Baruh, 375) tal que:

1 0 —-s0
o, o, 0. =[1){¢ 6 v onde [T]=|0 cg spco (18)
0 —s¢ coch



Dinamica 10

Note que a matriz de transformacao [T]; tem valor para cada instante de tempo quando descreve

a variagao da atitude instantanea do corpo rigido.

1 s¢td —cotl
{(15 0 l/'/}T=[T]_l{a)x o, a)Z}T onde [T]'=|0 c¢ —s¢ (19)
0 s@/cO col/cb

Obs: alguns autores descrevem as componentes de velocidade angular expressa no referencial

r T
moével como: {p q r} onde . =p ; wo,=q ¢ w.=r.

4 EQUAGOES DE MOVIMENTO

A obtencao das equacdes diferenciais de movimento ¢ realizada através da aplicagao do Teorema
da Resultante (Newfon) e Teorema da Quantidade de Movimento Angular (Euler). Por hipotese
sera considerado que o corpo rigido é simétrico, tem massa invariante € ndo tem partes internas

em rotacdo. A rotagdo e curvatura da terra serdo desprezados.

4.1 Graus de Liberdade Independentes

Para o corpo livre no espaco sdo suficientes seis graus de liberdade para sua completa descricao
de posicdo e atitude. Os graus de liberdade de translacao (X, Y e Z) e rotagdo (¢, e w) que

formam o vetor de estados do sistema, expressos em referencial inercial (fixo) e angulos de

Euler sao:

y={X Y Z ¢ 6y (20)

Aplicando o Teorema da Resultante (7R), da segunda Lei de Newton ao corpo rigido, obtém-se a

seguinte equagdo vetorial de movimento:
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mag =y F™ 21)
Para a aplicagdo do TR faz-se necessario portanto a determinacdo da velocidade e aceleracdo

absoluta do centro massa G. Derivando em relacdo ao tempo as expressdes da posicdo e

velocidade do centro de massa, ambas expressas no referencial fixo OXYZ, tem-se:

§?=%(G—O)=VG—VO=VG=XI+YJ+ZK (22)

o=t (XT4VT42R) =X T+7 T+ 2K (23)
t

4.2 Forcgas Externas

As forcas externas agentes sobre o corpo rigido sao mais facilmente descritas no referencial
movel soliddrio ao veiculo. Em geral as forcas sdo funcdo da posi¢do relativa de pontos
especificos e da atitude dos corpos que produz movimento relativo (ex. forgas horizontais de
contato de uma roda, for¢as de sustentacdo e arraste de um perfil de asa, etc.) e do tempo,

conforme ilustrado na Figura 4:
F;rel :f(s:l-,[R(Z)],t) krel — Zﬁ;rel (24)

Para a aplicagdo das forgas nas equagdes ¢ necessario projetar a resultante das for¢as no

referencial fixo, pré-multiplicando pela matriz de rotacao [R] da seguinte forma:

{R, R, R =[RT{R" R R*f (25)
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Alguns tipos de forca sdo proporcionais a velocidade de escorregamento (contato rolamento).

Neste caso pode-se utilizar diretamente a velocidade de escorregamento do ponto C de contato

expressa no referencial fixo e multiplicada pela rigidez {kx k, kz} em cada direcdo:

(26)

Figura 4 — Diagrama de Forcas e Momentos Externos (Fonte: Jazar, 2008)

4.3 Equacgoes do Movimento de Translagao

Utilizando o Teorema da Resultante (TR) obtém-se finalmente, para a resultante das forgas

externas R e agdo gravitacional (tudo expresso no referencial fixo) a seguinte equagao vetorial:

X=R"/m
mi,=R+mg| = Y=R"/m 27)
Z=R"/m-g
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4.4 Posicao do Veiculo

Para um sistema de equagdes nao lineares, a posi¢ao do corpo rigido pode ser calculada por um
processo numérico de integracdo dupla da aceleracdo expressa no referencial fixo. Conhecidas as
condi¢des iniciais de velocidade e posi¢cdo, expressas no referencial fixo, e integradas ao longo
do tempo (entre ¢ e #), obtém-se a posi¢ao absoluta do corpo rigido conforme as seguintes

expressoes:

(kv zf =[x ¥ Zaelx, 1, 2] -

x v zy=["\x v 2fa+{x, v, z} (28)

Estes valores temporais do vetor de posicdo, descrevem a localizagao temporal entre ¢ e £ do

veiculo no referencial fixo OXYZ.

5 EQUAGOES DO MOVIMENTO DE ROTAGAO

O teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) aplicada a um corpo rigido e
expressa no referencial movel Gxyz , fornece as equagdes diferenciais de movimento angular do

corpo:

%{FIO}+(G—O)/\mZzO =S g (29)

Utilizando o referencial auxiliar mével G f]lg e aplicando o TQMA em relacdo ao polo G

(eixos centrais) tem-se a matriz de inércia constante e o termo de pélo acelerado nulo, resultando

na forma matricial em:
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Hy=S Mg (30)

A variagdo temporal do momento da quantidade de movimento angular para o referencial movel

solidario ao corpo (portanto matriz de inércia constante) ¢ dado por:

li, )= e} ol =) ol b1 7 T fHo) 61

A variacdao temporal da atitude do corpo no espago (e portanto dos versores do referencial
auxiliar moével) é descrito por sua velocidade angular @ e suas componentes conforme
apresentado na Figura 3. Assim considerando que o corpo tem velocidade angular @ conforme

mostrado na Figura 5, sua expressao no referencial movel Oxyz ¢ dado por:

D=0wi+ a)y]' + a)zlg (32)

Figura 5 — Velocidade angular (expressa no referencial movel)

Note que, no caso do referencial movel ser solidario ao corpo, as variagdes angulares dos

versores devido ao movimento de arrastamento deste referencial, resultam em:

—

=0, ri=(i+oj+ok) i=0j]-0k,
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j=B,Aj=(@i+0jtorj=0k-01, (33)

k=0, rk=(o i+, j+to k) k=-0j+ao,i.

Rearranjando obém-se a matriz anti-simétrica (skew simetric matrix) [@) conforme:

J { ®.] = a)ylf 0 o, -0, i
= jr=1ok-wi;=|-0o. 0 o, J (34)
k = o] o, -o 0 k
Resultando de forma compacta em:
[‘]]G {a}rel + [arjarr ] ) [J]G {a)abs} = {M éxr} (35 )

ou na forma matricial considerando o corpo com simetria e eixos principais de inércia,

submetido a momento de forgas em relagdao ao polo coincidente com o centro de massa G:

J 0 0] o 0 o -o|J 0 0| o M,
0 J, 0] qao,p+|-aw, O o [0 J, 0| o r=1Mg (36)
0 0 Ji |o o, -o 0 ]0 0 Jy |o M.,

ou na forma vetorial:

(J 10 +J 30,05 = ,0,0,) 1 +(J 5,0, +J 0,0, — J 30,0, j +

I, (37)
(J 6303+ J 0,0, = T 0,0,) k =M

e separando as componentes da equagdo vetorial em cada dire¢dao expressa no referencial movel

Oxyz, obtém-se as expressoes de Euler:
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Xt
Jo @ +(J g —J )0, 03 =M,
t
Jor @ +(J g —J )03 0, =M ¢,

ext
Jo3 0+ (J g, —J ), 0, = M g,

5.1 Equacées do Movimento de Rotacao

16

(38)

Finalmente as equacdes diferenciais de movimento de translacdo e rotagdo para o corpo rigido

expressas no referencial fixo OXYZ sao:

ma; =R

[J ]G {a)}rez + 0, A [J ]G {a)} =M &

5.2 Momentos das Forcas Externas

(39)

(40)

O momento decorrente do sistema de forcas aplicado ao veiculo, pode ser obtido quando a

resultante for aplicada no mesmo pdlo onde o momento serd calculado (conceito de sistema

equivalente de forcamentos). As forgas externas agentes sobre o corpo rigido sdo mais

facilmente descritas no referencial movel solidario ao veiculo (for¢as horizontais de contato de

uma roda, forgas de sustentagdo e arraste de um perfil de asa, etc.) conforme ilustrado na Figura

4. Portanto o momento das forgas externas aplicadas em pontos especificos do veiculo (s,) sdo

fungdo da posicdo relativa devido a atitude (R)) instantanea (f). Entdo o momento em relacdo ao

p6lo G pode ser determinado como:

F=fG.[R,10) 5 Mi=(P-G)AF" = M=) (P-G)AF"

(41)
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Neste caso ¢ necessario também reduzir as forgas ao sistema equivalente com resultante

R= ZE aplicada no mesmo pdlo, ou seja no centro de massa G.

%

g
z
Angulo de

Inclinagao

¢

\

Angulo de 7 )
Diregdo Movimento

X no Plano

Figura 6 — Forc¢as Externas

5.3 Atitude do Veiculo

Ha interesse apenas na atitude do corpo rigido descrita pelos angulos de Euler expressas no
referencial fixo. A integracdo da aceleragdo angular expressa no referencial mével resulta na
velocidade angular neste mesmo referencial. Pode-se transformar a velocidade angular @

expressa no referencial mével para a variagdo temporal dos angulos de Euler (referencial fixo).

Conhecidas as condigdes iniciais de velocidade angular e integrando a aceleracdo angular ao
longo do tempo, obtém-se as velocidades angulares. Transformando a velocidade angular em
variagdo temporal dos angulos de Euler e integrando novamente, conhecidas as posi¢des

angulares, obtém-se a atitude do corpo rigido expressa no referencial fixo:

{a)l 2 a)3}T:J:t/{a1 a, a3}Tdt+{a)10 a)g a)3O}T

i
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6 0 v =[T{o o, o) (42)

{0 0y =16 6 wfais o6 w)

Finalmente os valores temporais do vetor de angulos de Euler {¢ 0 l//}T , descrevem a atitude

temporal entre os instantes # e # do veiculo no referencial fixo OXYZ que ¢ o local de

observagao do movimento de um veiculo por uma observador fixo, conforme ilustrado na Figura
7.

Movimento (espiral)

Figura 7 - Exemplo de Movimento Espiral
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6 FORCAMENTOS

As forcas e os momentos externos sdo decorrentes dos vinculos das rodas com a pista ou
eventualmente efeitos da aerodindmica de uma asa ou da fluidodinamica de um liquido
vinculado ao corpo, além da acdo gravitacional e eventuais acoplamentos externos do veiculo

(engates, reboques, cabos, vento, etc.).

6.1 Forgas e Momentos

Para tratar as solicitagdes externas € conveniente utilizar o conceito de sistema equivalente de
Resultante ¢ Momento com pdlo no centro de massa G' do corpo rigido. A resultante R e o

momento Mg expressos no referencial mével Gxyz sao assim obtidos:

{R;el Ryrez Rzrel }T _ {z F;ez Z Fyrel Z Fzrel }T 43)

g my M = P-G)AF S (P-GAF S(P-GAFM|  (44)

Para a utilizagdo da resultante na equagdo das aceleragdes expressa no referencial fixo, uma

rotacdo € necessaria para projetar a resultante das forcas no referencial fixo OXYZ, pré-

multiplicando pela matriz de rotagdo [R]" da seguinte forma:
&y R RV =(RVARY RYORY (45)

As forgas externas atuantes sobre o corpo rigido descritas no referencial local, moével solidario ao
veiculo deve ter a RESULTANTE das forcas descritas neste referencial projetada no referencial
fixo para efeito de montagem das equacdes diferenciais. O MOMENTO das for¢as, determinado

em relagdo ao pélo G permanecem expressas no referencial movel onde a equacao do TQMA ¢

deduzida (n3o ha necessidade de transformagao).
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6.2 Forga de Contato na Roda

As forgas de contato de rolamento podem ser descritas no referencial movel Gxyz solidario ao

veiculo pois 0s micro-escorregamento sdo determinados pela variagdo da posi¢do do ponto de

contato do pneu pois o solo ¢ considerado fixo.

A forga F,, de contato de cada roda em cada ponto de contato C; é decorrente da distincia d; em

relacio ao ponto P; no veiculo, velocidade de deformacdo da suspensdo (sistema
mola/amortecedor) e do micro-escorregamento no contato considerado pontual sobre a
superficie, conforme ilustrado na Figura 8, onde o veiculo ¢ representado por uma caixa (box

car) com a suspensao de cada roda na extremidade (P;, P>, P3, Py).

Figura 8 — Forca de Contato de cada Roda

Para cada roda uma forca de contato F“C_ deve ser determinada. No referencial mével Gxyz

solidario ao veiculo, tem-se que:
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n"q }

=F i+F, j+F. k (46)

xi yi zi

Considera-se que o deslocamento da mola da suspensdo seja apenas perpendicular ao plano do

veiculo (k ), requer portanto que o movimento seja guiado por ligacdes rigidas transversais,

conforme ilustrado na Figura 9.

Figura 9 — Vinculo Horizontal da Suspensao

Note ainda que cada roda tem seu plano proprio devido ao angulo de estercamento de dire¢do 4.
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6.3 Localizacao do Ponto de Contato

Considerando que o movimento de cada roda seja independente e apenas de translacdo em
relacdo ao plano do veiculo seja permitida, a distancia “d;” do ponto “P;” no corpo até o plano da

pista, conforme lustrado na Figura 10, deve ser identificada. O plano do veiculo pode ser descrito

pelo versor normal & da base movel solidaria ao corpo xyz. A distancia do ponto “P;”’, onde uma

das molas da suspensdo esta ancorada, em relagao a origem O ¢ obtida de: (P;— O)=(P;— G) +

(G — 0), conforme mostrado na Figura 10.

Figura 10 — Distancia da Suspensao ao Solo

A distancia do ponto P; ao plano de referencia XY, correspondente a cota vertical (B. —Ql.) do

triangulo AP,0Q; é:

== =(2-0) (47)
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Finalmente a distancia do ponto P; ao plano XY , mas na direcdo do plano do veiculo (lg ),

correspondente a cota “d;” (marcada em vermelho na Figura 10) é:

dist(P, XY)-k| (R-0)-K K
d, = = = d="—=rm= (48)
d aid
Assim o versor k ¢é obtido da terceira coluna da matriz de rotacdo [R]:
i 7 i =g\ 7 K = Fk=[re3 T K (49)
onde [R] = [R¢J' [Re]- [RV,J tipico:
cycl sy cl -s0
[R]: —sychp+cysOsp cychp+sysOsp cOsp (50)
sy sp+cyslcp —cysp+syslcyd cOco
k={-s0T cO0spJ cOcpkf (51)

Portanto K-k ¢ o terceiro termo da expressdo anterior:

R-k=K{-s0T cOsp] cOcpK| =cOcp =  d =(P-0)-cosh-cosp (52)

1 1

Finalmente a posi¢do do ponto de contato “Ci” em relagdo ao centro de massa G, expressa no

referencial movel Gxyz é:

(€, -G),. =(d.k)+(P-G),, (53)

Vale a mesma expressao para os demais extremos da caixa do veiculo (Py, P, P3, Py).
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Note que a cota “d;” corresponde ao curso da suspensdo na dire¢do k& onde a for¢a de mola ¢é

determinada para o comprimento natural “d,” por:

F

mola

=—k-(x-x,)=—k-(d,—d,) = F,k=-k-(d —d,)k (54)

l l

6.4 Velocidade no Ponto de Contato

As velocidades dos pontos de contato “C;” de cada roda podem ser obtidos da formula de campo
de velocidades de corpo rigido. Note entretanto que cada roda tem rotagdo propria Q . que ocorre

no plano da roda P; x; y; zi , conforme ilustrado na Figura 11.

Utilizando a formula de campo de velocidades sobre o veiculo com a suspensdo deformada de

“d;”, a velocidade do ponto de contato “C;” expressa no referencial mével Gxyz ¢ dada por:

Ve =V, +Q,A(C,-P) (55)

Figura 11 — Velocidade do Eixo do Pneu no Plano do Roda (Fonte: Jazar 2008)
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Note que a velocidade do centro do eixo de cada roda “P;” expressa no referencial movel Gxyz,
em relacdo a velocidade do centro de massa do veiculo V, que ¢ um grau de liberdade

determinada pelo vetor de estados ¢ expressa por:

vy 2 =[Rl{x v Z)) e d={o o o) (56)
V=V +&AB=G)=V, i +V, j+V, k (57)
onde: a, = atan — (58)

Para cada roda haverd um referencial auxiliar P; x; y; 21 , com z, =K onde a velocidade

angular da roda € expresso por: ﬁl =Q, j.

VC1=QG+E)A(E—G)+QZ./\(C.—P.) (59)

6.5 Escorregamento Ponto de Contato

Os micro-escorregamentos em cada ponto de contato “C;” de cada roda com velocidade angular

“£2” , conforme ilustrado na Figura 12 expressos no referencial mével Gxyz, sdo obtido por:

KQI. A R, E)—‘VE ‘ . (cos a. i +sena, ])J

v,

i

= = - = v 1tV J=

(60)

Neste caso as componentes do escorregamento horizontal terd proje¢do no plano da roda e

expressos no referencial movel Gxyz, como:
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oo (Qi R, - VP,. -cosai)

a
v, =sena, (61)
v, =

Figura 12 — Ponto de Contato da Roda
Caso haja angulo de estercamento, o plano da roda ficara rotacionado do angulo &, conforme

ilustrado na Figura 12

6.6 Modelo da Roda

Para modelar cada roda considera-se apenas um grau de liberdade correspondente a velocidade

angular expressa por: f)i =Q.j e aequagio do TQMA, obém-se no referencial mével auxiliar

P; x; y; 7, solidario a roda mas ndo girando com ela:
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(in Qz)]z = Mg“ j[ (62)

Os momentos externos sao obtidos do diagrama do forgas sobre o corpo livre (DFCL) da roda,

ilustrado na Figura 13, e calculados adotando o pdlo coincidente com o centro do eixo P; com:
My =3 (C—P)AF,+T (63)

As forcas externas sdo devidos a reacdes no eixo (Rp;), ao contato (forgas horizontais em “C;”),
peso proprio da roda e devido ao torque ativo do motor de propulsdo (havera torque reativo no

veiculo).

- 1 - —
/o N
- -
Rp1 P, Ve
¢ i’
X1
R, -
d1 ' m g
%
C. Fer DFCL

Figura 13 — Modelo Dinamico da Roda

Para integrar a equacdo de movimento angular de cada roda o vetor de estados deve ser ampliado

com a inclusdo da rotagio Q. individual de cada roda:

=X Y Z 460w 0 Q Q QF (64)
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6.7 Forcas Horizontais de Contato

Considerando que cada roda seja indeformavel e tenha um unico ponto de contato “C;”, as
componentes forcas horizontais (Fx e Fy) de contato de rolamento sdo proporcionais aos micro-

escorregamentos em cada diregdo em cada ponto de contato.

As forcas de contato na direcdo do plano do pneu (for¢a longitudinal) e perpendicular a ela

(forga lateral) expressas no referencial auxiliar mével (P; x; y; zi) solidario a roda, sdo

consideradas proporcionais aos micro-escorregamentos (constante de rigidez do pneu em cada

direcdo k,; € ky;) e obtidas por:
F =zkv ; F zkuv, (65)

Note que a componente vertical da forgas da suspensdo (F,) ¢ devido a deformagdo da mola e
apresentada no proximo item. O referencial ligado a roda mas ndo girando junto com ela (P; x; y;
zi), € o mesmo do centro de massa do veiculo (Gxyz). Note entretanto que cada roda pode estar

sujeita a um angulo de estercamento &. Este efeito sera considerado no proximo item.

Para projetar as forgas de contato de cada roda no referencial fixo utiliza-se da matriz de rotagdo

[R] conforme:

F, F, B =RY-[F FOFF (66)
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6.8 Angulo de Estergamento

O angulo de ester¢amento da cada roda & devido a agdo do piloto sobre o volante de direcao
gira o plano da roda. Isso requer que as for¢as de contato horizontais (longitudinal e lateral)

sejam projetadas no referencial auxiliar movel P; x; y; zi de cada roda e posteriormente

projetados na base movel do veiculo Gxyz.

Figura 14 — Angulos de Estercamento da Roda (Fonte: Jazar, 2008)

X, coso —-send 0| [x

1 w

y.p=|send coso Oy, (67)
z, 0 0 1| |z

1 w
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6.9 Forga da Suspensao

Considerando a suspensao com deslocamento apenas ortogonal ao plano do veiculo, conforme o
modelo ilustrado na Figura 9, a for¢a F,; normal de contato de cada roda devido a suspensdo ¢
produzida pela deformacdo eldstica de cada mola e dissipativa do amortecedor, conforme

apresentado na Figura 15 para o ponto de contato “C,”.

Figura 15 — For¢a da Mola da Suspensao

A forca de cada mola de rigidez k ¢ determinada para a cota “d;” corresponde ao curso da

suspensdo na direcao k, considerando comprimento natural “dy” da mola, cujo valor foi
apresentado no item 6.3 e expresso por:

=—k-(x—x,)=—k-(d,—d,) = F k=—k-(d -d,)k (68)

1

F

mola

Note ainda que a suspensdo tipica possui amortecedor linear que produz forga dissipativa

proporcional a variacao do curso da suspensdo na direcdo k , conforme apresentado no item 6.4.
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V:VG+5)/\(R—G):VPX[?+VP%f+VPZil€ (69)

i

(P2

Assim a for¢a de cada amortecedor com constante de dissipacao “c” € determinada para a

variacao da cota “d;” ao curso do ponto P; do veiculo na direcdo & em relacdao ao solo (fixo):

—

F ci=-cd, = F k=-cV,k (70)

amortecedor — i
A forca da suspensdo resulta para a mola/amortecedor como:

F. =—k-(d —d))-c-V,, (71)

zl

Finalmente as forgas total da suspensdo de cada roda é expressa pela contribui¢do das forgas de
contato, forgas elasticas das molas e dissipativa dos amortecedores expressa no referencial movel

Gxyz:

Fre — {Frel Frel Frel } (72)

susp contato _x contato _y susp_z
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7 DESENHO DO VEIiCULO

O desenho do veiculo pode ser descrito como um conjunto de pontos P;. Cada ponto tem posicao
relativa {Px;, Py;, Pz;}' em relacdo a uma origem descrita por {xg, v, zG} . A visualizagdo
pode ser apresentada com linhas interligando os pontos (wire-frame) de uma matriz com as
coordenadas destes pontos. Para desenhar a posicdo do veiculo no espago R* é necessario o
conhecimento de sua translacdo e rotacdo. A rotagdo ¢ fornecida pela matriz de rotagcdo [R] e a
translacio pelo vetor {zx, ty, &z} . Alternativamente pode-se montar a matriz 4x4 que contempla

num Unico produto a roto-translag¢do (Corke, 2011):

Xg ix || xg P, ix || P,
YG — [R(3><3) ]T t)/ yG e PYi — [R(3><3) ]T ty f)yi (73)
Z; iz ||z P, iz || P,

1 0 0 0 1][1 1 0 0 0 1][1

Pode ser utilizada a fun¢do patch que desenha superficies a partir de um poligono de pontos. Ver

manual do Octave ou MatLab.
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