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4.7 Linearizagdo Exemplo 5: Disco — Barra Guia

O balancim de massa M e momento de inércia
Jaz, tem movimento angular @ (t) prescrito em
torno da articulagdo ideal em O fixo. O centro

de massa G do balancim dista e do ponto 0. O

1

disco de massa m e raio r, rola sem escorregar
sobre a guia AB, com posi¢do definida pela
cota u, medida ao longo da guia por um sensor

de posicdo, a partir do ponto O. Este sistema

também ¢é conhecido como bola/barra.
Adicionalmente no setor de arco de raio R na extremidade inferior do balancim estdo ancoradas

duas molas de rigidez k/2 cada. As molas estdo em seu comprimento livre quando & = 0. Um
momento externo 7(¢) é aplicado no balancim. Considerando as coordenadas generalizadas ¢, =

u e q,= 6 pede-se:

a) Escreva a func¢ao de Energia Cinética do sistema em funcdo de u, € e dos parametros m, r, M

e Jg,. Dois corpos rigidos: balancim e o disco. Para o disco utilizando o referencial mével

Ou 7 k solidario ao balancim, obtém-se:

T= TDisco +1T, Balancim

VD = Hrel + Harr

arel:uﬁ

= 40+6?)/\(D—O):O+91€A(uﬁ+r?)=u9f—r9ﬁ

A =uﬁ+u9f—réﬁ:(u—r9)ﬁ+u9f = V2=i’ —2ur9+(r2 +uz)6"2
Ty =%m-[u2 —2u r6’+(r2 +u2)92]+%(%mr2ja)2

Da cinematica do disco para rolamento sem escorregamento tem-se: @ =—u/r
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Thieo =%m-[u2 —2u r9+(r2 +u2)6"2]+%m122

.1 ] ]
T —Emuz—mru6’+—m-r26’2+5mu202

Disco —

Para o balancim utilizando o referencial movel Ou 7 k solidario ao conjunto com O fixo, obtém-

se:
AG = i’el + aarr I7;31 = O
Ha,,,:VO+E)/\(G—O):O+9k/\(—e)T =efu
52 22

. =e 0

:%M-(e292)+%[JGz]92

Balancim

A Energia Cinética total do sistema resulta em:

T:imu2 —mrué’+lmr2 6> +%mu2 6’ +%M(6292)+%[J62]92

ngmu2 —mru9+%mu292 +%(mr2 +Meé’ +JGZ)92

b) Escreva a fun¢do de a Energia Potencial e de dissipag@o do sistema em funcao de u ¢ e dos

parametros m, r, g, R, k, M ;

V = V + VBalancim + VM()la

Disco

VDisco = mgh = mg'usenﬁ
VBalancim = mg h = Mg 'R(I_COS 0)
1 1k 1
V. =S —kx?=2 __Rzgzj:_kRZQZ
Mola 22 i Vi (2 2 2

A Energia Potencial total do sistema resulta em:
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V:mgusen6’+Mg-R(l—cos&’)+%kR26’2

¢) Deduza as equagdes de movimento utilizando o método de Lagrange. Para o primeira

coordenada generalizada ¢; = u :

or oT 3 . : d{oT) 3 .. -
=—=—mu-mrf = — =Emu—m7’9

0, ou 2 dt\ ou
or _or _ . .é

0q, Ou

ov oV O0R OR
—=—=mg-senf ; —=—=0
0q, Ou 0q, Ou

d(|or _8T+5V+8T_
dt\0q,) 0Oq, 0q; 04, i

%mi[—mr@—mu92+mgsen920

Para a segunda coordenada generalizada ¢, = 6,:

8'T =a—].1=—mra+(mu2+mr2+Mez+JGZ)9 =
0q, 00

4 8_T :—mrii+(mu2+mr2+Mez+JGz)é+2muu9
dt\ 060

oT _oT . 2R _,

0q, 00 00

or :a—V:mgucos6’+MgRsen9+kR26’

0q, 00

Forc¢a generalizada: Utilizando o principio dos trabalhos virtuais:
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SW=YF-5i+M-60=)Y0,5q,=0
T-60=0,-60 = Q,=T

Finalmente a segunda equac¢ao para coordenada generalizada ¢, = € resulta em:

—mrii+(mu2 +mr’ +M e’ +JGZ)9+2muu9+mgucos«9+MgRsen9+kR29:T(t)

Fazendo a substituicao de ii da primeira equacdo na segunda, obtém-se:

ii=§(r55+u92 —gsenH)

(JOZ +%mr2 +mu’ jé—%mrué’z +2mu u0'+mg(u cosH—%rsen 6’]+MgRsen6’+kR20 =T(¢)

Linearizacao:
Para realizar a linearizacdo das equag¢des do sistema ndo amortecido, deve-se realizar as
seguintes etapas: obter os coeficientes a;; e Bi;, fazer a simplificagdo na posi¢do de equilibrio

da origem e obter os coeficientes @;; € b;;, e montar as equacdes na forma matricial:

Da G+ b g =0 para  i=1,2,3,..n
k=1 k=1

Os coeficientes a;; e fij , sdo obtidos das derivadas parciais duplas da energia cinética e

potencial em relagdo as velocidade e coordenadas generalizadas:
T(u, 0,u, 9)= %muz —mrd9'+%mu29'2 +%(mr2 +J,, )2

V(u,0)= mgusen67+Mg-R(l—cos6?)+%kR292
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o°’T 3 o°T .., 3
al,lzauz :Em all_Fb:o_Em
_ T 0T -
Y0006 . b 6y00 """
5 na origem s
_oT _ _oT e
> 060u 0606y
0’ o’T .
22 = .2=mr2+JOZ 2,2_ﬁ|a=g:m72+‘]02
oV oV ._
131,1 = o =0 b1,1 = 8)/2 |9=g:0
o oV .
= =mg cosb = “=0—m
ﬂl,z 0uoo g ' 1.2 5y89|€_0 g
ot na origem Sy
by = = mg cos 0 b, =———|"=mg
> 000u 000y
oV oV ..
Bor= 20° = kR b,,= 20° 0= kR’

Utilizando os termos da matriz Hessiana acima, as duas equagdes finais resultam em:
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< . N . o 3 . s .
i=1 Zai,k-qk+2bi’k-qk:al,l-u+a1’2-l9+b1,1-u+b1,2-Gzimu—mr9+mg0:0 e i=2
k=1 k=1

Zai,k G, +Zbi)k Gy = Ay, U+ ay, -9'+bz’1 ‘u+b,, -6’=—mrii+(mr2 +J02)é+mgu+kR26’:O
k=1 k=1

Rearranjando as equagdes linearizadas na forma matricial, obtém-se:

R v e PN

As equagdes lineares obtidas pode ser isolas nas varidveis i e € por substitui¢ao, obtendo:
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o _ 2
ii:gré—zgﬁ e gomri nzgu kR" 6
3 3 (mr +JOZ)

e substituindo em cada equagdo, resulta em:

(%mrz +%J02jii+mgru+ rkR’ +(mr2 +J02)g]9:0

(%mrz +J02j9+(§mgr+kR2j9+mgu =0

Ou finalmente na forma matricial;

%m,,er%JOZ 0 o [mer R+ (0, )]l ) (o
RN Ty g s

2 >
0 (% . mg (5 mgr + kR j

que ¢ apropriada para aplicagdo da técnica de controle.
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