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SUMARIO TECNICO

No presente trabalho consta uma descricao de dois tipos de veiculos: um
“modelo bicicleta” (utilizado como uma simplificacdo de um modelo de um automoével
completo, porém achatado, que contém todos os graus de liberdade de um biciclo,
porém nao tem a inclinacdo do mesmo) e um biciclo completo (aquele com todos os
graus de liberdade, incluindo a inclinacao). Exemplos de tais veiculos sédo as bicicletas

e as motocicletas.

A modelagem matematica do primeiro veiculo foi feita através da mecanica
Newtoniana (Teorema do Movimento do Baricentro e Teorema do Momento Angular),
seguida de um tratamento das equacdes de forma a isolar cada variavel necessaria

utilizando o Matlab. A simulacdo deste modelo foi também feita no Matlab.

Finalmente, a modelagem matematica do ultimo veiculo (biciclo completo) foi
feita pelo método de Lagrange. A simulagao deste ultimo nao foi feita ainda. Apés a
simulacao deste veiculo, iremos comprovar 0 modelo experimentalmente através da
utilizacdo de um sensor que possui trés medidores de velocidade angular e trés
medidores de aceleragao linear. Como o primeiro modelo é uma simplificagdo de um
automével achatado, é impossivel observar tal modelo na realidade, ja que nao ha

biciclo sem tombamento, sem inclinagao.



1. Introducéo

Este estudo ira mostrar a geometria, a cinematica e a dinamica de veiculos do
tipo biciclo. Inicialmente iremos tratar de um veiculo mais simples chamado
“modelo de bicicleta”. Ele tem esse nome pois ele é comumente utilizado como
uma aproximagdo de um modelo de automoével, jA que se trata de um
automoével “achatado”, sem o angulo de tombamento caracteristico de, por

exemplo bicicletas e motos.

Apds esse primeiro estudo, iremos tratar do caso mais geral, ou seja, o biciclo
com o angulo de tombamento (também chamado de rolagem, na literatura

automobilistica).

Apesar de se achar que a andlise desse tipo de veiculo é simples por ter
menos rodas que um automoével por exemplo, a sua geometria complexa,
caracterizada exatamente por esse angulo de tombamento, faz com que seja

dificil determinar o “caminho” correto para a analise.

Por fim, o0 modelo completo resultou num conjunto de equagdes diferenciais
com mais uma equacao algébrica. Esta ultima equacgao algébrica é a equacao
que mantém as duas rodas no chao, ou seja, € a condicdo em que o veiculo é
analisado e “amarra” as possibilidades dos angulos de tombamento e de

estercamento do guidao.



2. Objetivo

O objetivo deste projeto é tentar descrever a dinamica de um biciclo da melhor
forma possivel, através de uma cadeia multicorpos, ou seja, uma sucessao de
referenciais, cada um solidario a um corpo e, ao final, “amarrar” esses
referenciais com uma equacao algébrica (as duas rodas no chao). Isso produz
uma cadeia fechada, semelhante aquela formada pelo mecanismo das quatro
barras.

E importante realizar a dinamica da melho forma possivel pois, apés a
obtencédo das equacdes e a construcdo de um programa para simula-las que
seja funcional, iremos verificar experimentalmente (com um conjunto de
acelerébmetros acoplados a um biciclo) se 0 modelo te6rico é compativel com
os dados eperimentais. Isso é de exrtema importancia, dado que ndo ha muita
literatura relagionada a dinamica de biciclos e, portanto é interessante verificar

se esta esta de acordo ou néo.



3. Metodologia

Antes de mais nada, o que foi feito foi uma pesquisa na literatura sobre
modelos de biciclos mais utilizados. Foram encontrados modelos como o
“modelo de bicicleta” para carros, modelos como o equacionado por Hans B.
Pacejka no seu livro Tyre and Vehicle Dynamics. Porém este ultimo modelo
contém muito dos termos linearizados e alguns fendmenos (que comecam a
ser relevantes para velocidades maiores, como a composi¢cao dos angulos de

tombamento e de estercamento do guidao) deixados de lado.

Portanto, foram feitas as deducdes das equacdes desses dois modelos. No
mais simples deles (o modelo bicicleta), foi utilizado o formalismo Newtoniano
para a deducao das equacdes (teorema do movimento do baricentro e teorema
do momento angular) e no modelo completo, foi utilizado o formalismo
Lagrangeano, pois se tratar de um formalismo mais facil para sistemas mais

complexos e/ou com multiplos corpos.

Apb6s a deducao desses dois modelos, havera a simulacdo numérica destes.
Como o primeiro caso € mais dificil de se comprovar pois nao existe tal veiculo
na realidade, a comprovacao experimental ndo sera feita, porém havera um
teste experimental do ultimo modelo, verificando assim se ele é confiavel ou
nao. Esta verificagcao sera feita com um conjunto de acelerémetros e medidores
de velocidades angulares, seguidos de posterior integracdo ou derivacao
numérica e métodos de eliminacao de ruidos das medigdes.

E importante ressaltar que apds a simulacdo numérica foi utilizado o software
Matlab para isolar as variaveis do sistema de equacgdes diferenciais para um
melhor desempenho computacional. Além disso, todas as simulagbes foram

feitas utilizando este mesmo software, em linhas de comando.



4. Resultados Parciais

As equagdes de movimento foram obtidas para os dois casos, porém somente
foi simulado o primeiro. Algumas situacdes para as simulacdes foram propostas
para a verificacdo do modelo. Tais situacées geraram alguns graficos, como
segue (Cada caso foi simulado até 3000 segundos,pois s6 podemos observar
algumas respostas dindmicas tendo passado este tempo).

Para o leitor poder identificar as grandezas de cada grafico com o que ela

significa, apresentamos primeiramente uma figura:




a) Nenhum esforgo por parte do motorista:
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b) Angulo de estercamento do guiddo nao nulo (pi/8) e torque do motorista

constante, no mesmo sentido do angulo:
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c) Torque dado pelo motorista durante 1 segundo:
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5. Andlises
Para a analise, iremos tratar de cada caso mostrado anteriormente:

a) Neste caso, Como os esforcos dados pelo piloto sdo nulos, entdo o veiculo
deve permanecer no mesmo estado que estava anteriormente, o que foi

observado.

b) Aqui, além do angulo inicial do guidao ser diferente de zero, foi aplicado um
torque no sentido de aumentar este angulo. Como existe o0 momento restituidor,
que faz com que a roda dianteira tenda a ficar com angulo de estercamento
nulo, este momento se equilibra com o torque dado pelo motorista e, a grandes
intervalos de tempo, faz com que este angulo de estercamento permaneca
diferente de zero e constante. E nesta condicdo que o veiculo comeca a
descrever uma curva circular. Ampliando o gréafico X x Y nesta regido, temos:
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E claro que o angulo de estercamento nunca se estabiliza, pois ele decai
exponencialmente, o que faz com que suas pequenas alteracbes fazem com
que o raio da curva nao seja exatamente constante, como podemos perceber

na figura acima.

c) Neste caso, podemos perceber que um pequeno torque durante um intervalo
de tempo de 1 segundo, logo no inicio da simulagcdo pode desestabilizar o
veiculo, a pesar do angulo de estercamento do guidao estar estabilizado. Isso

acontece pois um torque na roda dianteira gera uma reagao na estrutura, o que



faz com que ela tome uma atitude nao nula logo no inicio, fazendo com que ela
rode. Esta rotacdo “descontrolada” somente poderia ser eliminada por um

torque dado pelo piloto.



0. Conclusoes

Podemos concluir que o modelo do “carro achatado” foi bem sucedido, pois
seus resultados tedricos sdo compativeis com a realidade e com a nossa
intuicdo. Falta ainda simular o segundo caso, que é o biciclo completo, que ja
foi equacionado, devendo ser simulado e comparado experimentalmente com o

real.
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8. Anexos

Neste anexo, serdo encontradas as equacdes pertinentes ao primeiro caso,
bem como suas deducdes. A deducao das equacgdes sera dividida em duas
partes: cinematica e dinamica. O sistema sera dividido em trés corpos e serao
utilizados os teoremas de Newton.

CINEMATICA

Este modelo, por nao ter inclinagcao, pode ser tratado como um problema plano.
O plano considerado é o plano do chao. Portanto, garantimos a existéncia de
um vetor rotacdo e sua derivada Temporal que sdao ortogonais ao plano do
chao:

Q=QN,, Q=QN,

E importante criar um referencial auxiliar que seja solidario ao veiculo. Este
referencial tem os versores (g,,g,.¢,) aplicados ao baricentro da estrutura (G).

O versor g, realiza um angulo & com o versor N,. Esta é a chamada atitude
do veiculo.

O baricentro da estrutura pode ter uma velocidade, que € arbitraria e descrita

totalmente como tendo uma componente na dire¢gdo N, e outra na dire¢do N, .



Porém, é mais conveniente escrevermos a velocidade do baricentro na base do

referencial do carro. Portanto a velocidade do baricentro fica:

Ve =Vi8 +Vy 8,
Derlvando esta expressao no tempo, temos:

EiG = .X-§1+Vy-§2+vx-§1+vy-§2

Gy, =V, —QV,).8,+(V, +QV,).8,

Logo, as velocidades e aceleracdes dos pontos A e B séo:

V=V, +QA(A=G)=V, .8, +(V, —aQ).g,

G, =d, +QAA-G)+QAQAA-G) =V, —QV, +aQD)E, +(V, +QV, —ad)F,
V, =V, +QAB-G)=V, .3, +(V, +bQ).3,

G, =d, +QAB-G)+QAQAB-G)) =V, —QV, —bQH, +(V, +QV, +b )3,

DINAMICA

Nesta secao, iremos aplicar os teoremas da mecanica vetorial aos trés corpos
considerados. Sera considerado que cada roda tem raio R e massa m e que a

estrutura tem massa M.
Roda A:

TMB:

N, +A, =mg

A+ A =m(V, —QV, +aQ?)

A+ A, =m(V, +QV, —aQ)



TMA:

Como a roda A é simétrica por qualquer eixo passando pelo seu centro, ela nao
possui produtos de inércia. Portanto, ndo ha necessidade de adotarmos um
referencial solidario a roda para escrevermos o TMA. Para podermos escrever
o TMA, necessitamos do termo:

d . _ .

—{& & &)l

dt

Para o caso considerado, a matriz de inércia da roda tem todo os produtos de

inércia nulos:

‘]glgl

[‘]A]: O ‘]g2g2
0 0 J

0 0
0

8383

Como a “dificuldade” de girar uma roda por um eixo passando pelo centro e
contido no plano da roda € a mesma independente do eixo, entao:

J o1 =J 4303 =1, Alémdisso, J ., , = J . Portanto a matriz de inércia fica:
I 0 0
[7,]=|0 J o0
0 0 I
Logo:
J I 0 0O J
E{(gl g, )0 J 0|aw, }:E(J.(oA.gZ+I.Q.§3):J.(i)A.§2+J.a)A.§2+I.Q.§3+I.Q.§3
0 0 I Q

Como os versores estdo sendo arrastados apenas com Q, as derivadas dos
versores ficam:

§z:Q-§3/\§z:_Q-§1 §3:Q-§3/\§3:6
Portanto:

SMPX =m(A-A) NG, —J.0, Q.3 +J.0,.8,+1Q.3,

0

Resta ainda calcular a soma dos momentos externos em relagéao ao pélo G:



ZMfXT =— AR5, +M .G, +M, .3 +M 5, +M, 5, +A,RE,

Tomando cada equacao nas trés direcdes, passando todos os vetores para o
referencial solidario a estrutura do veiculo, temos:

1Q=M,+M,,
-JQw, =M, +A,R
J,=-A'R+M,,
Roda B:

E importante notar que a distribuicdo de forcas e momentos da roda B é muito
similar a da roda A. Portanto, podemos utilizar as mesmas equacgdes, segundo
o diagrama de corpo livre da roda:

Devemos tomar cuidado, porém, pois o plano da roda B realiza um angulo com
o plano do resto do veiculo, portanto é necessario introduzir uma um

referencial, com uma base acoplada ao ponto B (d,,d,.d,), que obedece &
matriz de rotacéao:

d, cosd send 0] g,
d, |=|-send cosd 0| g,
d, 0 0 1| g,

Portanto a aceleracao de B escrita nesse novo referencial fica:

G, =d, {cosd.(V, —QV, —bQ>) +send.(V, + QV, +bQ)} +
+d,.{~send.(V, —QV, —b.Q*)+cos5.(V, + QV, +bQ)}

As equacles provenientes do TMB e do TMA sao totalmente andlogas as da
roda A, a nao ser pela aceleragao do baricentro que precisou ser corrigida pela
matriz de rotacdo acima e pelo vetor rotacao de arrastamento, que ao invés de

ser Q,é Q+ 5 . Portanto as equacoes ficam:

Ny +By=m.g

B, + B, =m{cosd.(Vy, —QV, —bQ*)+send.(V, + QV, +b.Q)}
B, + B', = m{—send.(Vy, —QV, —b.Q%)+cosd.(V, + QV, +bQ)}

L(Q+0) =M, +M,,



-J.(Q+d).w, =M, +B',.R

J.@y, =B | .R+M,,

Estrutura:

TMB:

Aplicando o TMB a estrutura, lembrando sempre de rotacionar as forcas e

momentos aplicados em B através da matriz de rotagdo mostrada acima e
separando a equacao vetorial nas dire¢des, temos:

A +B =-M.g
— A —B,.cosd+B,.send=M.(V, -QV,)
—A,—B,.send—B,.cosd=M.(V, +QV,)

TMA:

Para podermos aplicar o TMA, devemos calcular o termo:
d . _ .
;;{(g1 1P g3){JG]{aﬂ}

Como a matriz de inércia assume a forma:

nggl 0 0
[JG]: 0 Jggz 0
0 0 J§3g3
. Toa 00 0] | |
E{(gl gZ gB) O J§2g2 O . O }:E{J§3g3‘g‘g3}:J:SgS‘Q‘EB+‘]gc;3g3‘Q‘g3
0 0 J, |l

g3g3

Como a derivada do vetor g, é nula como mostrado acima, temos:

Y MIT =m(G-G)nig+J G, 0.8,

g3g3m

M =-Aag,+Ahg, +Aag, —Ahg —M,.§ ~M,.8,-M,,.§,+B hcosd.g,
—B,.h.send.g, + B, .b.g, +(B,.send + B,.cos0).b.g, — (B,.send + B,.cos 0).b.g, —M ,,.c0s 0.8,
+My,.5end.g, —M ;.85 — (M 5, .5end + M y,.c080).8, +T.8,



Separando a equacao vetorial em 3 escalares, temos:

—A,,h—M , — B, hsend—B,.h.cosd —M ,.cos0+ M ,,.send +T.g, =0
—-Aja+Ah—M,,+ B, hcosd—B,hsend+ B;.b—M  .send —M 5,.cos0 =0

Aya—M ,,—B bsend—B,b.cosd—M,, =JC ,.Q

g3g3"

Esforcos nos Contatos:

Aqui nés usaremos os modelos lineares nas forgas de contato:

F :_ki

AT -
VP

Deste modo, nos pontos A’ e B’, temos:

o ~w,.R).g +(V, —aQ).g

FAAT = A‘l.gl +Av2.§2 :_kA ((VX a)A )g1 (VY a )gZ)
\/VX2 +Vy -aQ)’

FY-p d s B.d =k, ((Vy.cos S+ (V, +bQ).send — w,.R).d, + ((V, +b.Q).cosd —V, .sen ).d,)
WV +(V, +59Q)

Além disso, usaremos um momento restitutivo na roda B, pois € ela que sofre o

angulo de estercamento 6. Logo, os momentos serdo dados por:
M,=0 My=-ké-cd
Symbolic Math Toolbox

Tendo as equacgdes acima obtidas, ndés devemos isolar cada variavel do
problema, para que nao precisemos realizar operagdes de inversdao de matrizes
durante a simulagdo. Para isso, utilizaremos o recurso de resolu¢ao numeérica
do Matlab. Este recurso é um toolbox chamado Symbolic. Ele resolve o
problema [A]{x}={b} de maneira literal. Primeiramente, devemos informar ao
programa as variaveis do problema, através do comando sysm. Além disso,
devemos passar para o programa cada equacao através do comando solve. A
sintaxe geral é dada pelo exemplo encontrado no manual do Matlab:

syms x y z;

[X, Y, Z] = solve('z = 4*x', 'X = ¥, 'z = X2 + y*2)



Efetuando este comando, o Matlab automaticamente nos mostra todas as
solugdes possiveis para o sistema (neste caso, como é um sistema de

equacodes do segundo grau, a resposta sera dupla):

X =
0
2

Infelizmente este recurso nao entende muito bem os tipos de variaveis do
problema. Duas variaveis, por exemplo ax e ay sao confundidas por este
comando, nao fornecendo uma resposta satisfatéria para o desacoplamento
das equagdes. Por esta razao, o cédigo que foi utilizado para tal fim ndo sera
apresentado, até por que ele constou de um sistema linear cujas incégnitas
foramx, vy, .... e 0s coeficientes da matriz A e B foram a, b, c, d.... As equacdes

resultantes foram:

_A'+B,'cos§—B',sen S + QV, (2m+ M)+ Q’m(b - a)

v
X 2m+M
A,'+B,'send + B', cosé‘—QVX(Zm+M)[a2 P I+JG]
m m
N —aA,'+bB,'sen § + bB', cos 8 + mQV, (a—b)+ M ,'-M ,, (b-a)
V, = L

m

(2+M41{a2 +b? +I+J‘;]—(b—a)2



(2+M%)—0A2'+b31'sen§+b3'2 cos 8 +mQV, (a —b)+ M ,'~M ,,

m

v )A2'+Bl'sen§+B'2cos§—QVX(2m+M)
-b-a
Q= n
I+J
M 2 2 G | _ (1 _ )2

(2+ %{a +b = ] (b-a)
« M +T .
o=—=2= -Q

I

) -A'R+M,,
A = 7
) —B R+M,,
B = 7
Onde:

M ,, :Tragdo naroda traseira;

M, :Tragdo naroda dianteira;

T : Momento do piloto no guidao;
Além disso, as forcas de contato sao:

Vy —o,R
NV v, —a0)

A=k

1

' V —GQ
A=k 2 - 2
\/VX + (VY - aQ‘)
' V, cos(d) + (VY + bQ)sen(é’) - w,R
B 1= _kBX > -
W+, +5Q)
B ——k -V, sen(d) + (VY + bQ)cos(é')

1 BY

Vi +(V, +bQ)

M, =—kS—co



