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RESUMO

Este trabalho apresenta uma abordagem para os sistemas de controle de satélites
incorporando a flexibilidade de componentes e suas vibragoes durante manobras. As
estruturas que nao sao consideradas como corpo rigido sao modeladas por elementos
finitos a fim de se determinar seus primeiros modos naturais. Esses resultados sdo
usados para aproximar o sistema completo pelo Método dos Modos Assumidos e
derivar as equagoes de movimento através da mecanica lagrangiana.

Palavras-chaves: Controle de atitude. Reducao de vibracgao. Satélites flexiveis.



ABSTRACT

This work presents an approach for satellite control systems incorporating the flex-
ibility of components and their vibrations during maneuvers. The structures that
are not considered rigid bodies are modelled by finite elements as to determine their
first natural modes. These results are applied to approximate the complete system
in the Assumed Modes Method and derive the equations of motion through the
Lagrangian mechanics.

Key-words: Attitude control. Vibration reduction. Flexible satellites.
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1 INTRODUCAO

No ramo da Engenharia Espacial, o Sistemas de Controle de Atitude (SCA) da maioria
dos satélites se baseia nas equagodes dinamicas de corpo rigido, que se move sob influén-
cia de torques atuadores e perturbagoes externas (MARKLEY; CRASSIDIS, 2014). Essa
abordagem simplifica o projeto e oferece os resultados desejados em muitos casos. As
aproximagcoes envolvidas, porém, se tornam um problema relevante quando grandes com-

ponentes moveis fazem parte do sistema, como painéis solares que se abrem em 6rbita.

Do ponto de vista estrutural, as metas no projeto desses componentes sao: aumen-
tar as frequéncias naturais até que estejam uma ordem de magnitude acima das outras
frequéncias do sistema (como os movimentos de libracao e nutagio para satélites de con-
trole passivo ou a resposta de controle para satélites estabilizados em 3-eixos); reduzir os
gradientes de temperatura (evitando assim grandes esfor¢os e deformagoes térmicas); e
maximizar sua rigidez, especialmente em flexao e tor¢ao (a fim de garantir a validade das
aproximagoes) (DAVIS; DIALETIS, 2012). Ao mesmo tempo, todo elemento aeroespacial
deve ter uma massa tao baixa quanto o possivel, pois qualquer peso extra resulta em
grandes impactos de custo e eficiéncia. Muitas vezes, esses objetivos opostos obrigam o
SCA a lidar com a flexibilidade do satélite. Nessas situacoes, a adequacdo do controle

para um sistema flexivel é necessaria.

1.1 Resumo do projeto

O objetivo do projeto ¢ desenvolver um sistema de controle que aumente o amortecimento
das vibracoes. Para isso, o movimento do satélite é modelado incluindo a flexibilidade
e os materiais piezoelétricos implantados; a simulagdo em MATLAB, utilizando dados
exportados do programa ANSYS, é usada para analisar o movimento livre e controlado;

e os parametros envolvidos sao otimizados.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O cenario de satélites flexiveis apresenta desafios ao projeto e desempenho do SCA, as-
sociados principalmente a trés fenomenos: deformagoes no suporte de sensores para a
observacao; deformagoes no suporte de atuadores para o controle; e as vibracoes de estru-
turas. Os dois primeiros lidam com os efeitos do desalinhamento na medicao e na atuacao
do sistema. Ja o terceiro lida com grandes elementos do satélite, em dimensoes fisicas
ou em massa, cujos deslocamentos, velocidades e aceleragoes sao termos significativos na
dindmica do sistema. Este trabalho visa ao estudo do ultimo caso, no qual a literatura foi

pesquisada e analisada.

A pesquisa no ramo de reducao de vibragao segue dois caminhos possiveis: modi-
ficar os comandos de controle a fim de reduzir as excitagoes; e amortecer as vibragoes de
forma artificial. No primeiro, as técnicas mais comuns sao Input Shaping e Component
Synthesis Vibration Suppression (CSVS) (HU; MA, 2005). J& o segundo, popularizado
pela possibilidade de usar materiais piezoelétricos embarcados como sensores e atuadores,

oferece uma grande diversidade de abordagens.

Técnicas tradicionais de controle foram propostas para lidar com o problema.
Em controle 6timo, o método Linear-Quadratico-Gaussiano (Linear-quadratic-Gaussian,
LQG), que combina um filtro de Kalman como observador e um Regulador Linear-
Quadrético (Linear-quadratic Regulator, LQR) como controlador, foi estudado por re-
feréncias como (WON et al., 1994; MEYER et al., 1998). O seu projeto otimiza a soma
ponderada de termos quadraticos de energia e esfor¢o de controle e, ao se ajustar propria-
mente os pesos selecionados, o sistema resultante pode atender requisitos especificos como:
minimizar deslocamento e rotacao da ponta da estrutura; minimizar energia cinética da
vibragdo; ou maximizar o amortecimento de modos naturais de interesse. Em controle
classico, a opcao foi feita pelo controlador Proporcional Integral Derivativo (PID) devido
a sua simplicidade, diversidade de aplicagdes e facilidade de calibragem (FONSECA et
al., 2017).

Ao mesmo tempo que técnicas ja existentes foram testadas, novas abordagens
foram desenvolvidas particularmente para o problema de Grandes Estruturas Espaciais
(Large Space Structures, LSS). A primeira delas é a Positive Position Feedback (PPF),
originalmente proposta por (GOH; CAUGHEY, 1985) e estudada por diversas referéncias
posteriores. Nela, a coordenada de posicao da estrutura é alimentada a um compensador
com dindmica de segunda ordem. A varidvel de posicao do compensador, multiplicada
por um ganho positivo menor que 1, é entdao usada como entrada dos atuadores. Os

resultados indicam um amortecimento rapido de modos de vibracao particulares, dado
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que as propriedades sao conhecidas com acurdcia (MEYER et al., 1998).

Outra alternativa similar é a técnica de Strain Rate Feedback (SRF'), proposta por
(NEWMAN;, 1992). Nesta abordagem, a coordenada de velocidade estrutural é alimentada
a um compensador e a coordenada de posicao do compensador, multiplicada por um
ganho negativo, é realimentada a estrutura. Observa-se que o valor do amortecimento
ativo é limitado, mas a regiao afetada é maior e multiplos modos de vibragao podem ser
estabilizados (MEYER et al., 1998; SONG et al., 2002).

Uma alternativa as técnicas citadas de controle ativo de estruturas é a adicao de
amortecimento passivo. Enquanto métodos passivos mais classicos sdo materiais com altos
fatores de perda viscoeldstica ou absorvedores de vibragao, a pesquisa nesse campo lidou
com 0s mesmos materiais piezoelétricos das abordagens anteriores, porém conectados di-
retamente a um circuito elétrico dissipativo. Primeiramente, os transdutores convertem
a energia mecanica da vibracao em eletricidade; posteriormente, através de circuitos re-
sistivos ou resistivos-indutivos, ela é dissipada na forma de calor. Cabe ressaltar que a
segunda etapa nao é estritamente necessaria, dado que a energia elétrica no circuito pode
ser usada para alimentar pequenos sistemas eletronicos. Este conceito, chamado de Pi-
ezoelectric Energy Harvesting, é cada vez mais comum em setores como o aeronautico
(LIANG; LIAO, 2009; MARQUI et al., 2011) e pode ser aproveitado na Engenharia Es-

pacial.

A Tabela 1 compila algumas das referéncias relevantes no assunto, divididas entre

as técnicas estudadas para o controle de vibragao.

Técnica Referéncias

PPF (GOH; CAUGHEY, 1985)
(FANSON; CAUGHEY, 1990)
(MEYER et al., 1998)
(FRISWELL; INMAN, 1999)
(SONG; AGRAWAL, 2001)
(SONG et al., 2002)

(HU; MA, 2005)
(BAILLARGEON; VEL, 2005)
(ORSZULIK; SHAN, 2011)
(
(
(
(
(
(
(

SRF NEWMAN, 1992)

SONG et al., 2002)
BAILLARGEON; VEL, 2005)
HAGOOD; FLOTOW, 1991)
SALES; RADE; SOUZA, 2013)
WON et al., 1994)

MEYER et al., 1998)

PID (FONSECA et al., 2017)

Tabela 1 — Principais técnicas e estudos de redugao de vibragao

Passiva (shunt)

LQG
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3 MODELAGEM DO COMPONENTE FLE-
XIVEL

Neste capitulo, os componentes flexiveis sao estudados separadamente do resto do sistema
para criar-se um modelo que capture seu comportamento. Primeiramente, é necessario
converter o modelo de um corpo continuo com infinitos graus de liberdade (GDL) para

outro que use um nimero reduzido de variaveis.

O processo adotado comega com o uso do Método dos Elementos Finitos (MEF),
convertendo o corpo continuo em uma malha de nés conectados. As solu¢oes de um pro-
blema generalizado de autovalores representam os modos de vibracao da estrutura. A
selecao dos primeiros modos (associados as menores frequéncias naturais) permite uma
nova redu¢ao do nimero de GDLs utilizando a representagao modal. Por fim, os parame-

tros de interesse sao escritos nessa representacao para serem utilizados posteriormente.

3.1 Meétodo dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) pode ser considerado um caso particular do Mé-
todo de Ritz-Galerkin, que utiliza fungées continuas (multiplicadas pelos deslocamentos
generalizados) para aproximar os deslocamentos fisicos durante a deflexdo de um corpo
(DOZIO, 2014). A particularidade, porém, é que as fungoes usadas sao locais (ou seja, sé
assumem valores ndo-nulos em uma regiao de interesse) e os seus deslocamentos genera-

lizados sao associados diretamente a valores fisicos de pontos do sélido.

A primeira etapa do MEF ¢ a discretizagao do corpo em nés. Cada um faz parte de
pelo menos um elemento, dentro do qual a funcao de interpolacao Nij assume os valores
nao-nulos. O vetor N7 é usado para representd-las, como mostrado pela Eq. (3.1). As

variaveis &, 1 e ¢ representam o sistema de coordenadas locais usado.

N2 { - N(En¢ -} (3.1)

Uma escolha comum de método de interpolagdo sao as fungdes isoparamétricas.
Elas possuem esse nome porque permitem tanto o calculo das coordenadas de um ponto
do corpo quanto a interpolacdo dos parametros de interesse. Quando ambos tém seus

valores nodais agrupados em vetores &’ e p’, como ilustrado pela Eq. (3.2), as relacoes
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podem ser escritas nas Eqgs. (3.3) e (3.4), respectivamente.

x) = T;

(3.2)
P =1
r=Nig (3.3)
p=Np’ (3.4)

Para prosseguir com o modelo matematico, é ttil dividir os componentes flexiveis
a serem estudados em duas categorias basicas: aqueles modelados como sélidos tridimen-
sionais; e aqueles modelados de forma reduzida como elementos unidimensionais (como
treligas e vigas) ou bidimensionais (como placas). Cada uma tem especificidades distin-
tas, porém a abordagem geral desenvolvida no Capitulo 4 sera valida para ambas com

pequenas diferencas em acuracia.

3.1.1 Modelos tridimensionais

Modelos tridimensionais em MEF utilizam nés para representar pontos dos sélidos em
estudo. Desta forma, os trés GDLs representam seus deslocamentos lineares e sao sufici-
entes para capturar as deformacgoes do corpo. Qualquer cisalhamento ou rotacao rigida de

uma face ou secao transversal emerge da diferenca de posicao dos noés que a compoem.

O numero total de GDLs no modelo, Ngpr,, ¢ igual a soma dos GDLs em des-
locamentos no eixo z, y € z (Nyz, Ny € N, respectivamente), conforme expresso por
Eq. (3.5). Nés fixados ou engastados perdem os trés GDLs, enquanto nés apoiados em

uma superficie perdem um GDL.

NGDL :vi+va+sz (35)

A solucao de uma simulagdo numérica, estatica ou modal, inclui um vetor v €
RNepL | que une os deslocamentos Uy, Uy € U, ; de cada no ¢. Esses valores podem ser rea-

grupados para analisar apenas os n6s de um dado elemento j, de acordo com a Eq. (3.6).
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Usando também o vetor N7, qualquer ponto (x,y, z) contido no elemento j e representado
pelas coordenadas locais (£7,77,¢7), como ilustrado pela Figura 1, pode ter seu desloca-

mento calculado através da Eq. (3.7).

i A i A i A
U?p = Ua:,i ) ’UgJJ = Uy,i ) 'UZ, = [Uz,z (36>

Z

X

(b)

Figura 1 — Deslocamento s, de um ponto dentro de um elemento tridimensional (a) em coordenadas
fisicas globais (b) em coordenadas locais isoparamétricas

Sz (xvya Z) = Nj(€j7 77j, Cj)IUZc
sy (z,y,2) & NY (&0, (7)) (3.7)
s. (z,y,2) & N (&0, ()v)

3.1.2 Modelos reduzidos

Componentes que possuem um ou mais comprimentos caracteristicos muito menores que
os outros podem ser aproximados por modelos reduzidos. Esse é o caso de placas (espessura
pequena em relagdo ao comprimento e a largura) e vigas (segdo transversal pequena em

relagdo ao comprimento).

Nesses modelos unidimensionais ou bidimensionais, os nés representam secoes ou
espessuras de um corpo solido. Assim, modelos que lidam apenas com deslocamentos
lineares sdo aproximagoes que preservam a forma das segOes transversais e seu angulo
com a linha ou superficie neutras (modelos de viga de Euler-Bernoulli ou de placa de

Kirchhoff-Love). Modelagens mais completas e mais fiéis a distribuicao de cisalhamento
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consideram também GDLs de rotagoes (modelos de viga de Timoshenko ou de placa de

Mindlin—Reissner). A abordagem para dois casos sera discutida a seguir.

3.1.2.1 Placas de Mindlin—Reissner

Neste modelo, cada né esta associado a trés deslocamentos lineares (v ;, vy, € v,;) € trés
rotagoes (0., 0, € 0.,;). O nimero total de GDLs, portanto, é a soma de seis componentes
(Eq. 3.8). O reagrupamento dos valores para um elemento j é feito conforme as Egs. (3.9)

e (3.10).

NGDL:vi+va+sz+N9x+N9y+N0z (38>

[I>
[I>
[1>

Uz,i (39)

>
% .o

) y RN z )

O equacionamento a seguir sera restrito a uma superficie neutra plana normal ao
eixo z (Eq. 3.11). Equagbes mais gerais, como planos desalinhados em relagdo aos eixos

de referéncia ou cascas curvas, podem ser derivadas.

So (2,9, 2) & N/(& 0 vl + AzNY(¢,17)6)
sy (z,y,2) & NI (& ) vl — AzN7 (&), (3.11)
s (z,y,2) & NV (& 0 )vl

O equacionamento desenvolvido no Capitulo 4 utiliza todos os GDLs da malha
através dos modos de vibracao e da matriz de rigidez extraidos do MEF, mas descarta
a contribuicdo das rotagoes nos termos que lidam com a energia cinética do sistema.
Essa aproximacgao pode ser realizada para placas e vigas de pequena espessura devido
ao baixo valor de sua inércia em comparagao com os outros termos envolvidos (SHIMPI,;
PATEL, 2006). A principio, isso pode ser julgado como um ponto negativo dos modelos de
Timoshenko ou Mindlin-Reissner dentro dos procedimentos deste trabalho; porém, ambos
oferecem resultados numéricos para o MEF melhores que seus subtitutos ja citados e,

portanto, possuem sua importancia e aplicacao no presente estudo.
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3.1.2.2 Placas de Kirchhoff-Love

Assim como o caso tridimensional, os GDLs sdo dados pela Eq. (3.12) e os reagrupamentos
sao dados pela Eq. (3.13).

NGDL :vi+va+sz (312)
vl 2 v, V)= , vl 2 Ju (3.13)

Os deslocamentos de cada ponto (x,y, z) sdo dados pela Eq. (3.14), na qual deri-

vadas parciais das funcoes de interpolagao estao presentes.

so (2,y,2) & N7 (&, )v), — Azaéi &)l
sy (x,y,2) & N’ (&, vl — Azaév Rary (3.14)
Y

s. (x,y,2) & N(& ) )v)

3.2 Representacao Modal

A malha desenvolvida no MEF, considerando as condigoes de contorno aplicadas aos nés
com restri¢coes, possuem matrizes simétricas de massa e rigidez, de ordem igual ao nimero
de graus de liberdade do sistema Ngpr. O problema generalizado de autovalor é entao

resolvido para se determinar os primeiros N resultados, como apresentado na Eq. (3.15).

(IK] = A [M]) 9y = O, r=12.,N (3.15)

O resultado pode ainda ser escrito na forma matricial da matriz dos modos [¥] e a
matriz diagonal dos autovalores [A], como apresentado pela Eq. (3.16). Com isso, os des-
locamentos dos nés em seus GDLs v (e, quando presentes, 8) pode ser aproximado como

a combinacao linear dos N primeiros modos naturais, ponderados pelos deslocamentos
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modais ur (Eq. 3.17) e as matrizes de massa e rigidez podem também ser convertidas

para a representagao modal (Eq. 3.18).

(0] £ [¢py - tpy] € RVepexY

M\ (3.16)
Al 2diag (A} = | | €RVY

AN
v — [\I/] up € RNGDL (3'17)
(M) & [9]" [M][¥] € RM™ (3.18)

(K] 2 (9" (K] [¥] € YN

Cabe observar que os autovetores [¥] contém todos os GDLs da malha. Por vezes, é
interessante extrair dessa matriz os valores apenas para um no ¢ ou para um deslocamento
do elemento j. Portanto, é conveniente definir simbolos para as submatrizes que serao

utilizadas posteriormente.

Para extrair os deslocamentos lineares de um né na forma de um vetor R3, ¢é

conveniente definir a submatriz [¥;] tal como apresentado na Eq. (3.19).

(] = |- o, (3.19)

A submatriz que retine os deslocamentos v, dos nés de um mesmo elemento j

é representada por [U/ | como expresso na Eq. (3.20). Expressoes andlogas podem ser

escritas para [\If{;y}, (W7 ], {\If{;x}, [\Il{,'y} e {\Ifgz}.

[\Iﬂ'}é v;- (3.20)
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3.3 Deformacoes

A deformaciao de um ponto (z,y, z) é um tensor simétrico em R3*3 e portanto apresenta
seis valores distintos. O seu célculo ¢ baseado nas derivadas parciais do deslocamento

sofrido pelo ponto, conforme apresentado pela Eq. (3.21).

08,
€Exz ($, Y, Z) = Oz
0s
Eyy (I, Y, Z) = aiyy
Js,
EZZ («'anaz) - 8,2
(3.21)
Os,  0sy
QExy (Z)’J,y,Z) - 8y + %
0s, 0s,
26 (@, 2) = -+ 5,
0s 0s,
26?]2 (l‘,y,Z) - 87; + ay

Conforme ja foi mostrado na Subsecao 3.1, o cédlculo dos deslocamentos s, s,
e s, para cada ponto variam de acordo com o modelo adotado para o corpo. Assim,
as deformagoes também serao calculadas de formas distintas. Apresentam-se algumas

expressoes a seguir.

3.3.1 Modelos tridimensional

O célculo das deformagoes ¢ realizado de acordo com Eq. (3.22).

ON7 .

€ (,Y,2) = pe v},
Jo

J

Cyy (.ﬁlﬁ,y,Z) = ay vy

N7 .
€2z (33,'!/,2) = 88 ’Ui
2
ON' . NI . (3.22)
2€4y (2,y,2) = o vl + W’U;
ON’ . ON’
9 _ j j
6.722 (I’yWZ) azvx—'— ax z
ON’ .  ON’

2e. (z,y,2) = P v) + Tyv;

Conforme expresso na Eq. (3.20), ¢ possivel selecionar uma submatriz [¥7 ] dentro

da matriz de autovetores [¥] com os valores correspondentes apenas aos deslocamentos
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M

2w € reescrever a deforma-

nodais v,; de um elemento j. Ela permite definir um vetor €

¢ao €., sofrida pelo corpo como uma fun¢ao dos deslocamentos modais wg, conforme as

Eqs. (3.23) e (3.24).

M ON

B S . IxN 9
e (r.y.2) =~ (&.0.¢) [W.] e R (3.23)
ea:x(xa Y, Z) = G%UF (324)

Analogamente, o cdlculo pode ser extendido para todos os elementos do vetor de

deformagoes do corpo, como mostrado nas Eqs. (3.25)—(3.30).

ey (1,y,2) = aé;ﬂ (51"77@@) [\ygy} e RV (3.25)
e (z,y,2) = aé\: (ﬁj,nj,@) [\I]{}Z] e RN (3.26)

ONJ , . ) ON? , . . ‘
M _ I1xN
261/2 (I,y, Z) - ay (5]7 7]]7 CJ) {‘P%z} + 92 (£J777J7 Cj) [\P{)y} eR (327)
i, . i, .
26l (r,,2) = (&0, ) [, + 20 (£, 0) W] e RV (329)
NI , . ) ON? , . . . . y
€z (J},y,Z) 6% (x,y,z)
Cyy (l’,y,Z) 6% (x7y7 Z)
M
EZZ ('r?y? Z) — ezz (x7y7 Z) uF (3.30)
2€yz (ZE,y,Z) 26% (ZE,y,Z)
2¢,, (2,9, 2) 2eM (2,9, 2)
2€xy (SC,:I/,Z) 26% (xaya Z)

Frequentemente o programa ja é capaz de realizar o calculo das deformagoes e

portanto os valores podem ser tratados como saidas da simulacao.
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3.3.2 Modelos reduzidos
3.3.2.1 Placas de Mindlin—Reissner

As Egs. (3.31)—(3.35) representam a deformagdo modal e a Eq. (3.36) mostra o resul-
tado final. Observa-se que, de acordo com esse modelo, a deformagdao normal paralela a

espessura da placa (no caso, €,,) é sempre nula.

en (x,y,2) = aéf (&%) [, ] +Aza£j (€@.97) [w3,] (3.31)
e (2,y,2) = aé\y’j (&%) [w5,] - Azaé\yrj (&@.07) [w3,] (3.32)
26t (a,0.2) = 225 (&.07) [w] - 0 (€7) 0] (3:3)
2eM (2,9, 2) = 8(;;“ (5]",71') [\IJ%Z} + NY (é“]"nj) {\ng} (3.34)
26l (r,,2) = 2 (,) [w,] + SV () [0,] +
ON o ONT (335)
+0 |E (er) [04,] - 5 () ]

€ (2,9, 2) € (7,7, 2)

€yy (7,9, 2) €, (2,y,2)

€2z (337% Z) o 01><N

2¢,, (x,y,2) B 2e,! (x,y,2) wr (3:36)

2¢,. (2,y,2) 2eM (2,9, 2)

2€4y (2,9, 2) 2el] (z,y, 2)

3.3.2.2 Placas de Kirchhoff-Love

As Egs. (3.37)—(3.39) representam a deformagao modal e a Eq. (3.40) mostra o resultado
final. Observa-se que, de acordo com esse modelo, tanto a deformacao normal paralela a
espessura da placa (no caso, €,,) quanto os cisalhamentos que envolvam esse eixo (€,, e

€y.) € sempre nulos.

€00 (T,,2) = aéf (&%) [wl,] - Aza;g] (&) [®.] (3.37)
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92N/
Oy?

ON’
M
eyy (Z‘,y,Z) = ay

(@) ] -2 (0.) o] 339

26 (2,0.2) = T (€07) [,] + 5 (60.7) [12] +

2N (3.39)
_ J J
€rx <x7y72) ejx\gc (.Cﬁ,y,Z)
eyy (':anaz) 6% (x,y, Z>
zz ) Y O
€ (7,9,2) | _ 1xN wp (3.40)
2ey. (2,9, 2) O1xn
26, (a:,y, Z) O1xn
2e,y (2,9, 2) 26% (z,y,2)

3.4 Comentarios sobre qualidade da malha

Como dito na Subsecao 3.1, a qualidade da malha afeta significativamente a qualidade do
modelo desenvolvido. Logo, é importante comentar sobre as possiveis técnicas de refina-

mento usadas em MEF para aumentar sua acuracia.

O refino h visa a melhora dos resultados reduzindo o comprimento caracteristico
dos elementos usados, aumentando assim o niimero de nés da malha sem alterar a ordem
de cada elemento. Ja o refino p mantém o nimero de elementos constante e aumenta
o numero de nés em cada um deles, elevando assim a ordem polinomial das fungoes de
interpolagao. Apesar de oferecer boa convergéncia na maioria dos casos, a maior parte
dos programas de MEF limitam-se a 1* e 2* ordem e focam no refino h para o aumento
de precisao desejado (KITTUR; HUSTON, 1989; NOVOTNY; FANCELLO, 1998).

Um comentario final relevante para a discussao é que, seguindo-se o refinamento da
malha, as frequéncias naturais diminuem até o valor de convergéncia. Isso se d4 ao fato de
que a remocao de GDLs de um modelo estrutural resulta matematicamente num aumento
artificial da rigidez e, por consequéncia, dos autovalores do sistema. Diversos algoritmos
de programas especializados avaliam a precisao do resultado baseados em quanto os resul-
tados diminuem com o refinamento da malha. E importante ressaltar esse fato para uma
malha com poucos nds ser usada como justificativa para afirmar que o primeiro modo
natural esta acima das frequéncias de interesse do sistema e, portanto, o satélite pode ser

considerado rigido.
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4 EQUACIONAMENTO DA DINAMICA

Neste capitulo, o modelo fisico do satélite como plataforma rigida conectada a um ou mais
componentes flexiveis é descrito e o equacionamento do sistema é desenvolvido a partir
do Método dos Modos Assumidos. As equacoes diferenciais sdo expressas no espacgo de

estados nao-linear e a implementacao de um cédigo para simulagoes ¢ discutido.

4.1 Modelo fisico e cinematico do satélite

O modelo fisico do satélite considera uma plataforma central, tratada como corpo rigido,
conectada aos componentes flexiveis, como apresentado na Figura 2. Dois sistemas de
coordenadas sdo usados no equacionamento: o referencial inercial N, com origem em um
ponto O; e o referencial solidario ao corpo B, com origem no ponto C. A posi¢gao do
satélite no primeiro é representada pelo vetor Ro. Para qualquer ponto P pertencente ao
componente flexivel conectado, um vetor constante rp € a sua posi¢io na situacio natural

e o vetor variavel sp indica o deslocamento sofrido durante a deformacao.

Figura 2 — Satélite com plataforma rigida (em branco) conectada a um componente flexivel na condigao
deformada (linhas sélidas) e ndo deformada (linhas tracejadas)

A atitude Ap/n, com a mesma definicao das abordagens de um satélite puramente
rigido, ¢ a matriz de rotagdo entre o sistema de coordenadas inerciais e solidarias ao
corpo, como mostrado na Eq. (4.1). A matriz é ortonoral e tem determinante unitario,
como mostrado na Eq. (4.2). A sua equacdo cinemética é expressa na Eq. (4.3), na qual
utiliza-se a matriz produto vetorial da velocidade angular (MARKLEY; CRASSIDIS,

2014). As propriedades béasicas dessa notacgao sao apresentadas na Eq. (4.4).

B = AN (4.1)
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detAB/N =1 (4 2)
AB/J\f1 = AB/NT
AB/N = — [wA] Ag/n (4.3)

0 —7Us3 (%]
WA S| vy 0 —uy
—U9 U1 0

v% + v§ —V1Vg —V1V3
[wA] [oA]" = A" [vA] = [[v])? [I3] — voT = | —vjvy 02402 —ugvs
—vvz  —Uvz Vi + 02

Como a forma matricial descrita pela Eq. (4.3) envolve nove equagoes diferenciais
e seis restrigoes (associadas ao determinante unitario e a ortonormalidade da Eq. 4.2), sua
integracao numérica ¢é ineficiente e raramente utilizada em sistemas reais de observagao
e estimacao de atitude. Apresentam-se duas alternativas principais: o uso de quatérnios
(quatro equagoes diferenciais e uma restrigdo); ou o uso de representagoes minimas de ati-
tude (trés equagoes diferenciais apenas). Ambas sao avaliadas e usadas no equacionamento

seguinte.

Os quatérnios ¢ € R*, frequentemente divididos em um vetor q;; € R® e um
escalar ¢4 € R, formam uma representagao global da atitude (ou seja, ndo apresentam
nenhum ponto de singularidade ao mapear as possiveis rotagoes tridimensionais) e por isso
sao comumente empregados no setor espacial. A equacao de restrigdo envolvida garante
o médulo unitario do vetor, conforme a Eq. (4.5) A relagdo entre a matriz Ag/y e os
quatérnios é apresentada pela Eq. (4.6), suas expressoes cinemdticas pela Eq. (4.7) e sua

relagdo com o vetor velocidade angular pela Eq. (4.8).

lal* = + a3+ a5 + a3 =1 (4.5)
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Ap/N = (qZ - HQ1;3HQ) 3] — 2q4 [qy.31] + 2‘11:3‘11:3T =

G—a—G+d 20+ aa) 2(q19s — 424) (4.6)
= | 2l — @) —G+E-G+aG 2(0a + @ga)
2(q193 + q2q4) 2(q2q5 — 1q4) G -G+ G+ 4
, 1
qdi3 = _Ew X g3+ 5‘*”]4
: (4.7)
44 = _iw q::3

44 43 —q2 —q1
w=2-qgs @ @ —q¢|q (4.8)
92 —q1 q4 —G3

As representagoes minimas da atitude sdo assim chamadas por usar apenas trés va-
ridveis para representar as rotagoes tridimensionais. Elas nao estao associadas a nenhuma
equacao de restricao e tém a mesma dimensao do vetor w de velocidades angulares, ofe-
recendo assim uma vantagem na simplicidade de modelagem do sistema. Porém, todas
contém pelo menos um ponto de singularidade em seu dominio, o que exige atencao es-

pecial durante as integragoes numéricas.

O Apéndice C apresenta quais sdo as principais alternativas dentro dessa segunda
categoria. Neste capitulo, a modelagem serd baseada em uma representacao genérica
a € R3. No Capitulo 6, a opcio é pelos parametros de Rodrigues modificados (Modi-

fied Rodrigues Parameters, MRP) devido as vantagens em relagao a singularidades.

4.2 Dinamica para um componente flexivel
As equagOes de movimento sao derivadas usando o Método de Modos Assumidos, que
parte de uma discretizacao da flexibilidade aplicada a mecanica lagrangiana.

A energia cinética do sistema pode ser dividida em dois termos: aquela devido ao
movimento da plataforma rigida; e aquela devido ao movimento do componente flexivel.

Adotam-se os simbolos Trp e Tk, respectivamente, como mostrado na Eq. (4.9).

T = Trp + Tr (4.9)

Para o primeiro termo, adota-se que o ponto C' é genérico e portanto o termo

cruzado entre rotagao e translacao estd presente (Eq. 4.10). Esta abordagem é escolhida
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nao apenas por tratar do caso mais geral, mas também porque a deformacao de grandes
componentes flexiveis pode alterar significativamente a posicao do baricentro do sistema

GG, enquanto o ponto de origem do referencial sera mantido constante no tempo.

1. 71 . 1 . T
Trp = §RC MR¢ + 3 -w' [Ie]w+ Re™ Ay (w x S¢) (4.10)

A expressao da Eq. (4.11) vem da definigdo de energia cinética. A flexibilidade é
aproximada através do MEF descrito na Subsecao 3.1, portanto ¢ interessante aproximar o
solido continuo como um sistema de /Ny massas pontuais nos nés da malha, como expressas
na Eq. (4.12). E importante lembrar que, em modelos cujos nés possuem também GDLs
de rotacao, a aproximacao descarta a contribuicao proveniente da inércia das se¢oes. Esse
termo, porém, ja foi explicado de ser desprezivel para vigas e placas de pequena area
transversal e espessura (SHIMPI; PATEL, 2006).

1

Ty = 7/ aBe\ " ) (4.11)
2Jv | dt N
1M |aRr;| |I?

TF = = Zml —
2 Wl 4.12
1 NN ( * )

(Rc + Af ndpi + Apyy [WA] (Tp; + SP”')) H2

O deslocamento de cada massa pontual é aproximado usando os modos naturais
obtidos pelo MEF como descrito na Subsegao 3.2. A matriz dos modos [¥] € RNeprx¥
pode ser dividida em matrizes [¥;] € R**YN que representem os graus de liberdade de
deslocamento de um tnico ponto P; da malha (em caso de GDL restrito por condicao de
contorno, a linha correspondente serd nula). Assim, o vetor sp; de tal ponto em repre-
sentagao modal é expresso de acordo com a Eq. (4.13) e a expressdo da energia cinética

do componente pode ser reescrita como Eq. (4.14).
spi = [Vilup (4.13)

1 Ny < T . . < T .
Tr = > mi (Rc Ro + ap[ W) [W]ar + 2Ro” A y[V]ar+

+ (Tp_—i- (U ]up) [wA]" [wA] (rp + [¥]ur) + (4.14)

F R AL o] (rp + [Wiur) + 26500 [wA] (4 [0 ur) )
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As propriedades da plataforma rigida combinada com o apéndice nao-deformado
sdo calculadas na Eq. (4.15). Outras matrizes, uteis para representar a flexibilidade, sao
definidas na Eq. (4.16). Utilizando-se esses termos, a expressao final da energia cinética

total é apresentada na Eq. (4.17).

Ny
Mtot:M+Zmi eR

i=1
Ny

Scit =Sc+ > mr; € R? (4.15)
i=1
Ny

Uctor) = [Ic] + Z m; [riA] [TZ-A]T € R33

i=1

Nn
(M) = [9]" [M][9] ~ 30 mil ][9] € RV
MRu Zmz z R3XN
wu O Z m; /r'z G R?)XN

Zml [wWA] [¥;] € RN

(4.16)
w) £ Zmi[\lli]T[w [wA] [¥;] € RV*N
Nn
(.d) é Zm,[\lll]T [(.d/\] [qu] & RNXN
Nn
(AJ) £ Zm, [’l"i/\] [(AJ/\] [\I]z] < RSXN
[Ly] (w Zml r; X wA] [¥,]
=1
1 . T o 1 T T T ]- o T .
= §RC MR + iw [{ctot) w + Re AB/N (w X Sciot) + qu (M) @p+
- T . . 1
+ Ro AE/N [Mpy] @ + w? [M,, 0]t + iug[LE] (W)ur + w! [Le)(w)up+ (4.17)

. 5 T
+UE[LFKW)UF + Re AE/N (w X [MRu] ’LLF)

Tratando da energia potencial V| apenas a flexibilidade elastica linear do apéndice
serd considerada (V). Isso resulta na Eq. (4.18), onde utiliza-se a matriz modal de

rigidez {Kf)ﬂ definida na Eq. (3.18). Essa aproximacao de linearidade, que permite o uso
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da andlise modal proveniente do Capitulo 3, resulta na limitacado do modelo para altas

velocidades de rotacao, como serd explicado na Subsecao 4.5.

V=vi= ;uFT (KM ur (4.18)

Para situagoes nas quais haja interesse de realizar manobras orbitais, um termo
gravitacional deveria ser adicionado (MEIROVITCH; QUINN, 1987). No presente traba-
lho, apenas manobras de atitude serao estudadas e, portanto, a expressao apresentada é

suficiente para a analise.

A dissipacgao de energia também esta presente devido a vibragao da antena. Consi-
derando um amortecimento modal expresso por [C)y], a fungdo de dissipacao de Rayleigh
D é definida na Eq. (4.19). Observa-se que a andlise estrutural realizada no Capitulo 3
considerou vibragoes nao-amortecidas, pois em geral nao se conhece a matriz real dos
coeficientes viscosos para a estrutura. Ao adicionar-se posteriormente esse termo, é pos-
sivel varid-lo sem afetar os modos de vibragao (que variam com termos quadraticos dos

coeficientes) e, portanto, seguir com um procedimento mais flexivel para tratar do tépico.

D= ;uFT O] (4.19)

4.2.1 Equacionamento adotando uma representacao minima

Seguindo uma derivagdo semelhante a de (MEIROVITCH; QUINN, 1987), é possivel
utilizar-se de uma representagao minima da atitude para garantir a mesma dimensao nos
vetores a e w. Com isso, as matrizes D,/ € Dq/.,, definidas pelas Eqgs. (4.20) e (4.21) sdo

quadradas e inversiveis.

w =Dyl @
- (4.20)
[Dw/a = Dw/a (Cl) - ]R3X3
a = [Dys| w
- (4.21)

[Dur] = [Dar] (@) = [Duja] € B

Nessa representacao de atitude, o trabalho virtual contém a acao da forca F' e do
torque M que atuam no satélite e da forca modal F',, que deriva das forgas distribuidas no
apéndice flexivel, conforme expresso pela Eq. (4.22). O valor da for¢a modal é calculado
pela Eq. (4.23).

OW = F"Ap/n0Rc + M" [Dyya| 60+ F," ur (4.22)
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F,=3 [V]"F; (4.23)

Adotando-se como coordenadas generalizadas R¢c, a e wp, é possivel escrever
as equagoes lagrangianas (4.24)—(4.26). Porém, convém utilizar as pseudo-coordenadas
generalizadas w em vez de a devido & sua presenca nas expressoes de energia cinética,
como ¢é possivel observar na Eq. (4.17). Com isso, a segunda equagao é substituida pela

Eq. (4.27) (MEIROVITCH, 1970).

i <£0> } aazgc i aagc i aifjc = ApF (4.24)
i (ZD e Gat ga — [Pu] M (4.25)
jt (aii) - aﬁ iﬁ, + aai = Fu (4.26)
jt (gi) + [wA] gz - [Da/w]TgZ + [Da/wrgz + [DG/W]T((;; =M (4.27)

As derivagoes necessarias sdo apresentadas no Apéndice A. Os resultados finais
obtidos sao apresentados nas Eqs. (4.28)—(4.30).

Mo ApnBe + ([Scioh]” + [Mp] upA]") & + [Mpy) i = F+

(4.28)

— (w X (w X SC,tot)) — 2(00 X ([MRU] ’U,F)) — (w X (w X [MRU] ’U,F))
([SciotN + [[Mpu] wpA]) AB/NRC + L pot] W+
+ ([Lel (@) + [Ln] (@) up + ([Mwu,o] + Z m; [[VilurA [‘M) lp =

=1 (4.29)
=M — w X [Iog|w = ([Le] (w) + [Ly] (w)) tp+
oA o] o] { 1] @) + (2] @)
(Mp)" ApyyRe + ([Muuo] "6 + [Le] (@)ur) + [My,] iip = Fo+ 130

— ([CM] +2[Ls] (w) ier — ([KM] = [Le] (@) wp + [La] " (w)w
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4.2.2 Equacionamento adotando quatérnios

Diferentemente de referéncias como (MEIROVITCH; QUINN, 1987), a presente demons-
tragao nao utiliza uma representacao de atitude minima (trés varidveis), mas sim quatér-
nios. A vantagem do tultimo é que, nao existindo singularidades em nenhum conjunto de
valores, as manobras do satélite podem ser realizada sem preocupagoes numéricas na inte-
gracao. Porém, a variavel extra exige que uma quarta equagao lagrangiana seja derivada.

Para tanto, define-se a variavel escalar wy na Eq. (4.31).

d . . ) )
wo = a0 ||q||2 =2 (q1G1 + 2G> + q3G3 + qaqa) (4.31)

Com essa defini¢ao, é possivel definir a matriz quadrada [Dw /q} como expressa na
Eq. (4.32) e sua inversa [Dq /w} na Eq. (4.33). Através dela, é possivel derivar as equagoes
de movimento e, posteriormente, impor wy = 0 para garantir a unidade do vetor de

quatérnios.

{‘“’} = [Dusa] (@)

wo

44 a3  —q2 —q1 (4.32)
—43 G4 @1 —q2

P —q¢1 44 —qs3

q1 a2 a3 44

(Do) (a) =2

q4 —q3 q2 q1 (433)

O trabalho virtual 6W é calculado de forma andloga as Eqs. (4.22) e (4.23). Porém,
a presenga do valor wy (que serd imposto como 0) exige a presenca de uma nova forga
generalizada A que se comportard como um multiplicador de Lagrange no sistema. A

expressao modifica é apresentada na Eq. (4.34).

OW = F"ApnoRe + {M" A} [Duyy| ()0 + F."Sup (4.34)



Capitulo . EQUACIONAMENTO DA DINAMICA 30

Novamente as equacoes dinamicas sao derivadas a partir da mecanica lagrangiana.
Para as coordenadas generalizadas R¢ e wp mantém-se as Eqs. (4.24) e (4.26), respecti-
vamente. A expressao da Eq. (4.27) é modificada para a da Eq. (4.35) (MEIROVITCH,
1970; MEIROVITCH; QUINN, 1987).

d |2 w or T0 TO 9D M
dt{gg}ﬂ[wﬁ] g]{g;}_[pq/w} £+[Dq/w} az+{gg}={A} (4.35)

Owo Owo Owo

As equacoes finais do movimento sao demonstradas no Apéndice A e apresentadas

nas Eqs. (4.36)—(4.39).

M ApnRe + ([Scpah]” + [[Mpu) wrA)") & + [Mp,) i = F+

(4.36)

— (WX (WX Scpor) —2(w X ([Mpy] r)) — (w X (w X [Mgy] ur))
([SciatN] + [[Mpu] upA)) AB/NRC’ + e tot) w0+
+ ([Le] (@) + [La] (@) ur + ([Mwu,o] + i m; [[¥]urA] [‘Ifi]) Up =

=1 (4.37)
=M —w x [[C,tot] w — ([Lg] (W) + [LH] (w)) Up+
o] Mool — o] (2] @) + L] @)
w’ [Iotot] w + w' [Myyolter + w” [Lg] ?c;z)'u,p +w’ [Ly] (w)up+ (438)
+ap [Le] (w)ur + up [Le] (W)ur — RoAp )y [Mp]ir = A
(Mpa]" Apn R + ([Mono) @ + (L] (@)wr) + [My] tip = Fut 139

— ([CM] +2[Lp) (w)) tor — ([KM] = [Le) (@) wr + [La] " (w)w

Observa-se que as Eqgs. (4.28)—(4.30) mantém-se inalteradas, enquanto a Eq. (4.38)
surge como resultado da restricao adicionada ao sistema e a variavel A é calculada a partir

dos valores do estado.

4.2.3 Mudanca de nomenclatura para vetores extraidos do MEF

A fim de simplificar as simula¢bes computacionais, é importante separar as somatorias

envolvendo valores extraidos do MEF e a integracao numérica da dindmica do sistema.
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Por este motivo, as defini¢oes das Eqs. (4.41)—(4.44) removem a presenga de coordena-
das generalizadas dentro das somas, substituindo-as pelos versores e;, e; e e3 conforme

definidos pela Eq. (4.40).

1 0 0
€q =S 0 , €9 = 1 , €3 = 0 (440)

0 0 1
ITE Zmz e AT [exn] [0 € RV j=1,2,3 k=1,2,3 (441)
[Lrj] = Zml A7 [e;A] W] € RV ji=1,2,3 (4.42)
L] = Zmz riA] [ejN] [¥,] € RPN i=1,2,3 (4.43)
[Lu;] = Zml r; x ejA] [¥;] € R¥*N i=1,2,3 (4.44)

A partir desses valores, definem-se as matrizes das Eqgs. (4.45)—(4.53) e as equagoes

finais sdo reescritas de acordo.

[AEJU] (UF) “LEJI] ur [LE,jz] Ur [LE,j3] U'F} e RV J=12,3 (4'45>

[Ag1d) (up) = {[LE,H] up [Lpiur [Legis) UF} c RVx3
[Ap . (up) £ [[LE,m] up [Lpao]ur [Lgas) UF} e RV (4.46)

[Ap 3] (ur) = [[LE,M] r |[Les]ur [Lpss] 'u,F} e RV*3

g

[AE,W] (UF, w) = [[LE,lu] (UF)W [LE,2u] (UF)w [LE,Su] (UF)W} e RV (447)

[Ar.] (ur) = “LFJ] up [Lpo]ur [Lpg) ’U,F} e RV<3 (4.48)
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[Aca) (wr) 2 |[[Leilur [Loslur [Loslur| € R (4.49)
[Acal (@r) 2 [[Lol@r [Losltr [Losltr| € R (4.50)
[Acu] (@) 2 [[Lan)w [Loo"w [Lesl w| € RV (4.51)
(Ana (wr) 2 [[LiaJur [Laolur (Lo ur] € R (4.52)
(Apa) (iop) 2 [[Lua)r [Lugltr [Lug)ap] € R (4.53)

As definigoes mostradas acima permitem reescrever termos presentes nas Eqs. (4.28)—
(4.30) e (4.38) de forma a usar apenas matrizes que nao dependam das variaveis de estado.

As substituigoes estao apresentadas nas Eqgs. (4.54)—(4.60).

([Le] (@) + [La] (@) ur = ([Acu] (ur) + [An] (ur)) @ (4.54)
[Lr] (@)ur = [Ap.] (up)@ (4.55)
ém ([WiJupA] [Wiliir = [Apu]" (wp)iip (4.56)
([Le] (W) + [La] (w)) tr = ([Aga] (@r) + [Ana] (4r)) @ (4.57)

([Lal (W) + [Lu] (W) ur = ([Acu] (ur) + [Amu] (ur)) w (4.58)
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L] (w)ur = [Ap ] (ur,w) w (4.59)

[LG]T (ww = [Agw] (W) w (4.60)

Através das substituicoes mostradas, as equagoes lagrangianas finais sao escritas
nas Egs. (4.61)—(4.63). No caso do uso de quatérnios como representacao de atitude, a

restrigao resulta na Eq. (4.64).

M ApnRe + ([Scpan]” + [[Mpd wrA]") & + [Mp,) iip = F+
— (WX (WX 8Sctor)) — 2 (w X ([Mpy) tr)) — (w X (w X [Mpy]ur)) (4.61)

([ScotA + [Ma uph] ) ApnRe + (ool + [Acu + [Ara) )+
+ (Mol + [Apa] ") dir = M = w x [Tg ol @ = [WA] [Mon 0] tor+ (4.62)
— ([Acal + [Ana] + WAl [Ag] + [wA] [An] o

(Mpa]" Apn R + ([Muno]” + [Apal) @ + [Mu] i = Fut

B [O{L\ﬂ Up — 2[Ap]w — [Ki\ﬂ up + [Apu| w + [Agw] w (4.63)

w’ [ pot]) w + wT[Mwuyo]'aF + w! [Ag ] w + w! [Ap ) w+ (4.64)
. o T . .
+ g [Ap] w + Uk [Ap ] w — RCAE/N [Mpy) @p = A

4.2.4 Representacao em Espaco de Estados Nao-Linear

A forma classica do Espago de Estados Nao-Linear é apresentada pela Eq. (4.65). O
estado do sistema pode ser definido pela Eq. (4.66) (utilizando a representagdo minima

de atitude) ou pela Eq. (4.67) (utilizando os quatérnios).

(4.65)
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Rc

2o (t) = { WF L e gizeay (4.66)
R:

Up

R:
qd.3
44
x,(t) = up p € RPN (4.67)
Rc
w

Up

A dindmica do sistema pode ser expressa através da matriz [A,,] (ur), definida
pela Eq. (4.68), que multiplica as aceleracdes Re, & e iip, como expresso pela Eq. (4.69).
A linha pontilhada separa os termos associados aos GDLs de corpo rigido (correspon-
dentes as seis primeiras linhas e colunas) dos termos associados a representacao modal

(correspondentes as N tltimas linhas e colunas) e seus termos cruzados.

[An] (ur) £
Mo [T3.c3] [ScoN” + (M urn]" 1 [Ma] (468)
= | [Scworn] + [MuuJurn] el + [Acal + [Ana] ! [Mowol + [Ara”
[MRu]T [Mwu,O]T + [Ara] 1 [M ]
ApnRe F
[Am] (ur) w ={M;+Q,+Qy, (4.69)
Up F,

E interessante dividir a matriz em seus termos constantes e variaveis, como mos-
trado nas Egs. (4.70)—(4.72), a fim de entender a influéncia de cada elemento. Entre os
termos constantes, as seis primeiras linhas e colunas (regiao acima e a esquerda das linhas
pontilhadas) sdo idénticas ao resultado de um corpo rigido. As linhas e colunas extras
simplesmente adicionam a dindmica dos GDLs flexiveis ao sistema. Na matriz variavel, é

possivel observar que as contribuigoes se devem a mudanga da posi¢ao do centro de massa,
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a mudanca dos valores de inércia e a mudancga do produto vetorial entre w e a posicao
do ponto P;. Outros termos nao sao diretamente afetados pelos grandes deslocamentos da

estrutura.

[Amol 2 | (SN [ow] M) (4.70)

[MRU]T [Mwu,O]T [Muu]
Ops [[MrJurn]” 1 Oge
[Amal (wr) 2 | [MrwrA] [Agu] + [Anal ! [Ara]” (4.71)
Onx3 [AF.] " Onxn
[An] (ur) = [Amo] + [Amu] (ur) € ROHND(6+) (4.72)

Como a matriz [A,,] varia ao longo do tempo devido aos deslocamentos do compo-
nente, sua inversa também serd variavel. Isso é um problema em termos de custo compu-
tacional, dado que o calculo precisa ser refeito a cada intervalo de tempo. Como a matriz
preserva sempre sua simetria, algoritmos mais eficientes estao disponiveis para esse pro-
cesso. Outra abordagem interessante, é desenvolver um algoritmo particular baseado nas
propriedades da inversa da soma de matrizes (MILLER, 1981). Como ja notado, a matriz
variavel possui apenas trés linhas (4%, 5* e 6*) e trés colunas (também 4%, 5* e 6*) com
valores nao-nulos. Isso significa que bastariam sempre seis iteragoes do algoritmo para
obter-se o resultado. Suas vantagens quanto ao custo de processamento e de memoria,
focando em particular no computador de bordo, precisariam ser estudadas mais a fundo

para obter-se uma conclusao.

Os termos lineares e nao-lineares das equagoes sao agrupados nos vetores Q; e
Q. (Egs. 4.73 e 4.74), respectivamente.

03

QL= 03 (4.73)

Qn. =
—Ww X (w X SC,tot) —w X (w X [MRu] ’U,F) — 2w X [MRu] ’l:l,F (474>
= ([[C’,tot] w + [Mwu,O] ’L.LF + [AG,u] w + [AH,u] w) X W — ([AG,U] + [AH,U]) w
—2 [AF,u] w + [AE,uw] w + [AG,w] w
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A expressao final em espago de estados de cada caso é apresentada nas Eqs. (4.75)
e (4.76).

Rc
[Da/w} w
) Up
x,(t) = 4.75
0 . (4.75)
AP M 3+ AN QL+ Q)
F,
Ro
—%w X g3+ %qul
—1WT(113
B :
x,(t) = Up (4.76)
F
AP M+ AN QL+ Qyy)
F,

4.3 Dinamfica para multiplos componentes flexiveis

Existem dois cenarios possiveis para a adi¢cdo de um segundo componente flexivel ao
satélite: ele tem conexao apenas com a plataforma rigida; ou ele tem alguma conexao com

o primeiro componente (ambos compartilham algum GDL comum).

No primeiro caso, a mesma abordagem da Subsecao 4.2 pode ser estendida adicio-
nando ao vetor de estado os deslocamentos e as velocidades modais up e w2, respectiva-
mente. Como o acoplamento das equacdes anteriores se dd aos termos cruzados entre R,
w e as deformagdes na expressao da velocidade de cada n6 (Eq. 4.12), é possivel observar

que nao existem termos cruzados entre as deformacoes de componentes distintos.

Em um sistema com Ng componentes flexiveis distintos conectados apenas a pla-
taforma rigida, cada um com N, elementos na representacao modal, as defini¢bes dos
vetores e das matrizes da Subsec@o 4.2 alteram-se de acordo com as Eqs. (4.77)-(4.82).
As matrizes definidas nas Eqs. (4.41)—(4.44) da Subsecao 4.2.3 sdo redefinidas de acordo
com as Eqs. (4.83)—(4.86) a fim de preservar a validade das outras defini¢oes posteriores.
O resultado final dessas alteragoes preserva as equacgoes de estado como descritas pela
Subsecao 4.2.4 nas Eqgs. (4.75) e (4.76).

N¢
Niot = Z N, (477>

r=1
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UFp1
Up = : € RNt (4.78)

UF N
(M) & [ (M) - [Mpe] | € RN (4.79)
(Mo) 2 [ [ML,o] - [MDG)] | € RN (4.80)

[M,]
[M,,] £ blkdiag {[M},]} = € RNtot*Niot (4.81)
e

F,
F,={ i } RN (4.82)

Fle

L]
Lg jx] = blkdi Lyl t = RNtorxNeot
L) & ikting {1 - 55
i=1,23 k=1,2,3
L)
14 i i — .. Ntot X Ntot
(L) = blkdiag { | L, } ' ) °F (4.84)
Fyj
j=1,2,3

La) 2| [LE,] -+ [L8] | e YN j=1,2,3 (4.85)
L) 2 [ [Lh,] - [L3G] | e RN j=1,2,3 (4.86)

No segundo cenario, termos cruzados entre os deslocamentos modais estariam pre-
sentes. Porém, a abordagem mais simples seria tratar ambos os apéndices como um tinico
componente, seja por um novo MEF para o célculo das novas frequéncias naturais, seja

por técnicas de sintese modal (método de Craig-Bampton, por exemplo).
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4.4 Dinamica com variavel de estado imposta

Uma possivel variagdo no equacionamento do sistema se da pela imposi¢do dos valores
de certas variaveis de estado. Por consequéncia, todas as suas derivadas e integrais sao
também impostas. Nesse caso, suas expressoes deixam de ser equacoes diferenciais resol-
vidas durante a integracao numérica para se tornarem equacoes algebraicas calculadas a

posteriori para medir os esforcos aplicados no sistema.

Duas variaveis de estado serao impostas nas expressoes abaixo: R¢ e w. A escolha
por ambas se deu pois uma manobra (seja orbital ou de atitude) pode ser definida pelo
perfil desejado de ambas e a simulagao do sistema completo permite a analise de como as

vibragoes sao excitadas nesse cendrio.

4.4.1 Dinamica com posicao imposta

Quando R tem valores impostos, as Eqs. (4.62) e (4.63) sao alteradas para separar as
derivadas @ e i do valor imposto de R, conforme apresentado pelas Egs. (4.87) e
(4.88). Ja a Eq. (4.61) se torna uma expressao para calcular o valor da for¢a F' aplicada
no satélite que resulta no movimento descrito (Eq. 4.89). A Eq. (4.64) mantém-se como

uma expressao da variavel .

(oot + [Acu] + [Ana] )& + (Mol + [Apa)") tir = M+
— ([ScuotN + [Mpu) wrA] ) Ap v Re — @ X [Io o) @ = [@A] [Myo] ttp+ (4.87)
— ([Aeal + [Anal + [wA] [Aga] + [wA] [A] )w

[Mp.)" Ap/nBe + [My,) iip = F, — ([Mwu,o]T + [AF,UD w+ (4.88)
— [CM] i — 2[Apa) w — [KM] wp + [Ap ] w + [Agu] w '
F = MtotAB/NRC + [Mpy] tip + ([Sqtot/\]T + [[MRg.] uFA]T) w+

(4.89)
+ (WX (WX Sctor)) + 2 (w X ([Mpy) r)) + (w X (w X [Mp,]ur))

4.4.2 Dinamica com velocidade angular imposta

Quando w tem valores impostos, as Egs. (4.61) e (4.63) sao alteradas para separar as
derivadas R¢ e iip do valor imposto de &, conforme apresentado pelas Egs. (4.90) e

(4.91). Ja a Eq. (4.62) se torna uma expressao para calcular o valor de torque M aplicado
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no satélite que resulta no movimento descrito (Eq. 4.92). A Eq. (4.64) mantém-se como

uma expressao da variavel \.

My ApnRe + [Mp) iip = F = ([ScuaN” + [Mpa urn)") o+

(4.90)
— (w X (w X SC,tot)) — 2((&1 X ([MRu] ’l:l,F)) — (w X (w X [MRU] ’l,l,F))
(M| ApnRe + M) iip = Fo — ([Myuo]” + [Apal) o+ o)
— (O] der = 2[Apa)w — [K) up + [Apu] @ + [Au] w
M = ([Sciah + [Mp urn) ) ApxBe + ([Tow] + [Acu] + [Ana) o+
t+ ([Muo) + [Apa]") dip + @ X [Tsot] @ + [WA] Mo 0] e+ (4.92)

T ([Agal + [Anal + @A [Aga] + [wA] [Ama] w

4.4.3 Dinamica com posicao e velocidade angular impostas

Quando R¢ e w tém valores impostos, a Eq. (4.63) é alterada para separar a derivada iip
dos valores impostos de R¢ e @, conforme apresentado pela Eq. (4.93). J4 as Eqs. (4.61) e
(4.62) se tornam expressoes para calcular o valor da forga F' e do torque M aplicados no
satélite que resultam no movimento descrito (Egs. 4.94 ¢ 4.95). A Eq. (4.64) mantém-se

como uma expressao da variavel A.

(M) iy = Fy, — [Mp]" ApjxBe = (Mol + [Ap]) @+

(4.93)
— (O] ier = 2[Apa)w — [KN) up + [Apu] @ + [Acu] w
F = My ApyyRe + [Mpu) iip + (SN + [Ma uph]") ot w54)
+ (W x (W x Scpor) + 2 (w X ([Mpu] r)) + (@ X (w0 X [Mp,] ur)) |
M = ([Sciah + [Mpu urn) ) ApxBe + ([Towe] + [Acu] + [Ana) o+
+ ([Muuo) + [Aral") dip + w X [Ic o] @ + [WA] [Mon 0] @15+ (4.95)

T ([Agal + [Amal + @A [Aga] + [wA] [Ama] w



Capitulo . EQUACIONAMENTO DA DINAMICA 40

4.5 Limitacoes do modelo

A limitagao principal presente nesse modelo provém da modelagem cléssica linear para a
elasticidade do componente flexivel. Na Eq. (4.30), é possivel definir uma rigidez equiva-
lente [K.] (Eq. 4.96).

[K) 2 (K] = (L] (w) (4.96)

Pela propria definigdo de [Lg| (w) na Eq. (4.16), é possivel notar que seu valor
¢é proporcional ao quadrado da velocidade angular. Com isso, o modelo inclui um termo
de reducao de rigidez proporcional a ||(.u||2 Resultados experimentais, por outro lado,

apontam para um fenémeno oposto: o enrijecimento centrifugo (ANDERSON, 1975).

A diferenca entre o presente modelo e os resultados experimentais é produto direto
do uso de um modelo cléssico linear cartesiano ( Classic Linear Cartesian, CLC) para um
cenario de grandes movimentos de rotacao (YOO; RYAN; SCOTT, 1995). A correcao
matematica necessaria envolve considerar os termos geométricos nao-lineares presentes

na relacao entre deslocamentos e deformagoes do material elastico.

O presente trabalho adota a modelagem CLC e observa a precaugao necessarias
para preservar sua fidelidade: as velocidades angulares presentes na simulacao devem ser
mantidas abaixo da primeira frequéncia de vibragdo do componente. Caso isso nao seja
respeitado, a rigidez equivalente [K.] torna-se negativa e o sistema torna-se matematica-

mente instavel.

Modelo de
Aexibilidade fsca <0.1f1 | 0.1f1 < fsca < fi | fsca < fi, fsca = fi | fsca > fi
Corpo Rigido Preciso Impreciso Impreciso Impreciso
CLC Preciso Preciso Impreciso -
Métodos Preciso Preciso Preciso Preciso

nao-lineares

Tabela 2 — Lista de modelos de flexibilidade e intervalos de validade
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5 MODELAGEM DO TRANSDUTOR PIE-
ZOELETRICO

Este capitulo apresenta a modelagem dos transdutores piezoelétricos e a estratégia de
reducao de vibragao implementada no sistema. Inicialmente, as equagdes que governam
o efeito piezoelétrico sao apresentadas e derivadas para o caso particular do transdutor.
Em seguida, as novas variaveis sdo integradas ao sistema do Capitulo 4 e a estratégia de

reducao de vibracao ¢ apresentada.

5.1 Equacoes do efeito piezoelétrico

A abordagem dessa secao é baseada em trabalhos anteriores sobre o tépico de transdutores
piezoelétricos, em especial (JAFFE; COOK JR.; JAFFE, 1971; HAGOOD; FLOTOW,
1991). Para tanto, é necessario definir as varidveis relevantes do elemento para que seja
possivel equacionar os efeitos direto (a aplicagdo de uma tensao mecénica resulta em uma
diferenga de potencial elétrico) e reverso (a aplicagdo de um campo elétrico resulta em

uma deformagao mecanica).

Os efeitos mecanicos relevantes no material sdo a deformacao e a tensao. Ambos
sdao tensores simétricos [€] e [o] em R3*3, mas a representagdo mais conveniente neste

capitulo é de vetores S e T' em R® como apresentado pela Eq. (5.1).

€11 Si 011 T
€22 Sy 022 Ty
S — €33 _ S3 T = 033 _ T3 (5.1)
2€93 Sy 023 T,
2€13 S5 013 Ts
2¢19 Se 012 Tg

Os efeitos elétricos presentes sao também dois: o deslocamento elétrico (C/m?),
representando o comportamento das cargas livres no material; e o campo elétrico (N/C).
Como ambos sao campos vetoriais no espago tridimensional, a representagao se da pelos

vetores D e E da Eq. (5.2), respectivamente.

D = DQ 5 E = Eg (52)
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As relagoes entre S, T', D e E sao dadas por trés matrizes de propriedades do ma-
terial em questdo: a permissividade elétrica (em tensao constante, geralmente nula) {ET},
conforme Eq. (5.3); a matriz de flexibilidade (em campo elétrico constante, geralmente
nulo) {SE}, conforme Eq. (5.4); e a matriz das constantes piezoelétricas [d], conforme

Eq. (5.5). O efeito direto é equacionado pela Eq. (5.6) e o efeito reverso é dado pela
Eq. (5.7).

el 0
€'l=10 & o (5.3)
0 e
-sﬁ sbosth 0 0 0 ]
shost st 0 00
[SE] _ shoshhosB 0 0 0 (5.4)
0 0 0 s& 0 0
0 0 0 0 s& o0
00 0 0 0 556_

0O 0 0 0 ds O
dl=10 0 0 ds 0 0 (5.5)
dz1 d3 dz 0 0 0

D=|"|E+[dT (5.6)

S=[s"|T+[dE (5.7)

As expressoes das Egs. (5.6) e (5.7) podem ser combinadas em uma tnica expres-
sao matricial, conforme apresentado pelas Eq. (5.8) (em versao compacta) e Eq. (5.9)

(expandida).
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D] [ o

D, 0 & 0

Dy 0 0 €
S 0 0 dy
Sop=10 0 dy
Ss 0 0 di
S 0 dis

Ss dis 0 0

S 0 0 0

0
0
d31

511

512

513
0
0

0

0
0

d31

E
S12

E
S11

E
513

0
0

0

0 0
0 dis
dsz 0O
st 0
st 0
sk 0
0 sk
0 O
0 O

dis 0| (B
0 0] |E,
0 0]|E;
o ol|m
0 0[{T (5.9)
0 0|z
0 ol|m
sE 0| | Ts
0 s&| | Ts

Tratando do transdutor instalado na estrutura, é possivel simplificar a expressao

usada. Sua fixagao serd feita colando uma superficie paralela a 12 (normal & diregao

de polarizagao 3) no componente, conforme mostrado pela Figura 3. Com isso, é possivel

aproximar as tensoes 13, Ty e T5 como nulas devido as faces livres do material piezoelétrico.

Além disso, a conexao elétrica se da na diregao 3 através de dois conectores metalicos: um

conector entre a estrutura e o transdutor; outro na superficie visivel do transdutor. Com

isso, qualquer campo elétrico nas diregoes 1 e 2 pode ser considerado nulo. As relagoes

simplificadas resultam nas Egs. (5.10) e (5.11).

Z

/.

Figura 3 — Transdutor piezoelétrico (branco) instalado na superficie de parte da estrutura (cinza) e

conectado ao circuito elétrico

T
D3 €3 dz1 ds
_ E E
Sl - d31 S11 S19
E E
Sg d31 S12 S11

E
Dl = D2 - 0

Sg = d33E3 + S%Tl -+ SlEgTQ

(5.10)

(5.11)
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A expressao matricial da Eq. (5.10) pode ser invertida a fim de escrever o campo
elétrico e a tensao mecanica como funcao do deslocamento elétrico e da deformacgao, como
apresentado pela Eq. (5.12). Cabe notar que como a matriz original é simétrica, sua inversa

também o sera.

Ly Dy
T So

O material enfim é assumido como ortotrépico, com os eixos 1 e 2 associados
ao modulo de Young Ex e o plano 12 associado ao mddulo de cisalhamento Gxy e
ao coeficiente de Poisson ryy. Com esses valores, é possivel calcular os elementos de

complidncia da Eq. (5.10) e a matriz [C] como os apresentados nas Eqgs. (5.13) e (5.14).

1
SlEl = Eix
E _  Vxy
S12 = "By (5.13)
1
556 B XY
C)= 1
B 2d§1EX (]_ + ny) — €3 (]_ — Vg(y)
Viy — 1 d31 Ex (vxy + 1) ds1Ex (vxy +1) (5.14)
dglEX (VXY + 1) dglEg( - EgEX _d?),lEg( - ESEXVXY

dglEX (VXY + 1) —d?ﬂEg( — €3EXVXY d%lEg( — €3EX

E possivel observar na expressao de [C] que, em se tratando de um material sem
piezoeletricidade (d3; = 0), os fendmenos elétricos e mecanicos sao desacoplados e o caso

classico de um material ortotrépico é obtido.

A energia potencial associada ao transdutor, VP*, é calculada pela integral do pro-
duto entre as variaveis mecanicas e elétricas em todo o seu volume, conforme apresentado
pela Eq. (5.15). A expressao pode ser expandida de acordo com a Eq. (5.16), lembrando

que a matriz [C] é simétrica.

1

VP = =
2Jv,

|D"E+S8"T|aV, (5.15)

1
D"E + S"T = C11Dj + C257 + C3353 + — Sg+
566 (5.16)

+ 201251D3 + 20135’2D3 + 20233152
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A fim de converter essa expressao em algo relacionado as equac¢oes de movimento do
satélite, retoma-se a analise desenvolvida na Subse¢do 3.3 que relaciona as deformagoes
do corpo com o deslocamento modal wpr. Assim, os valores de Si, Sy e Sg podem ser
calculados a cada ponto pela Eq. (5.17). Além disso, considerando o transdutor de indice
1, a variavel D3 pode ser considerada constante por todo o plano 12. Como trata-se de um
valor de carga elétrica por area, define-se a carga (); associada ao transdutor ¢ conforme

a Eq. (5.18). A expressao entao ¢ desenvolvida para a Eq. (5.19)

Si(z,y,2) = €1 (z,y, z)up
SQ(x,y, Z) = 6%(3379’ Z)U’F (5'17)
Se(x,y,2) = €13(,y, 2)up

C C Cis
DTE+STT:[ ”1@%2@[ i e%}uﬁ

(5.19)

1 T MuT
MT M M
+u l022€11 611 + C33€y €35 + o) €12 612 "’2023611 622 up
66

Por fim, o potencial de um transdutor piezoelétrico i pode ser expresso de acordo
com a Eq. (5.20), na qual os termos {Kfu}, K gui ¢ Kgg sdo definidos pelas Egs. (5.21)—

(5.23), respectivamente.

1 1
VP = SQiKqqiQi + QiK quiur + §UFT {Kfu} ur (5.20)

1
[KP = th/ Coa(ery) €11 + Caz(€n) €35 + — (€12) T €la+

66 (5.21)
+ Cas ((611)T€§/2[ + (ex)" €11) dA;
tp;
Kqui = Z' /A Ciz€l] + CizenpdA; € RV (5.22)
Ciitp;
Koq: 2 == (5.23)

A;
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No caso multiplos elementos piezoelétricos montados na estrutura, os termos @);
sao agrupados no vetor @ (Eq. 5.24) e a energia potencial é expressa na Eq. (5.25), na
qual as matrizes {Kfu], [Kgu] e [Kgg| sao definidas nas Eqs. (5.26)—(5.28).

o

02! : e (5.24)
O,

VP = Q" (Kol Q + @ [Kau ur + yur” [KL] ur (5.25)

Ng
1
(K5 2 3 trs [, Conlelf)Telf + Conlelf) el + (el elf+ 0
=1 i )

+ Chs ((el))"ebd + (€23)" €l ) dA;

KQu,l
[Kou] & : € RNoxN (5.27)
KQu,NQ
Kqga
[Kqq|] £ diag {Kpp.i} = e RVexNe (5.28)

Kqao.ng

5.2 Equacoes de movimento do sistema

A energia potencial total do sistema considera a energia elastica da deformacao, ja dis-
cutida no Capitulo 4, e a energia dos transdutores deste capitulo, conforme a Eq. (5.29)

revela.

V=V 4y v = ;uFT ([2] + [Kh]) ur + Q" [Kou ur + ;QT (Kool Q (5.29)

Com esse novo elemento no sistema, as equacoes de movimento sao alteradas de
duas formas: a derivada da energia potencial pela coordenada generalizada up tem um

novo valor; e o sistema possui uma quarta coordenada generalizada Q.
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A primeira alteracdo afeta apenas a terceira equacao de movimento obtida no

Capitulo 4 (Eq. 4.63). Sua nova expressao ¢ apresentada na Eq. (5.30).

(Mpa]" Apn R+ ([Mo ol + [Arpa] ) & + [My] iy = Fot

— [Conoal ter — 2[Apa)w — ([KM] + [KL)) wr = [Kou" Q + [Apu] @ + [Agu] w
(5.30)

A segunda alteracdo VFZ vetor de tensoes Vj aplicadas em cada transdutor i.

OW = F"Ap/n0R + M" |Dy] da+ F,"Sup + V},0Q (5.31)
SCT? — O, (5.32)
gg — O, (5.33)
gg = [Kqu] ur + [Kqql Q (5.34)
gg ~ 0x, (5.35)
[Kqu]ur + [KoqlQ =Vpz (5.36)

5.3 Estratégias para reducao de vibracao

As estratégias abordadas nesta se¢ao sao todas passivas com um circuito elétrico dissipa-

tivo conectado ao transdutor.

Para calibragem dos valores de resisténcia e indugdo, é interessante calcular a
capacitancia equivalente dos transdutores. Para tanto, considera-se o satélite em uma
condigdo estéatica sem carregamentos (SALES; RADE; SOUZA, 2013), para a qual a



Capitulo 5. MODELAGEM DO TRANSDUTOR PIEZOELETRICO

48

Eq. (5.30) é simplificada e o deslocamento modal up depende apenas do vetor Q, conforme

a Eq. (5.37).

ur = - [K[] (Ko @

(5.37)

A substituicao desse resultado na Eq. (5.36) resulta na Eq. (5.38), a partir da qual

a matriz C,, pode ser definida (Eq. 5.39). A capacitincia equivalente de cada elemento

piezoelétrico ¢ é o elemento da diagonal principal Ceg ;.

1

Q = ([Kqal - Ko [KL] ' [Kou") Vs

-1

(Cad 2 ([Kga] ~ [Faul [KL) ™ [Fau]")

5.3.1 Multiplos circuitos resistivos

Caso o transdutor seja conectado a resistores, cada elemento do vetor
Vpzi = —RpziQ;

VPZ = - [RPZ] Q

Cada transdutor conectado no seu proprio resistor

RPZ,l
[sz] é diag{RPZ’i} =

Rpz N,

[Rpz] Q + [Koql Q = — [Kou] ur

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)
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O estado de espagos modificado para o sistema incluindo um circuito resistivo é
expresso pelas Egs. (5.44) e (5.45) para uma representagdo minima de atitude. Para o uso

de quatérnios, parte-se das Eqs. (4.67) e (4.76) e obtém-se resultado similar.

R
a
73
x,(t) = { Rc ¢ € RIZF2N+Ne (5.44)
w
up
Q
R¢
[Da/w} w
73
,(t) = F (5.45)
AN M p + AN QL+ Q)
F,
—[Rpz] " ((Koo) Q + [Kqu] ur)

O valor 6timo para a resisténcia do circuito é indicado por (HAGOOD; FLOTOW,
1991; SALES; RADE; SOUZA, 2013) como a expressao da Eq. (5.46).

Rt 1 1_ d31’Ex (1 — vxzvzx) (5.46)
Pz Oeq,iw;gc Eg(l -+ ny)(l — UVxy — 2VX2VZ)()

5.3.2 Multiplos circuitos indutivos-resistivos

Vizi = —RpziQi — Lpz:Qi (5.47)

Lpza
[Lpz] = diag {Lpz,} = (5.48)

Lpzng

Vpz=—|Rpz]Q — [Lrz] Q (5.49)
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[Lpz] Q + [Rpz] Q@ + [Koq) Q = — [Kou] ur (5.50)

O estado de espagos modificado para um circuito resistivo-indutivo é expresso pelas
Egs. (5.51) e (5.52) para uma representagao minima de atitude. Para o uso de quatérnios,

parte-se das Eqs. (4.67) e (4.76) e obtém-se resultado similar.

Rc
a
ur
x,(t) = @ c RIZF2N+2No (5.51)
R¢
w
Up
Q
Rc
{Da/w} w
Up
. Q
(1) = - (5.52)
AL IM p + AN QL+ Qyy)
F,
—[Lpz] " ([Rrz] Q + [Kqq] Q + [Kqu] ur)

A otimizacao da resisténcia e da indutancia no circuito depende do parametro K,

definido pela Eq. (5.53), que calcula a diferenga nas frequéncias de vibragdo do corpo
oc

quando os transdutores estao conectados em circuitos abertos (w?“, imposi¢ao de deslo-

camento elétrico nulo) e curto-circuitados (w5°, imposi¢do de campo elétrico nulo).

V(@00)? — (wSO)? (5.53)

K =
ws¢

Apesar dessa analise nao ter sido realizada neste trabalho, seu valor é muito menor

que 1 e portanto os

opt K\/i
T _=
1+ K2 (5.54)
5P =1+ K2
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opt Topt
RPZ,i = CquCJTSC (555)
Lopt o 1 6
P CogalbmaiOP (550

5.3.3 Circuito resistivo Unico

aaaa
Ng
Vezi=—Rpz Z Qi (5.57)
i=1
1 -1
Vpz=—Rpz {1NQxNQ} Q=-Rpz|: - 1| Q (5.58)
1 1
Cada transdutor conectado no seu préprio resistor
Rpz [1NQxNQ} Q + [Koql Q = — [Kqu] ur (5.59)

Nota-se que, diferentemente da abordagem resistiva anterior, a matriz que multi-
plica Q ¢ singular. Logo, a abordagem matematica para lidar com o sistema precisa ser

diferente e evitar a inversao dessa matriz.

Ng

Qu =Y Qi=1"Q (5.60)
i=1

. NQ . .

Qrot = ZQZ =1"Q (5.61)
i=1

O estado de espagos modificado para o sistema incluindo um circuito resistivo é
expresso pelas Eqgs. (5.44) e (5.45) para uma representagdo minima de atitude. Para o uso

de quatérnios, parte-se das Eqs. (4.67) e (4.76) e obtém-se resultado similar.

RpzQuor = —Kqg.iQi — Kquiur i=1,...,Ng (5.62)
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1 1 I Qror
Koon —Kqg2 0 -+ 0 (Kquz — Kqu1) ur
Koo 0 —Kogs - 0 Q=<{ (Kgus— Kqgu1)ur (5.63)
| Ko, 0 0 o —Kog,ng | (KQ%NQ - KQu,l) Up
Qtot = —[;QQ’i Qi — RlKQu,qu = 91 (Qtot, ur) (5.64)
Pz Pz
Rc
a
Uur
x,(t) = Re p € RPN (5.65)
w
up
Qtot
Re
{Da/w} w
Uur
G (t) = F (5.66)
AP M b+ AN (QL + Qyy)
F,
91 (Qtor, ur)

O valor 6timo para a resisténcia do circuito é indicado por (HAGOOD; FLOTOW,
1991; SALES; RADE; SOUZA, 2013) como a expressao da Eq. (5.46).

R — 1 \J 1 d31*Ex (1 — vxzvzx) (5.67)

e {[Ceg)w© & (1 +vxy)(1 —vxy — 2uxzVzx)

5.3.4 Circuito indutivo-resistivo Unico

NQ . NQ .
Vpzi= —Rpz Z Qi — Lpz Z Qi (5.68)
i=1 i=1

Vpz=—Rpz {1NQxNQ} Q- Lpy {1NQxNQ} Q (5.69)
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Lpy |:]-NQ><NQ] Q + Rpy [1NQxNQ} Q + [Kgq| Q = — [Kgu| ur (5.70)

E til usar os valores de Qo € Qior j& definidos pelas Egs. (5.60) e (5.61) e definir
a derivada Qy, conforme a Eq. (5.71). Com essa nomenclatura, é possivel reescrever cada
linha da Eq. (5.70) na expressao da Eq. (5.72).

. NQ . e
Qtot £ ZQZ = 1TQ (5'71)
i=1

LpzQtot = —RpzQut — K0g,iQi — K quiur i=1,...,Ng (5.72)

O mesmo sistema descrito pela Eq. (5.63) permite o cdlculo de @ nesse cendrio,
pois os termos de indutancia e resisténcia sao constantes em todas as linhas da expressao
matricial. A expressao final é apresentada pela Eq. (5.73), cuja abreviacao se dara pela
funcao go (Qtot, Qtot, u F). O novo espaco de estados para representacao minima de atitude
¢ apresentado pelas Eqgs. (5.74) e (5.75).

RPZ 1

B} ) Koo .
Qtot = _TPZQtot - Lii’ Qi — Loy KQu,qu =92 (Qtatu Qtot UF) (5-73)
R:
a
up
T, (t) = Qo | ¢ guasan (5.74)
R:
w
Up
Qtot
Rc
{Da/w} w
uUp
o Qtot
T,(t) = 5.75
(1 - (5.75)
AP M 3+ AN QL+ Q)
F,
g2 (Qtota Qtot; U'F)
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A otimizagao dos pardmetros se da pelas Eqs. (5.76) e (5.77). Os termos sao
idénticos a Subsecao 5.3.2, porém com a ja citada distin¢ao de que o valor de capacitancia
é computado como o trago da Eq. (5.39) porque a conexdo em paralelo leva a soma de

cada elemento.

R (5.76)
P2t {[Cegl w2 '

1
Lopt _
P2 ([l (571050 (5.77)
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Esta secao apresenta os resultados numéricos obtidos nas simulagdoes computacionais.
Primeiramente, o modelo do satélite é apresentado, incluindo sua configuracao e os valores
numéricos relevantes. Em seguida, a anélise estrutural é executada no programa ANSYS

e os modos de vibracao sao extraidos. Com

6.1 Modelo do satélite

O modelo adotado possui uma plataforma rigida e um componente flexivel, como mostrado
na Figura 4. O primeiro é adotado como um cuboide de dimensoes 1.70 x 2.00 x 2.30 m,
massa 1500 kg uniformemente distribuida e baricentro C'. A plataforma do satélite é con-
siderada como um cuboide de dimensoes e de massa 1500 kg uniformemente distribuida.

As propriedades do satélite estao compiladas na Tabela 3.

LS Z

o>

{OO
W

Figura 4 — Modelo fisico do satélite para simulacoes

Propriedade | Valor | Unidade
Mp 1500 kg
Wp 1.70 m
Lp 2.00 m
Hp 2.30 m
Ic 1161.25 | kgm?
Ico 1022.5 kg m?
Ics 861.25 kg m?

Tabela 3 — Propriedades mecénicas do ntcleo favo-de-mel

O componente flexivel é um painel solar de dimensoes 6.00 x 1.70 x 0.037 m. Sua

estrutura é um painel sanduiche com faces de Polimero Reforcado com Fibra de Carbono
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(PRFC) e ntcleo favo-de-mel. As propriedades das camadas adesivas serao ignoradas neste
trabalho. Para determinar a relacdo entre as espessuras dos elementos (apresentadas na

Tabela 4), segue-se a sugestao de otimizacao de rigidez flexional em que a massa do nicleo

deve ser o dobro da massa das faces combinadas (WIJKER, 2008).

Camada Material Densidade | Espessura , Massa por area
[kg/m?] [mm] [kg/m?]
Células - - 0.8 2.1
fotovoltaicas
Face superior PRFC 1420 0.5 0.71
Ntcleo Aluminio 80 35 2.80
favo-de-mel
Face inferior PRFC 1420 0.5 0.71
Total - - 37 6.3

Tabela 4 — Camadas do painel solar

As propriedades mecéanicas dos componentes sao mostradas nas Tabelas 5 e 6.
Observa-se que cada face do painel é composta por duas camadas de tecido de fibra de

carbono, posicionadas em angulo relativo de 45°.

Propriedade Valor | Unidade
Ex (direcao W) 1 MPa
Ey (diregao L) 1 MPa
Ez (diregao T) 255 MPa

Uxy 0.49 adim.
Vyz 0.001 adim.
Uxz 0.001 adim.
Gxy 1x10°° MPa
GYZ 37 MPa
GXZ 70 MPa

Tabela 5 — Propriedades mecanicas do ntcleo favo-de-mel

Na Subsecao 6.4, o sistema adota oito transdutores piezoelétricos posicionados na
face inferior do painel solar e feitos de titanato zirconato de chumbo Pb(Tig4sZr¢52)O3
(JAFFE; COOK JR.; JAFFE, 1971). As propriedades mecanicas e elétricas sdo apresen-

tadas na Tabela 7 e as posicoes de montagem estao na Tabela 8.

6.2 Simulac3o da estrutura

A estrutura é simulada no programa ANSYS® usando a ferramenta ACP (Pre) para o
pré-processamento do painel sanduiche, enquanto as células fotovoltaicas sao adiciona-

das apenas como massa distribuida na face superior (nenhuma contribuigao estrutural).
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Propriedade | Valor | Unidade
t 0.25 mm
Ex (paralelo) | 91.82 | GPa
Ey (paralelo) | 91.82 | GPa
Ez (normal) 9 GPa
vxy (plano) | 0.05 | adim.
vy z (segao) 0.3 adim.
vxz (secao) 0.3 adim.
Gxy (plano) | 19.5 GPa
Gyz (segdo) 3 GPa
Gxz (segdo) 3 GPa

Tabela 6 — Propriedades mecanicas do tecido de fibra de carbono

Propriedade Valor Unidade
Ex 72.5 GPa
E; 58.5 GPa
Vxy 0.295 adim.
Vxz 0.421 adim.
GXY 26.0 GPa
ds1 —93.5 x 10712 C/N
€3 6.46 x 107 F/m
tpﬂ' 1 min
A; 10000 mm?

Tabela 7 — Propriedades mecanicas e elétricas dos transdutores piezoelétricos (JAFFE; COOK JR.;
JAFFE, 1971)

Transdutor | Coordenadas z (m) | Coordenadas y (m)

1 0-0.1 0.7-0.8
2 0-0.1 0.9-1.0
3 0.2-0.3 0.7-0.8
4 0.2-0.3 0.9-1.0
5 0.4-0.5 0.7-0.8
6 0.4-0.5 0.9-1.0
7 0.6-0.7 0.7-0.8
8 0.6-0.7 0.9-1.0

Tabela 8 — Posicao dos transdutores piezoelétricos na face inferior do painel solar

O modelo considera a superficie engastada em uma das arestas menores e utiliza 1020

elementos SHELL281, como descrito em mais detalhe no Apéndice B.1.

Os 10 primeiros modos de vibragdo sao apresentados na Tabela 9.
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Modo | Frequéncia [Hz] | Tipo

1 0.8194 Flexao
2 5.1194 Flexao
3 6.1205 Torcao
4 14.2792 Flexao
5 18.8454 Torgao
6 21.4458 Lateral
7 27.8219 Flexao
8 32.9627 Torcao
9 45.6332 Flexao
10 49.2558 Torgao

Tabela 9 — Modos de vibragao do painel sanduiche

6.3 Simulac3o da dinamica livre do satélite

O satélite ¢é testado em uma simulacao sem aplicacao de forcas ou amortecimento das
vibragoes para garantir a validade do modelo matematico na regiao de interesse para as
variaveis de estado. Como ja notado na Subsecao 4.5, altas velocidades angulares para o

satélite resultam em erros que desrespeitam a conservagao de energia do sistema.

6.4 Simulac3o das estratégias de reducdo de vibracao

A comparacao entre as estratégias propostas na Subsecao 5.3 se d4 em uma manobra com

velocidade angular imposta.
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7 CONCLUSAO

A modelagem do movimento de um satélite com componentes flexiveis foi derivada e
representada na forma de espaco de estados nao-linear. O equacionamento é abrangente
nos parametros relevantes desses componentes (que podem ser sélidos tridimensionais
em qualquer formato ou simplificagdes como placas e cascas). Alteragoes nos modelos de

flexibilidade permitem ainda uma maior amplitude de cenérios a serem simulados.

A maior restricao envolvida no modelo matematico trata da faixa de frequéncias
para a qual a simulagao é fidedigna ao movimento. Conforme discutido, valores altos de
velocidade angular resultam em uma falha numérica na simulacao, enquanto valores in-
termediarios resultam em trajetorias e manobras que nao conservam a energia mecanica
mesmo quando dissipagoes sdo nulas. A solug¢do passa por alterar o modelo de elasti-
cidade linear (que permite a representagdo modal utilizada) para o modelo nao-linear
(cuja validade se estende para grandes deslocamentos). Referéncias no assunto podem ser

adaptadas para esta aplicacdo no SCA.
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APENDICE A - DERIVACAO DAS EQUA-
COES DE MOVIMENTO

As equagoes da mecénica lagrangiana sao apresentadas nas Equagoes (4.24) (para a posi-
cao R¢), (4.26) (para os deslocamentos modais ur), (4.27) (para a representagdo minima
de atitude a) e (4.35) (para a representacao de atitude usando os quatérnios q). As segoes

seguintes tratam da derivacao de cada uma das expressoes, nesta ordem.

A.1 Posicao como coordenada generalizada

A primeira coordenada generalizada é a posicao do satélite Ro, para qual os termos
da equagao sdo calculados nas Egs. (A.1)—(A.5). Depois da substitui¢io, a expressao é

pré-multiplicada por Ag/y e o resultado é apresentado na Eq. (A.6).

or . .
aRC :MtotRC’ + AE/N (w X SC,tot) + AE/N [MRu] Ur + Ag/N (w X [MRu] UF) (A].)
d (0T .. .
% (aR) = MtotRC + AE/N (w X (w X SC,tot)) + AE/N[SC,tot/\]Tw+
C
+ Apy (@ x ([Mpu]ir)) + Apy [Mp] tp+ (A.2)
+ Ay (W X (w X [Mp]up)) + ALy (@ X [Mp,] up) +
+ Afy (w X [Mpy] p)
oT
9Ro =0 (A.3)
ov
9Ro =0 (A.4)
8615 =0 (A.5)
C

M ApnRe + ([Scpan]” + [[Mpa] wrA]") & + [Mp,) iy = F+

(A.6)
— (W x (W x Scyor) = 2 (w X ([Mpa]@r)) — (w x (W x [Mp,]ur))
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A.2 Deslocamento modal como coordenada generalizada

Outra coordenada generalizada é o deslocamento modal up. Os termos da equagao sao
derivados nas Eqs. (A.7)—(A.11). A expressdo final ¢ apresentada na Eq. (A.12).

aa’l;,z; = [Muu] 'u,p + [MRU]TAB/NRC + [Mwu,O]Tw + [LF] ((.J)’U,F (A?)
d (0T .. T 5 T T :

% (aUF> = [Muu] Ur + [MRu] AB/NRC + [MRu] [w/\] AB/NR0+ (AS)

+ [Myuo) @ 4 [Le] (w)ttp + [Li] (&)up

orT T T . T T .

up [Mgu]" [wA]" Ap/nRe + [Lp] (w)ur + [Lg] (w)w + [Lp] (w)ir (A.9)
o = [ ur (A.10)
gii = |C] ap (A.11)

(Mp)" Apyn Re + ([Myuo] "6 + [Le] (@)ur) + [My,] iip = F o+

. (A.12)
— ([eX] +2[Lr) (W) tor — (K] = (L) (@) wr + [Le] (w)w

A aproximacao final utilizada é remover os termos quadraticos em wpr e %pr ou
seus termos cruzados. Diferentemente de (MEIROVITCH; QUINN, 1987), essa hipotese
de pequenos deslocamentos e velocidades de vibracao nao sera estendida para a aceleragao
modal iip, pois a natureza de alta frequéncia de certos modos de vibracao pode levar a
contribuigoes relevantes por parte desses termos. Além disso, como visto no Capitulo 4,
a preservacao dessa contribuicao mantém a simetria de matrizes de interesse e nao gera

problemas numéricos ou aumentos significativos de tempo computacional.

A.3 Atitude (representacio minima) como coordenada generali-

zada

Para o modelo que utiliza a representacao minima de atitude, os termos da segunda

equacao lagrangiana sao calculados pelas Eqgs. (A.13)—(A.16), (A.18) e (A.19). A expressao
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final é apresentada na Eq. (A.20).

oT . .
a . [IC,tot] w + ([SC,tot/\] + [[MRU] uF/\]) AB/NRC + [Mwu,ﬂ]uF—{'

0
* N1y (Al?))

+ [Lg] (w)up + [Lg] (w)up + ;mi (Ul up X ([V;]dr +w x [V;]up)

d (oT

i (&d) - ([[C,tot] + u?[MuU]U’F> w + (SCiot + [MRU] uF) X (AB/NRC X w) +

+ ([Mpy) tp) % (AB/NRC) + (Scitot + [Mpa] urp) x (AB/N-RC> +

+ | [Myuo) + imi [V ]upA] [\Ifl]) Up+

i=1

+ ([La] (w) + [Lu] (w)) r + ([La] (&) + [La] (@) wp + 2 (@5 [ Ma]ur ) wt
- Z;m< (W' Wilr) [Wilup + (W [Wilup) (Ui + (@7 [0]ur) [\Ifi]up>
) (A.14)
[wA] gz: = w X [Igtot) w + w X ((Sc,tot + [Mgy] up) x AB/NRC) -
+ (WA} [Mou0] tp + [wA] ([Lc] (w) + [Ln] (w))uF+ (A.15)
+ ;m< (W )ir) [Wilap — (@ [Wilar) (Oilip +w x [U;]up) )
. 10AL ,
gz: = R¢ 8a: (w X SC,tot + [MRu]uF +w X [MRU]UF)
- 2" a‘zﬁﬁ (@ X Scor + [MpJitr +w x [Mp,Jur) (A.16)
= RCTa’ng/N (W X Scpor + [Mpa]ttr + w x [Mp,]ur)
RCT&:;%/N (w X SC,tot + [MRU]’C.J,F + w X [MRu]uF)

Através de algum esforgo matematico, é possivel converter a Eq. (A.16) na expres-

sdo simplificada apresentada na Eq. (A.17).

TIT . .
[Da/w} 9a (AB/NRC) X (W x Scor + [Mpylttp + w X [Mp,|ur) (A.17)

— =0 (A.18)
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0 (A.19)

(Scor + [Mpu) wr) x (ApnRe) + (o) + up[Muur) o+
+ ([Le] (@) + [Ln] (@) up + ([Mwu,o] + ilmz' [Vi]urA [\11,-]) Up =
= M —w x [Iog] @ = ([La] (@) + [La] (@) @op = 2 (@p[MuJur) wo+ (A 90)

- oAl Mool — ] (£ @) + L] @) et

+ émz< ((,bT[\I/i]UF) (U, lup + (wT[\IJl]uF) (w x [\I’z]UF)>

Como feito no Apéndice A.2, os termos quadraticos em up e @p sao desprezados

e o resultado final é apresentado na Eq. (4.29).

A.4 Atitude (quatérnios) como coordenada generalizada

Dado que a expressao da energia cinética (Eq. 4.17) contém a velocidade angular w
em vez da derivada dos quatérnios ¢, convém utilizar a equagdo lagrangiana para uma
quasi-coordenada generalizada (MEIROVITCH, 1970). Os termos sao calculados pelas
Egs. (A.13)-(A.15) e (A.21)-(A.26).

T
Ky (A.21)
TaT T - T T 5 T T

W o = W [leu) @+ Bo' Al (@ X Scun) + R Al (@ x [Mp ur) +

+ wT[Mwu,O]’l'LF +w’ [Lo] (w)ur + wl (L] (w)up + u; [Lp] (w)up+ (A.22)
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o _ g 70AL /N

g, ~ B 5, (w x Scior + [Mpu|tp +w X [Mp,|ur)

8AB/N ) 20, [I3x3] + 2q4 [e,A] + 2 (equ + qef) , r=1,2,3
00 | 241 [Fsxs] + 2 (g r—4
T8 AT, (A.23)

B N
/ w X SC,tot + MRu

(
orT = (
9q 7"”(

—2 2 (

T8A

[Mpu]tr [Mpu|ur)
[M ] [Mpu]ur)
w X Scior + [Mpu|tp + w X [Mp,ur)
[Mp]d [Mpu]ur)

E possivel de se demonstrar com algum esfor¢co mateméatico que a expressio de
Eq. (A.23) pode ser transformada na Eq. (A.24).

[D }Tﬁi ) (AB/NRC) X (W X Scot + [Mpyltp +w X [Mp,Jup)
e aq RgAg/N (w X SC’,tot + [MRu]uF +w X [MRU]uF)

} (A.24)

A energia potencial V' e a fun¢ado de dissipacao de Rayleigh D nao contém termos
que dependam da atitude ou da rotacao do sistema, logo ambas nao contribuem para esta

equagao de movimento (Egs. A.25 e A.26).

ov

% =0 (A.25)
b, (A.26)
awo N

A equagao final em w é expressa em Eq. (A.27), enquanto a equagdo em wy €

expressa em Eq. (A.28) e é apenas usada para determinar a varidavel A (que funciona
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como um multiplicador de Lagrange no sistema).

([ScyotN + [Mpa] upA]) ApnRe + ([Mwu,ﬂ] + émi NN [%])uF—i—
+ (Hotot] + (wp[Myuur) [I3x3]) @ + ([Lg] (@) + [Lu] (@) up+

Ny
= > m (@ [ Wiup) [Wilup = M+ [Io ] w x wt
i=1

(A.27)
— (w X [Mwu,o] 'l:l,F) -2 (’l:l,F[Muu]’u,F> w—+

- ([LG] (@) + L] <w>)aF - (w « L) (@) +w x (L <w>)uF+

+ Z;ml< (wT[\IJZ-]uF) (2[¥;]tr + w x [\IJZ]uF)>

w [Iotot| w + w' [Myyoltr + w’ [Lg] (w)up + w” [Ly] (w)urp+ (A.28)

+ 4k [Le] (w)up + ub [Lg] ()ur — ReAL y[MpuJir = A

Como feito no Apéndice A.2, os termos quadraticos em wp e @y sao desprezados

e o resultado final é apresentado na Eq. (4.37).
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APENDICE B - DETALHES DO MODELO
DE ELEMENTOS FINITOS

Este apéndice foca em explicar particularidades do programa ANSYS® para a simulacdo
estrutural. O Apéndice B.1 descreve os elementos disponiveis e o Apéndice B.3 descreve

o método usado e a forma de arquivo obtida na exportacao dos dados do modelo.

B.1 Malha e refinamento

Como explicado na Subsecao 3.1, malhas de s6lidos usam nés com trés deslocamentos como
graus de liberdade, chamados UX, UY e UZ pelo programa. Para nés que representam

espessuras ou segoes, podem ser usados também trés variaveis para rotagoes, chamados
ROTX, ROTY e ROTZ.

Como diversos programas de MEF, o refino p dos elementos da malha no ANSYS®
esta limitado até a 2* ordem. As opgoOes para andlise estrural, ilustradas na Figura 5,
sao: BEAM189 para vigas de Timoshenko; SURF154 para placas de Kirchhoff-Love;
SHELL281 para placas de Mindlin—Reissner; e SOLID186 para sélidos (ANSYS, 2019a).
Dessa forma, o foco do refinamento esta na reducao dos elementos até a precisao desejada

(refino h).

&

BEAM189 SURF154 SHELL281 SOLID186
3D, 3 nés 3D, 8 nés 3D, 8 nés 3D, 20 nés
GDL: UX, UY, Uz, GDL: UX, UY, Uz GDL: UX, UY, UZ, GDL: UX, UY, Uz
ROTX, ROTY, ROTZ ROTX, ROTY, ROTZ

Figura 5 — Tipos de elementos estruturais do ANSYS, adaptado de (ANSYS, 2019a)

B.2 Funcoes isoparamétricas

As fungoes de interpolagao dos elementos quadraticos estao descritas a seguir (ANSY'S,
2019b). E possivel demonstrar que as expressoes sdo equivalentes as funcdes isopara-
métricas como apresentadas por (NIKISHKOV, 2004). A nomenclatura dos nés e das

coordenadas locais foi alterada para se adequar com o apresentado anteriormente.
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B.2.1 BEAM189

O elemento esta ilustrado na Figura 6 e as funcoes de interpolacao sdo expressas na
Eq. (B.1).

-1 1 3

) ~ N\
\; \, 9
1 3 2

Figura 6 — Coordenadas locais isoparamétricas do elemento BEAM189, adaptado de (ANSYS, 2019b)

Ligg g2y 45—
N, = ]2 &E ), =12 (B.1)

1-¢), =3

B.2.2 SURF154 e SHELL281

O elemento estd ilustrado na Figura 7 e as funcoes de interpolacao sdo expressas na

Eq. (B.2).

§
7
40 *p O3
81 -1 0 116 1
\// S,/
-1
10 5() O 2

Figura 7 — Coordenadas locais isoparamétricas dos elementos SURF154 e SHELL281, adaptado de
(ANSYS, 2019b)

LA4+&) A +mn) (Gé+nmn—1), i=1,....4
Ni=15(1 =€) (1 +nn), i=57 (B.2)
LA+&)(1—n?), i—6,8

B.2.3 SOLID186

O elemento esta ilustrado na Figura 8 e as funcoes de interpolacao sdo expressas na
Eq. (B.3).
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Q

e -

N
o
s
o/

=N
-

17Q "y

O
© Q0

Figura 8 — Coordenadas locais isoparamétricas do elemento SOLID186, adaptado de (ANSYS, 2019b)

é(l‘i‘& ) (L 4+nm) (1 + GQC) (&€ +mim + G¢ —2),
(1= (1 +mn) 1+ G0),
T+ 6H =0 1+ G0,
1 (L&) (L +mn) (1-¢),

B.3 Exportacao dos dados do modelo

i=1,...,8
i=9,11,13,15

B.3)
i =10,12,14,16
i=17,...,20

Os dados exportados sao listados abaixo, citando também seus formatos e os comandos

usados.

e Lista de nos e coordenadas: extraida na forma de uma lista em arquivo .txt através

do comando NLIST

e Matrizes de massa e rigidez: extraidos no formato Harwell-Boeing (DU; GRIMES;
LEWIS, 1992) através dos comandos *SMAT e *EXPORT;

o Vetores de modos de vibragdo: extraidos na forma de uma lista em arquivo .txt

através dos comandos *VEC e *EXPORT,

e Relagdo entre GDLs e nds: extraidos na forma de uma lista em arquivo .mapping

através do comando HBMAT.

A massa associada a cada ndé pode ser obtido de duas formas distintas, mas

com resultados equivalentes: multiplicar a matriz de massa por um vetor de elementos

iguais a 1 (Eq. B.4); ou aplicar na malha um campo de aceleracao constante de valor

T
{ -1 -1 -1 } em uma analise estatica e coletar o vetor de forgas aplicadas. Ambos



APENDICE B. DETALHES DO MODELO DE ELEMENTOS FINITOS 73

os casos permitem a obtencao do valor das massas m; como descritas no Capitulo 4 de
forma redundante (pois cada ponto possui em geral trés GDLs que resultam no mesmo

valor de massa).

m = mz = [M] 1IN, <B4)
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APENDICE C - REPRESENTACOES MINI-
MAS DE ATITUDE

Este apéndice apresenta trés representagoes minimas comuns na area de controle de ati-
tude: angulos de Euler; vetor de Gibbs (ou pardmetros de Rodrigues); e Parametros
Modificados de Rodrigues (MRP). Apresentam-se as definigoes e as relagbes cineméticas,

além de discutir-se os pontos positivos e negativos de cada uma.

C.1 Vetor de Gibbs

O vetor de Gibbs é por vezes chamado de "quatérnio ndo-normalizado'por deter o mesmo
significado que o vetor q,.5 sem satisfazer a restricado de modulo unitario. Sua defini¢ao é
apresentada na Eq. (C.1). A matriz de atitude é calculada pela expressao da Eq. (C.2) e
a conversao entre g e w ¢ feita usando as matrizes das Egs. (C.3) e (C.4). A singularidade
da representacao ocorre para rotagoes de 180° em relagao a atitude de referéncia, quando
o valor de ¢4 é nulo (SCHAUB; JUNKINS, 2003; MARKLEY; CRASSIDIS, 2014).

9= q(i (C.1)
_ [g/]” — [gA]

Apn = []; + 1+ 9P (C.2)

Dy ; (1115 + [gn) + gg") (C.3)

[Pus] = o s~ 97 (.4

C.2 MRP

O MRP é uma variagao do Vetor de Gibbs desenvolvida para evitar problemas de singu-
laridades durante grandes manobras. Sua defini¢ao estd apresentada na Eq. (C.5). Como

os valores de quatérnions g e —¢ equivalem a mesma atitude, existe um valor de MRP
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distinto, representado por p° e comumente chamado de "shadow"("sombra'), que também
resulta a mesma atitude, conforme definido pela Eq. (C.6). A diferenga entre ambos esté
no ponto de singularidade: o primeiro nao é capaz de representar rotagoes de 360° a par-
tir da referéncia (quando g4 tem valor —1); o segundo nao é capaz de representar uma
rotagdo de 0° (quando g4 tem valor 1). Assim, é possivel evitar qualquer singularidade
numa manobra através da troca entre valores quando conveniente (em geral, quando os
angulos atingem +180°). O sistema resultante é continuo por partes, mas cada troca de

parametro resulta num salto finito.

A matriz de atitude é calculada pela expressao da Eq. (C.7) e a conversao entre
g e w é feita usando as matrizes das Egs. (C.8) e (C.9) (SCHAUB; JUNKINS, 2003;
MARKLEY; CRASSIDIS, 2014).

P=7 + Q4 (C5)

PP (C.6)

Ao = 1], + ST =10~ 1Pl o o
1+ pl?)

D] = 1 (= IpIP) 1), + 2 1] + 2pp") (C8)

[Dw/p} = 1762 {Dp/wr (C.9)

(L+lpl*)
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