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8.4. Precessao Estacionaria (Piao)

Um caso particular de movimento de corpo em torno de um ponto ¢ a Precessao Estacionaria
ou regular. Neste caso considera-se que o rotor tenha rotagdo propria ¥ constante e que seu eixo
proprio Oz , apresente um angulo de nutacdo @ constante em relacdo a vertical, descrevendo um
movimento de precessio com velocidade angular de precessio ¢ também constante em torno do

eixo Z. Este ¢ o caso do PIAO (corpo axi-simétrico em rotagdo em torno de um ponto, nao

coincidente com o centro de massa, conforme mostrado na Figura 25) considerando apenas um
pequeno intervalo de tempo. Este movimento com: O=¢=y =cte e @ =0 ¢ possivel apenas

sob determinadas condi¢des.

Figura 25 — Movimentos do Piao
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Retomando a equagdo de rotacdo em torno de um ponto, expressa na base movel, e anulando os

termos descritos para esse caso (0 =g =y = cte ¢ 6 =0), obtém-se uma tinica equagio:

¢=cte =cte

A

J, t(¢sen6’) J, ¢0cosH+J 6’(1//+¢cos0) M,
Jy%(é) quﬁ sen@cos@+J2ésen@(y)+¢cos0)zM® (126)
6=0 | JZ§W+¢COSH.)=MOZ
w=cte @=cte
0=M,,
(/. =, )pcos 6+ i) pseno = M, (127)
O:MOZ

Para a segunda equacdo ser possivel € necessario a aplicacdo de um momento externo na direcao
Jj que, neste caso, ¢ produzido pela acdo gravitacional devido a altura zg do centro de massa do

pido, conforme ilustrado na Figura 25:

]VI :( ) R (G—O)Amg
M,=0+z,k K
/ +z.k A—mg ) ) (128)
M, = k/\ mg( sen9i+cosﬁk)
M mgz,send j
portanto, o momento ¢ ao longo da linha dos nos. Substituindo na equacdo anterior:
J.—J.)pcosO+J_ yr|psend = sen @
[( z x)¢ ZI//J¢ ngG (129)

(Jz _Jx)éz C050+Jz V'/ézngG

Portanto no movimento de precessdo estaciondria ocorre com angulo de nutagao € de equilibrio

determinado por:
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0,=a cos[m(gJZG_—;J)zg}} (130)

Considerando ainda um movimento com velocidade angular prépria muito maior que a

velocidade angular de precessdo i >> ¢ (anulando o primeiro termo da equagdo), obtém-se:

mgzg 1
J. v

z

I

Jzy)¢sen9§mngsen0 = é (131)

que corresponde a uma situagdo possivel para este movimento. Portanto, velocidade angular do
movimento de PRECESSAO (¢ - arrastamento) ¢ inversamente proporcional a velocidade
angular propria (7 - relativa). Note também que J,y ¢ sen8 j = J (&, A &,,)

Finalmente pode-se obter as reagdes ﬁo no apoio O, expressas na base modvel Oxyz,
determinando-se a aceleragdo do centro de massa, através das suas componentes considerando a

precessio_estaciondria (0=g=y =ctee 0=0) com: &, =yk , &, =¢gK , =0 e

(G-0)=z,k:

@=9j+¢IZ+WE=6+¢(—S€H9?+COS€E)+Wk

. - | S (132)
@=—¢seni +(1/}+¢cosﬁ)k
B =0y 4y, + 8y = K+ GR +(PR Ay E) (133)

5):6+6+¢3(—sen6'z7+0056'l€)/\1//15:¢3Wsen0]

G, =dy,+n(G-0)+dA[dA(G-0))
a; = O+(¢Wsen 6’}/\26 l€)+(—¢5sen 6’?+(y)+¢3cos 6’)]2)/\ [(—ésen 9?+(1/)+¢5cosﬁ)l€)A Zg lg](134)

—

g =z, -¢52(—sen000s0f—sen2 HE)I—ZG sen0-¢52(0056’17+sen019)

Utilizando o TR e o DFCL, considerando o caso estacionario, resulta na base mével Oxyz:
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m.aG = Zéxt
—m-zGsen9-¢52(cos:9f+sen6’l€):ﬁo—mglz (135)
-m-z sen9-¢2(00597+sen 6’/2)= (0x7+0y]+021€)—mg (—sen9f+cost9/€)

As reagdes também podem ser expressas na base fixa OXYZ, considerando que

cosOi +senOk =1 , obtendo-se:

—m-z, sen0-¢52(00501?+sen6’l€)=§0 ~mgK

. . (136)
—m-z sen@-¢’ [ =R, —mgK
e suas componentes em cada diregao:
O, =—m-z senf ¢’
0, =0 (137)

O,=-mg

Note que o centro de massa G descreve uma trajetoria circular centripeta de raio » =z;send em

torno do eixo vertical Z, com velocidade translacional V,=V,+oAF =

VG =0+ ¢IZ NZg k = Z; sen Héj compativel com a componente de aceleracdo centripeta

a, =V?/R. O peso proprio ¢ sustentado apenas pela componente Oz.

OBSERVACAO: Mantendo a forma completa, a equagio diferencial 113, torna-se quadratica de

segunda ordem em ¢, com duas solugdes (ver Pesce, 2019):

[(Jz _Jx)¢COS9+JZ 1,//] dsen = mz, sen @

i2 Jy mg z, (138)
- =0

. (J.-J,)cos& ¢ (J.-J,)cos&
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Quando cosd>0e J,>J_ (pido achatado) a solugdo serd um movimento progressivo (a

direcdo da precessdo serd a mesma da rotagdo propria). Dependendo do aspecto do pido (esbelto

ou bojudo) o movimento pode ser retrogrado (ver Pesce, 2019).

INTERPRETACAO GRAFICA:

As componentes do momento angular do pido nas dire¢des i e k, para o movimento de

precessdo estacionaria (6 = ¢ =y = cte e 6 =0), conforme apresentado na Figura 26a, sdo:
HOX:—JX(,/;senH e H, =J. (1/)+¢5c059) (139)

Relembrando também que a velocidade angular relativa e absoluta, que estdo contidas no plano

0Zz, conforme apresentado na Figura 26b, sao:

—

@, =yk e @,=0j+¢K=0+pK (140)
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Figura 26 — Cones e Eixo Instantineo de Rotacio
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Identifica-se o eixo instantaneo de rotacdo u (linha do pido com velocidade nula naquele
instante) alinhado com o momento angular no plano OZz, em torno do qual o cone rolante
(movimento do corpo em torno do eixo movel z) rola sem escorregar sobre o cone de base (fixo),

conforme apresentado na Figura 26¢:

H,
o

H,=H,i+H,k e = (141)

Note ainda que o cone de precessdao (spin cone), conforme mostrado na Figura 26b, ¢
caracterizado pelo movimento do vetor velocidade angular propria @,, =y k do corpo em torno

do eixo fixo Z, que tem inclinacdo & de nutacao.

Finalmente, pode ser de interesse expressar a quantidade de movimento angular na direcao
vertical K (K =—sen®i +cos@k ) da base fixa. Para tanto basta multiplicar a primeira equacao

da solucdo apresentada no item 8.2, por (— sen &) e a terceira por (cos € ), obtendo apds

algumas manipula¢des numéricas:

i[JY dsen’ 0+ J_ cos 6’(1/) +¢5c050)]—JZ cos Hi(y’/ +¢5cos€): -M,,send
dt™ dt

J (142)
J_cos 95(1/'/+¢'50059)=M02 cosé

Finalmente acrescentando as duas dire¢des ja obtidas no item 8.2, resulta nas diregoes K ,],/;

em:

%[Jxésenz 0+J. cos@(y)+¢5cose)]:_MOx sen@+M, cosO=M,,
H—JMJ'2 Ocosf+J. ¢ 49(" 9)_M 143
o = yz— ¢ senfcos@+J_¢senO\y +¢pcosl)= o (143)
HOZ:JZ%(W+¢COSQ):MOZ

;1 ~ X
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portanto a quantidade de movimento angular expressa no eixo vertical Z da base fixa, ¢ dado por:
ﬁoz =J_ psen’ 6+J_ cos 0(1/) +gcos 0), conforme mostrado na Figura 27b. Esta forma de

apresentacao da equacao de movimento ¢ particularmente 1util nos seguintes casos: a) quando o
polo for coincidente com o centro de massa G, ou quando as Unicas forgas externas agentes sobre
o corpo forem o peso e a reacdo do apoio, no ponto fixo O. Em ambas as situagdes as

componentes do momento externo sao Moz = Mo, = 0 e, portanto, a quantidade de movimento
angular H o, hesta dire¢do ¢ um “INVARIANTE”; ou seja, uma constante do movimento de
precessio (conservagdo da quantidade de movimento de precessao na dire¢ao Z). O mesmo vale
para a quantidade de movimento angular H 0. para o movimento de rotacdo prépria (na direcio

2).

No primeiro caso em que O = G tém-se adicionalmente que Mo, = 0 (caso do giroscopio), o que

significa que a quantidade de movimento angular serd invariante. O segundo caso ¢ tipico de um
pido simétrico, sob agdes do proprio peso e da reacdo no apoio O. Neste caso 0 momento €
ortogonal ao plano 0Zz, nao afetando a quantidade de movimento angular (movimento

conservativo).

Figura 27 — Quantidade de Movimento Expressa: a) na Base Movel e b) no Eixo Fixo Z



