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1 Introducgao

A formulacdo para descrever o comportamento dindmico de uma particula foi proposta por
Newton (Principia, 1687) e pode ser aplicada a um agregado de particulas (corpo rigido),
considerando as forcas vinculares internas que restringem os movimentos relativos entre elas.
Utiliza-se de grandezas vetoriais como quantidade de movimento e for¢a. Para um conjunto de
particulas ou sistema de corpos rigidos interligados por vinculos, tipico de sistemas mecanicos, a
aplicagdo da formulagdo proposta por Newton, conhecida como “Mecdnica Vetorial”, exige a

explicitagcdo das forcas ativas e vinculares nem sempre de interesse.

Baseado no conceito de energia mecanica e considerando o sistema como um todo (movimentos
de translagdo e rotagdo de multiplos corpos), Leibnitz ¢ Lagrange (1788) propuseram o que ¢
conhecido como “Mecdnica Analitica”. Utiliza-se de grandezas escalares fundamentais como a
Energia Cinética ¢ Energia Potencial. As restrigdes cinematicas do movimento sdo levadas em
conta, sem que seja necessario o célculo das forcas que as mantém (utiliza o principio dos

trabalhos virtuais).

2 Graus de Liberdade

A posicio ocupada no espaco Euclidiano E° por uma particula P em movimento ¢ perfeitamente

descrita pelo terno de coordenadas cartesianas (ortogonais ou retangulares) x, y e z. expressas
segundo os versores unitarios (i j k) do sistema de coordenadas Oxyz. Se o movimento ¢ livre,

as trés coordenadas sdo fungdes independentes. Diz-se neste caso, que a particula possui trés
"Graus de Liberdade”, cada um correspondendo a uma coordenada independente no E°. Em

relagcdo a origem O a posicao da particula P, expressa em coordenadas cartesianas é:

(P-0)=F=xi+yj+zk (1)
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Também sdo chamadas de coordenadas ordinarias (x, y, z) que também pode ser apresentada na

forma de matriz coluna: [x y z 1.

SISTEMA DE
COORDENADAS

Figura 1 — Localizacao de uma Particula P no Espaco E

3 Sistema de Coordenadas

Um SISTEMA DE COORDENADAS ¢ uma énupla de escalares (geralmente nimeros reais)
segundo direcdes especificas, necessarios para especificar de forma univoca, a posi¢ao de cada

ponto no espago n-dimensional. Geralmente tem uma origem e orientagao.

O sistema de coordenadas cartesiano tri-ortogonal independente ¢ a base tipicamente utilizada
para descrever cada posicdo de pontos no espaco E°. Assim uma particula P tem sua posicdo

definida no espago pelo vetor # com as seguintes coordenadas na base ortogonal de eixos x, y, z,

descrita pela orientacdo dos versores unitarios i, j,k :

(P-0)=F=xi+yj+zk 2)
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A mesma posicdo no espago ocupada pelo ponto P pode ser descrita em outro sistema de

coordenadas: ex. coordenadas esféricas (r, 6, ¢):

SISTEMA
ESFERICO

Figura 2 — Coordenadas Esféricas (r, 6, ¢)

Ha, portanto uma transformacao de coordenadas T que correlaciona um mesmo ponto P do

espaco, descrito por dois sistema de coordenadas distintos (cartesiano P (x, y, z) e esférico P (r,

6 9)):
(x.3.2)=T(r.0.9) 3)
x:|77|-sen0-cos¢

y:|77|-sen9-sen¢ 4)

z:|;7|.cosﬁ
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4 Vinculos

Um vinculo ¢ um dispositivo mecanico que restringe alguns dos movimentos de uma particula
ou corpo, com imposicdo de forgamentos. Esta restricdo ¢ feita por uma “FORCA DE
REACAO” i intengdo de movimento (mesma direcio, mas sentido contrario). No caso da
restrigdo de rotagdo de um corpo rigido, o vinculo reage com “MOMENTO REATIVO” na
dire¢cdo oposta correspondente. Assim como exemplo, uma particula se movimentando sobre um

plano (ver Figura 3) tem uma de suas coordenadas restrita a uma equagdo vincular @ do tipo:

b = f(z2)=0 = F,=mg (5)

onde a for¢a vincular que sustenta este vinculo é: F¢ = mg. Ha portanto, um grau de liberdade

correspondente a coordenada z que foi restrita pelo vinculo @.

Figura 3 — Movimento no Plano xy
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4.1 Vinculos Holbnomos

Defini-se como vinculo HOLONOMUO os vinculos geométricos ou os cinematicos integraveis
(Franga, 2011). Quando o vinculo pode ser descrito por relacdo geométrica ou uma equagao
diferencial exata, que pode ser integrada, o vinculo ¢ denominado de holonomo.

= f(x,0,etc)=0 e & =  f(x,0,%,0,etc)=0 (6)

Geométrico Cinemdtico

Exemplo vinculo geométrico: considere um péndulo P de comprimento L que realiza
movimento plano com angulo de rotagdo @ em torno da articulagdo em O, conforme ilustrado na
Figura 4a. Sendo P = f (X, y) as coordenadas de seu centro de massa, a articulacdo em O cria um

vinculo geométrico ao péndulo (portanto holonomo) conforme:

P = f(x,y)=0 = x2+y2—L2=0 (7)

OX

a) b)

Figura 4 — Vinculo Geométrico e Cinematico
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Exemplo de vinculo cinemadtico: considere um disco homogéneo de raio r que realiza
movimento plano de rolamento sem escorregamento, com velocidade angular @ = cte, sobre uma
linha horizontal, conforme ilustrado na Figura 4b. Sendo G = f (X, y) as coordenadas de seu
centro de massa, o disco que rola sem escorregar em torno do ponto de contato C, esta sujeito a

um vinculo cinemadtico representado pela equacao diferencial x=wr, obtida da férmula de

campo de velocidades: V, =V, +@&A(G-C).

® = [fdCld)=0 = i-wr=0 (8)

A equagdo cinematica vincular X = @r € uma equagdo diferencial exata, que pode ser integrada,

dando origem a equacdo algébrica x = x, + @rt . Portanto o vinculo em questao ¢ holonomo.

Se uma das equagdes vinculares do sistema ndo for holonama, o sistema ¢ denominado néo-
holénomo. Para solucionar sistemas com vinculo ndo-holénomos, utiliza-se dos Multiplicadores

de Lagrange. Este tipo de vinculo ndo sera objeto deste texto.

5 Graus de Liberdade de Sistema

e 9

O numero de graus de liberdade independentes de um sistema de “m” particulas ¢ igual ao
numero de coordenadas que descreve a posicio de cada particula no espaco (Ex. E*) menos o

numero “m” de equagdes vinculares:
GL=3n-m 9)

onde n ¢ o numero de particulas cuja posicao € descrita por trés coordenadas no espago € m ¢ o

numero de equagdes de vinculos.

Exemplo: Sejam trés particulas [P (x1, y1, z1); P2 (X2, Y2, 22); P3 (x3, ¥3, 23)], conforme mostrado

na figura, interligadas aos pares por barras rigidas, formando um corpo rigido triangular. A
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~ . , . ~ A , 3 .
configuragdo do sistema ¢ dado pela localizagdo das trés particulas no E°, ou seja, nove
coordenadas cartesianas. Cada barra mantém um vinculo [ @), @,, @;] entre as particulas, que

pode ser descrito por uma equagao vincular:

d -
®, = J(B.P.R) = (R-R)=d = —(R-P)i =0 (10)

Dy

P, "
= P,

D5
; D,

o) Ps
X
VINCULOS

Portanto o sistema resulta com seis graus de liberdade independentes, tipicos, portanto do

movimento e atitude de um corpo rigido livre no espago.

GL=(3-3)-3=6 (11)

Exemplo: Um péndulo duplo simples com movimento no plano ¢ um exemplo interessante. Cada

massa do pendulo [4; B ] tem sua posicao descrita no plano por duas coordenadas [4 (xa, ya);

B (xs, yB)].
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As equagdes de vinculo @i, que impdem a trajetoria de cada corpo, portanto vinculo geométrico

(holénomo) sao dadas por:

O
O

4 = xf;"*'yi_Lf:O (12)
B = x123+y129—L§:0

Utilizando a férmula de graus de liberdade independentes, resulta, portanto em 2 graus de

liberdade em 6, € 6:

GL=(2-2)-2=2 (13)

Outro exemplo ¢ o mecanismo em cadeia fechada. Os sistemas mecéanicos formados por varios
corpos rigidos interligados sucessivamente sendo que, o ultimo se interliga ao primeiro, forma
uma cadeia fechada. Cada barra rigida de comprimento definido (L;, L,, L3) , conforme mostrado
na figura a baixo, tem sua atitude descrita por um angulo variavel (0;, 0,, 03). (Note que as

posi¢des angular sdo dependentes umas das outras).
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As equagdes de vinculo @; que restringem o movimento em cadeia fechada sao duas e dadas por:

& = LcosH+L,cosb,+L,cost,—d =0

14
&, = Lsenb +L,senb,+L;senb,—d, =0 (14

Utilizando a férmula de graus de liberdade independentes resulta, portanto em apenas um grau

de liberdade angular:
GL=(1-3)-2=1 (15)

ou seja, o movimento angular de uma das barras, afeta todos as outras na propor¢ao ditadas pelas

equagdes vinculares.
Exemplo: O movimento de um corpo rigido no plano Oxy, conforme mostrado na Figura 5,

possui 3 Graus de Liberdade (ry, ry € ). A localizagdo dos pontos P e Q sdo fornecidas pelos

vetores 7 e ¢ no plano (quatro escalares):

o (16)
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x

Figura 5 — Movimento no Plano

Entretanto ha uma relacdo entre os quatro escalar que constitui o vinculo @ que reduz um grau

de liberdade:

D= fo,(r.r.q, € q,) = 0 = atan 9 (17)

Portanto o niumero minimo de Graus de Liberdade independentes que descreve a posi¢ao e

atitude do corpo no plano é:

GL=4-1=3 (18)
Considere a particula P (x, y, z) confinada, devido a a¢do vincular, a se movimentar sobre uma
esfera de raio R conforme mostrado na Figura 6. Neste caso as trés coordenadas que descrevem a

posicdo da particula P no espaco (Oxyz) com origem em O, ndo sdo mais independentes, pois

estao vinculadas pela condi¢ao vincular geométrica @ (vinculo holonomo):

@ = (x—x0)2+(y—y0)2+(z—zo)2—r2=0 (19)
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Note que a definicdo da condi¢do vincular no sistema de coordenadas esféricas (r, 6, ¢) € muito

mais simples do que no sistema cartesiano:

® = r-R=0 (20)

Figura 6 — Coordenadas Esféricas (r, 6, ¢)

Ha, portanto trés coordenadas no espacgo (seja cartesiano ou esférico) e uma condi¢do vincular @,

resultando em um sistema com apenas dois GRAUS DE LIBERDADE:
GL=3-1=2 (21)
Note ainda que a equagdo do vinculo geométrico envolve apenas variaveis que descrevem a

configuragdo do sistema (x, y, z) ou (r, 6, ¢ ), portanto o vinculo em questdo ¢ geométrico e

classificado como holonomo.
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Exemplo: Considere o movimento plano de dois blocos 4 ¢ B de massas m, ¢ mg apoiados sem
atrito sobre superficies inclinadas PQ e QR e interligados por um fio ideal, conforme ilustrado na

Figura 7. Determinar a relacdo entre os angulos & e ¢ de inclinacdo das superficies para que o

sistema se mantenha em equilibrio utilizando o PTV.

o p R\?>

Figura 7 — Movimento no Plano

Resolucdo: a) Sistema: blocos A e B com massas ma € mg ; b) DFCL: Pesos P, =—m,, - gJ e

P, =—m,- gJ: c¢) Graus de liberdade e vinculos: Para o problema plano, resulta em dois
vinculos: z,=0 e z,=0. O bloco 4 se apdia sobre a reta PQ e o bloco B sobre a reta OR.
Dessa forma, intervém os vinculos unilaterais (ndo-holonomos) tal que 4. 7>0 e B, u=>0.

Considerando-se que ndo existem forgas agentes no sistema capazes de provocar a perda de
contato dos blocos com o prisma, devem-se considerar mais dois vinculos holdnomos portanto
A7=0 e B,u=0. O cabo ideal que liga os dois blocos ¢ inextensivel, o que se expressa
como: (Q—A)+(B—Q):L =cte ¢ um vinculo de ligacdao entre os corpos. Sabemos que nos
problemas planos (X, y, 8) o nimero de graus de liberdade GL = (3xP) — m; onde P ¢ o nimero
de corpos e m o numero de restricdes vinculares. Como as restricdes impostas pelos vinculos
indicados acima totalizam cinco, tem-se que: GL = (3x2) —5 = 1. Portanto este sistema possui

1 grau de liberdade.
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O trabalho virtual ¢ dado por:
W= F-&+M-30=0

Considerando que ndo ha atrito e o deslocamento ocorre apenas na dire¢ao paralela ao plano

havera trabalho apenas devido a agdo gravitacional. Assim, para cada bloco tem-se:
W, =m,g-6A=-m,gJ-6A 1 e  OW,=m,g-B=-m,gJ-OBii

J =cosO ] +senfi =cos@T —sen pii

Substituindo: €

Para o fio inextensivel vale: 04, =B,
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6 Coordenadas Generalizadas

A configuragcdo de um sistema formado por N particulas pode ser expresso num determinado
instante 7 no E°, por 3N escalares. Seja no sistema cartesiano (x, y, z) ou no sistema esférico ( r,

0, ¢) havera sempre uma transformagdo 7 biunivoca de dominio.

(x,y,2)=T(r.0.9) (22)

Figura 8 — Transformacio de Coordenadas

Note que o sistema de coordenadas cartesianas (ordinarias) se utiliza grandezas de mesma
unidade (apenas distancias) ao passo que o sistema de coordenadas esféricas mistura grandezas
de diferentes unidades (distancias e angulos de rotagdo). Um conjunto de coordenadas mistas
utilizado para representar a configuragdo do sistema de particulas ¢ chamado de
COORDENADAS GENERALIZADAS. Um conjunto de coordenada (dominio) tem sua
correlacdo com outro sistema de coordenadas, segundo expressdes de mudanca de dominio.
Exemplo de expressdes de mudancga do dominio cartesiano para o dominio esférico dos pontos P;

sao:
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xl.=|rl.|.sen6’i-cos¢l.

y, = |;7’|.senHl, -sen ¢, para i=1,2,3,.,n (23)

z, =|F|-cosé,

DOMINIO CARTESIANO DOMINIO ESFERICO

Em muitos casos a andlise de sistemas mecanicos fica simplificada pela escolha apropriada do
sistema de coordenadas. As fung¢des de transformacao de um conjunto de 3N COORDENADAS
ORDINARIAS (x}, X2, X3, ., X3x) para um conjunto d¢ COORDENADAS GENERALIZADAS
INDEPENDENTES (g1, 4>, 43, ..., 4i, ---., gn) tém a forma geral:

X = [1(a1, @50 Gyoeeees G,51);
Xy :fz (q1aQ2aq3a-~-~a q,,,l);

Xy = f1(@0:955 Qs G,01); o

Xsy = fan (%:%:‘]35----5 qn:t)

Associado a cada sistema de coordenadas existe um conjunto de restri¢des vinculares. Se este
conjunto de coordenadas for minimo ¢ independente, o nimero de Graus de Liberdade sera
sempre o mesmo. Entdo para um conjunto de k coordenadas ordinarias e / vinculos havera um

conjunto de n coordenadas generalizadas e m vinculos, tal que:

(k=1)=(n-m)=GL (25)
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Exemplos de mudan¢a de dominio: No plano cartesiano Oxy, um conjunto de pontos ao longo

de uma reta tem suas posi¢des descritas por uma equagao do tipo y = f(x)=a+bx.
No sistema de coordenadas polar (r, #) 0 mesmo conjunto de pontos (reta) ¢ descrito por

r(0)= |}7|(cos 0i +sen 6’])

P P

a N \a
] (6) ~
(6)

Ve

DOMINIO CARTESIANO DOMINIO POLAR

Portanto a mudanga de dominio de representagdo “curvou” o espago descrito no dominio

anterior.

Pergunta: Existe um sistema de coordenadas capaz de representar pontos de um circulo no

plano cujas coordenadas sao independentes?

y A r A
R =) R P
= —
o) 7
A x 9 0
0 - 0 -

DOMINIO CARTESIANO DOMINIO POLAR
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No sistema de coordenadas cartesiano (Oxy) a posi¢ao de cada ponto P de um circulo ¢ descrito

por: x;+y,=R>.

Utilizando um sistema de coordenadas polar (r, ) verifica-se que r = R para qualquer @, portanto

independentes. Note ainda que 0r/0f ¢ tangente ao circulo (no dominio cartesiano) e

d/dl(o7/00)=cte.
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6.1 Quantidade de Movimento

Na mecanica analitica as equacdes de movimento sao obtidas a partir da variagdo temporal da

Quantidade de Movimento Generalizada (97 /0¢). Para tanto vamos determinar a Energia

Cinética T de um corpo rigido de massa m em movimento plano Oxy , com velocidade V;

conforme ilustrado na Figura 9.

Figura 9 — Corpo em Movimento Plano

RESOLUCAO: Sistema: corpo rigido massa m; DVCL: Vg, Sistema de Coordenadas Oxyz,

fixo, conforme ilustrado na Figura 9. Teoremas: Energia Cinética:

TzémVOZerVO-c?)/\(G—O)Jr%[a)]T[J]O[a)] (26)

Derivando a posi¢ao do ponto G (note que os versores da base sdo fixos), obtém-se a velocidade

em coordenadas ordinarias:

G-0)=F=xi+yj+zk = 4 G-0 —V,~V,=xi+yj+zk 27)
dt
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Graus de liberdade de um corpo livre com 3 restricdes descritas por equacgdes vinculares
(O, = 2z=0; D, = ¢=0; D, = w=0) GL=(6x1)-3=3

Utilizando de coordenadas mistas (dois deslocamento € um angulo) obtém-se as seguintes
coordenadas generalizadas: ¢, =x, ¢.=y, ¢:=6

Utilizando a formula da Energia Cinética para um corpo rigido de massa m, considerando o

polo G:
1 52 1 ) 1 -2 .2 1 A2
T=—mV,+=—J . o =—m\x +y" )J+=J,. 60 28
M6 Ty e ) ( y ) 57 (28)
Fazendo a derivada parcial de T em relagdo a coordenada generalizada ¢; = x , obtém-se:

1 1
T=Em(x2+y2)+5JG26’2 = LY mi=p (29)

Para as demais diregdes generalizadas: ¢, =y e ¢3 = 6, obtém-se de maneira similar:

or orT ) or oT .
—=_—=my=p, —=——==J.0=p,=H, (30)
0q, 0y g, 00
Obtendo as Quantidades de Movimento Generalizadas:
Py =P: i Pp,=P, 5 P, =H, 31

Realizando a derivada temporal da Quantidade de Movimento Generalizada na direcao ¢; = x,

considerando a massa constante, obtém-se:

d(oT d d . d . d .
—| = |=—p, =—m-X+m-—X=m—%=ma, (32)
dt\ ox ) dt dt dt dt

Portanto a derivada temporal, da derivada parcial da Energia Cinética Generalizada, em

relacdo a velocidade generalizada 07 /0q , tem unidade de forga, neste caso serd denominada de
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For¢ca Externa Generalizada Q, , aplicada a particula. Chamando L = (T — V) de funcdo
Lagrangeana, que sera detalhada mais a frente, esta expressdo ¢ conhecida como equagao de

Lagrange, ou de forma mais geral:

d( oL
ils ) >

Note que a forca ordinaria ( F », P), ilustrada na Figura 9, possui um sistema equivalente: (156 , G

+ M) e utilizando o principio dos Trabalhos Virtuais pode-se determinar as forgas generalizadas

0;, que sera apresentado mais adiante.

Exemplo: Determinar a Quantidade de Movimento Generalizada da particula P de massa m
em movimento livre no espaco. Resolugao: Sistema: particula de massa m. DVCL: ; Sistema de

coordenadas esféricas: (r, 8, ¢); Teoremas: Energia cinética da particula.
Utilizando o sistema de Coordenadas Generalizadas (q;, ¢», g3) correspondente as coordenadas

esféricas (r, 6, @), que se utiliza de coordenadas mistas (um deslocamento e dois angulos) e

fazendo q, =r; q» = 6, ¢ g3 = ¢ a posicao ordinaria do ponto P resulta em :

u
ii =(sen@cosg)i +(senHsen ¢)j+cost9/€ (34)
+
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Figura 10 — Coordenadas Cilindricas

Alternativamente a velocidade pode ser calculada utilizando diretamente as coordenadas

ordinarias produzindo:

(P—O)=rsenQcos¢z7+rsen6’sen¢j+rcosﬁlg
I7:(fsen@cos¢+r9cosHcos¢—rsen&’seanﬁ(é')z7

. . . (35)
+(fsen6’sen¢+rHcosHsen¢+r¢senﬁcos¢)j
+(f cos@—rfsen H)l;
Calculando a Energia Cinética T da particula, obtém-se:
_ 1 =, . 1 ) 2,42 2 2. 32
T_EMV —Em FT4+r°@” +rsen” ¢ (36)

Cada parcela da QUANTIDADE DE MOVIMENTO GENERALIZADA em relagdo a cada

coordenada generalizada (g1, g2, ¢3) isoladamente resulta em:
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or oT 1
dq or 2M( F)=mr=p, (37)
a—Tza—Tzlm(rzzé):mrzéngézﬁg (38)
0q, 06 2
8.T :a—]j:lm(r2 sen” 02 @) = m(r* sen’ 0)¢=JZ¢=F[Z (39)
0q, 0¢ 2

O primeiro resultado ¢ a quantidade de movimento p; associado com a coordenada generalizada

r, 0 segundo resultado ¢ a quantidade de movimento angular /, para o movimento angular em

torno de @ e o terceiro resultado ¢ a quantidade de movimento angular H _ em torno do eixo z.

Verifica-se portanto que a descrigdo do movimento em outro sistema de coordenadas permite
identificar propriedades especificas de interesse, neste caso a quantidade de movimento angular
ordinaria. Finalmente identifica-se para um sistema descrito em coordenadas generalizadas a

QUANTIDADE DE MOVIMENTO GENERALIZADA como:

oT
{a_ql] =P (40)

(Obs: os termos cruzados irdo surgir de 0L /0q, na equagdo de Lagrange)
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6.2 Diferencial de uma Funcao

Seja uma funcao f (g1, ¢z, ... ¢n, t) = cte. A forma diferencial desta fun¢ao pode ser obtida pela

aplicagdo da regra da cadeia:

dfzidq]+idq2+....+idqn+%dt=0 (41)
aq, g, oq ot

n

que corresponde a inclinagdo da funcao f na direcdo ¢; (0f / 0¢i), multiplicada pelo deslocamento

elementar dg; na mesma dire¢do. Expressando na forma compacta, obtém-se:

deZSLd‘L"'%dl:O para i=1,2,...n (42)
i=1

i

6.3 Deslocamento Virtual Generalizado

Um deslocamento virtual de um sistema ¢ uma mudanca na sua configuragdo que resulta em uma
variacao arbitraria das suas coordenadas, consistente com os seus vinculos, em um dado instante
t. Um deslocamento virtual € infinitesimal e se processa de maneira independente do tempo,

mantendo as forgas aplicadas e as configuragdes dos vinculos inalteradas.

Para um sistema de N particulas, cuja configuragdo ¢ expressa pelas coordenadas cartesianas x;,

X2, ... , X3N, um conjunto de deslocamentos virtuais sera indicado por d xj, 0 X2, ... , 0 X3N.

Relembrando que as coordenadas ordinarias se relacionam com as coordenadas generalizadas de

acordo com as fungoes:

xj = f‘j(ql'aqza-“’qia“'a q,,,t) para j= 1, 2, cevey 3N (43)
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O deslocamento elementar expresso nas coordenadas ordinarias podem ser relacionadas as

coordenadas generalizadas através da seguinte expressao:

dx, =3 g+ P, 1= 1,2, ... 3N (44)
x. = . ' ara =1,2, ...,
=X Ay para

Entdo o deslocamento virtual expresso nas coordenadas ordinarias também podem ser

relacionado ao deslocamento virtual expresso nas coordenadas generalizadas como:

nOX.

Sx, = z aq-’ dq, para j=1,2,...,3N (45)
i=1 i

onde (ox; /8t)=0
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6.4 Trabalho Virtual

O trabalho realizado pelas forcas F), F, ..... Fsn, durante os deslocamentos virtuais o x, 0 x»,

..., 0 x3y ordinarios ¢ dado por:

ko 3N
SW=)F, 6F = SW=>)F 5x, (46)
j=l

j=1

Utilizando a expressdo do deslocamento virtual generalizado, deduzida anteriormente, obtém-se:

ow=3, (il’jzijﬁ% (47)

Jj=1 i=1 i

Como o trabalho virtual ndo depende do sistema de coordenadas utilizado, a parcela entre

parénteses recebera o nome especial de forca generalizada:

rOx,
0;=2F 5 (48)

i=1

Como o trabalho virtual ¢ sempre nulo, independente do sistema de coordenadas utilizado para

expressa-los, obtém-se por similaridade:

5W=§:1§-5x_,:o = 5W=z":Q_/-5qj=o = |DF,-6x,=).0,-5q,| (49)

=l J=1 Jj=1 Jj=1
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7 Método de Energia em Estatica

Meétodos de energia podem ser aplicados na andlise da estatica dos sistemas mecanicos utilizando
o PTV e o conceito de energia potencial minima. A energia total (E) de um sistema mecanico ¢ a
soma da energia associada ao movimento: Energia Cinética (7T) e a energia associada com
forgas elasticas ou de campo, chamada de: Energia Potencial (V). Portanto tem-se a energia
total como a soma: E =T + V. A variagdo da energia mecanica (A E) ¢ produzida pelo trabalho
realizado (W) por forcas ativas. As forcas podem ser conservativas, decorrentes de funcdo

potencial (W = —A V) ou ndo conservativas (W, ).

7.1 Principio do Trabalho Virtual

Considere uma barra articulada em equilibrio estatico, mostrada na Figura 11. A partir do PTV,
pode-se determinar a posicdo de equilibrio estitico, calculando o trabalho virtual realizado
durante uma deflexao infinitesimal. Nesse caso, a barra uniforme e homogénea de massa m, pode
girar do angulo @ em torno da articulagdo em A, devido a restri¢do vincular, sendo suportada por
uma mola de rigidez k£ na extremidade B. Determinar a forca na mola para a posicdo de

equilibrio.

k
Figura 11 — Barra Articulada

Utilizando o PTV e o diagrama de forgas sobre o corpo livre, descritos como:
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OW=) F-6x,=0 (50)
i=1
Az
G B
A (&—> I
X A lmg Fu
—

Figura 12 — Diagrama de Forc¢as sobre o Corpo Livre

O diagrama de forgas sobre o corpo livre mostrado na Figura 12, exibe as for¢as na articulacdo A4
(componentes A, e Ay expressas no sistema de coordenadas Oxy) e as for¢a externas do peso mg
devido a acdo do campo gravitacional g, aplicado no centro de massa G ¢ a forca de mola Fy,,

aplicada na extremidade B.

Os deslocamentos virtuais podem ser obtidos do diagrama de velocidades do corpo livre (DVCL)
que mostra que a articulagdo A4 tem velocidade nula. Utilizando a férmula de campo de
velocidades expressa no sistema de coordenadas Oxy, pode-se expressar as velocidades na
extremidade B e do ponto médio G coincidente com o centro de massa, a partir do ponto 4 fixo,

conforme apresentado na Figura 13.

dB . do. - \VB
dt

=V, +—knLi
dt

Figura 13 — Diagrama de Velocidades do Corpo
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Deste diagrama fica nitido que para um deslocamento angular d@ infinitesimal (ou 66 virtual ) do

corpo, pode-se obter o deslocamento virtual para cada ponto de interesse:
64=0 ; OB ,=L-00 e 0G,=L-60/2 (51)

Para a posicao de equilibrio estatico horizontal e assumindo um deslocamento angular virtual 68,
que ndo altera a configuracdo do sistema, o PTV afirma que: no equilibrio estatico, o trabalho

virtual realizado por todas as for¢as para os deslocamentos virtuais correspondentes ¢ nulo:

—R,-0A+F, -0B+mg-5G =0 (52)

S %
<
I
-
&
I}
U
>
&

Utilizando os deslocamento virtuais expressos em 88, obtidos anteriormente:

SW=R, 6A+F,,-6 B+mg-6§G=0

53
OW=0+F,, -Lo0—-mg-(L/2)60=0 ©3)
Identificando finalmente a for¢a da mola para a posi¢do de equilibrio y:
mg _mg
F, =—= = =—— 54
w5 Y (>4)

7.2 Principio da Energia Potencial Minima

Outro conceito relacionado a analise de estruturas elasticas € a possibilidade de avaliar a energia
potencial total do sistema, incluindo energia de deformagdo armazenada em elementos
estruturais devido a energia de deformacdo eldstica e a cargas gravitacionais (Fungdes
Potenciais). Isso pode ser ilustrado considerando-se uma massa sustentada por uma mola,

conforme mostra na Figura 14, permitindo a determinacdo da posic¢do de equilibrio:
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DFCL

Figura 14 — Sistema massa mola

Conforme mostrado no diagrama de forga sobre o corpo livre (na Figura 14 a direita) a origem ¢
considerada na posi¢do em que a forca da mola ¢ nula e a deflexdo x € positiva para baixo. A
ENERGIA POTENCIAL TOTAL do sistema para uma deflexdo positiva da massa pode ser
expressa pela integral do trabalho de todas as forcas realizado ao longo do deslocamento dx

como:

V:—;jﬁ; ~dx=—_[0 (mg — kx)dx
—I:(mg—kx)dx = —mg_[: dx+kj0xx dx = —mgx+%kx2 (55)

V:—mgx+%kx2

O principio da ENERGIA POTENCIAL MINIMA afirma que "De todos os estados que
satisfazem as condigoes de contorno (restrigoes), o estado correto é aquele que torna a energia
potencial total minima". O ponto de minimo da fungdo potencial V(x) pode ser identificado

matematicamente pela varia¢ao da fun¢ao em relacdo a coordenada x , igualada a zero:

d d d (1
—V =0 = — V= —kx*- =kx-— 56
dx dx dx[2 * mgx} e (56)
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Portanto, a partir do conhecimento da energia potencial total do sistema e da aplicacdo desse
principio, pode-se obter diretamente a equagdo de equilibrio estatico e a deflexdo x, em fungao

da carga aplicada mg.

dv mg
—=kx-mg=0 = X=— 57
P g i (57)

Existe uma relagdo conceitual muito util entre o PRINCIPIO DO TRABALHO VIRTUAL ¢ o
PRINCIPIO DA ENERGIA POTENCIAL MINIMA. Se imaginarmos uma pequena deflexio
virtual do sistema sobre sua posi¢do de equilibrio estatico, pode-se modificar as equagdes obtidas
acima para definir a variacio da ENERGIA POTENCIAL em termos do TRABALHO

VIRTUAL, que resulta de um pequeno deslocamento virtual dx, como mostrado a seguir:

5V:(8—V]-5x:(kx—mg)-§x:0

Ox (58)

oV =06W

As duas expressdes no lado esquerdo representam a VARIACAO DA ENERGIA
POTENCIAL, enquanto a expressdo no lado direito mostra o TRABALHO VIRTUAL.
Ambos sdo iguais a zero, porque esta ¢ uma pequena variacdo sobre uma posicao de equilibrio

estatico para um sistema com apenas forcas conservativas.

Lembrando que: 2—T =p, = %(S—Tj = p, tem unidade de forgamento,o termo 0V /0x da
q,- qi

equacdo anterior também tem unidade de forgamento e vai aparecer nas equagdes de Lagrange

definidas adiante neste texto.

T
dafor) o, o)
dt\0q; ) 0g,
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7.3 Forgas Vinculares

Sistemas vinculados sdo aqueles submetidos a restrigdes de movimento. Estas restricdes sao
realizadas pela aplicacdo de forcas. Este tipo de for¢a é chamado de for¢a vincular. Para uma

ampla classe de sistemas mecanicos o trabalho virtual realizado por for¢as vinculares ¢ nulo.

Exemplo: Duas particulas estdo interligadas por uma haste rigida de massa desprezivel,
conforme ilustrado na Figura 15 a esquerda. Sendo F) a forca vincular em P; e F, ¢ a forga
vincular em P,. Duas regras s3o relevantes: a) pelo principio da ag¢do e reacdo, as forcgas
transmitidas pela haste as particulas devem ser iguais, opostas e colineares. b) como a haste ¢
considerada rigida, os deslocamentos de cada corpo na dire¢do do versor que os une deve ser

idénticos (indeformével). Expressando estas duas propriedades de forma vetorial:

|

—

=_F,=F-i e O = 5F-i-0F-i=0 (60)
N —
5/’2 B FB 5
oB
A C

Figura 15 — For¢as Vinculares

Aplicando o PTV em cada corpo e utilizando as relagcdes de agdo/reacdo e equagdo vincular @,

obtém-se:

=

o,
S
1l
fins]]
S,
it
Il
|

F-SF+F, -0k =Fi-Sri+Fi-dri=(F-F)-6ri=0  (61)

1l
—_
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Observando as duas particulas, pode-se depreender que um agregado rigido de particulas tera
inimeros pares de forcas internas que nao realizam trabalho virtual. Também vinculos de

deslocamento nulo ndo realizam trabalho. No caso particular de articulagcdes ideais moveis, o
deslocamento existe (0 B ), mas as for¢as vinculares ( F, e F, ) s@o iguais e contrarias, conforme

ilustrado na Figura 15 a direita.

8 Forca e Energia Potencial

A energia mecanica total de um particula de massa m submetida a um campo gravitacional ¢

dado por:
1 72
E:T+V:EmV -mgz (62)

Considere agora uma particula submetida a uma forga conservativa F(r) funcdo da posicdo e
independentes do trajeto percorrido nem da velocidade (forca gravitacional ou for¢a de mola). O

trabalho elementar realizado pela for¢a devido a um deslocamento elementar dr ¢ descrito por:

dw,

(r—r+dr)

=F(r)-di =F,-dx+F,-dy+F,-dz (63)

Da definicdo de funcdo Potencial, tem-se a Energia Potencial V' dada pelo trabalho realizado no

mesmo deslocamento (r — r+dr) (com sinal trocado):

dw =—-dV integrando no intervalo (r — r+dr): J-Hdrd W = —J.Hdrd V (64)

VV(r—)r+dr) = _[I/Er+dr) - I/v(r)J ou VV(r—>r+dr) = _ll/(,r+dx,}>+dy,z+dz) - I/v()c,y,z)J (65)

Note que a Energia Potencial V ¢ funcdo das trés coordenadas cartesianas (x, y, z). Portanto

seguindo a defini¢do de derivada de fungdo (df = f (x+dx) — f (x) = (0f / Ox) dx):
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rdr oV oV oV
J-r dV = (I/(x+dx,y+dy,z+dz) _I/(x,y,z))za'dx—i—a.dy—i—g'dz (66)

onde cada termo contém a derivada parcial da funcdo V em relagdo a cada uma das

coordenadas (x, y, z). Substituindo na expressao do trabalho obtém-se:

Weisrian == a—V-a’x+a—V-a’y+a—V-a’z (67)
ox oy 0z

Tomando uma das coordenadas (por exemplo, dx) e mantendo os demais deslocamentos
inalterados (note que dV ¢ valida para pequenos deslocamentos) o trabalho realizado para o

deslocamento infinitesimal (dx) resulta em:

W W (68)

(r—>r+dx) =- ax

e o trabalho realizado pela for¢a F(r) quando ( dr = dx ) resulta em:

VV(r—)rerx) = Fx ’ dx (69)

de onde se conclui, para esta e para as demais coordenadas, que:

gV o
ox 7 Oy Oz
portanto: ﬁ:—a—Vf—a—V]—a—Vlg (71)

De maneira geral para qualquer escalar f (), o vetor cujas componentes sao as derivadas parciais

de £(r), ¢ chamado de GRADIENTE DA FUNCAO (V):
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:%-Z+g-]+g-l; portanto F=-VV (72)

\%
/ ox oy oz

a energia potencial ¥ ¢ uma integral de F. Portanto qualquer forca conservativa pode ser

derivada de uma fungao potencial.

9 Forcgas Generalizadas

Considere um sistema de particulas cujas posicdes sdo especificadas pelas coordenadas
cartesianas ordindrias xi, X, ... , Xx. O trabalho virtual das forcas Fi, F», Fij,... , Fi devido a

deslocamentos virtuais arbitrarios ¢ descrito por:

k
SW=)F,-Sx, (73)

J=1

Como as coordenadas ordindrias podem ser relacionadas com as coordenadas generalizadas

através da expressao:

&
S))

) ox.
dx. :z il dq,+ il dt para j=1,2,...k (74)
= 0q, ot

e considerando deslocamentos virtuais infinitesimais que se processam independente do tempo

(dt = 0):

n axj

5)(?./ 228

i=1 i

0gq, para j=1,2,...,k (75)

Aplicando a transformacao para coordenadas generalizadas, pode-se reescrever o trabalho virtual

como:
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k(1 Ox. "
5W:Z [ZF/ 6:]J.§inZQi.6Qi (76)

j=1 \li=l i i=

considerando que o trabalho pode ser expresso em qualquer sistema de coordenadas, o lado
direito da equagao corresponde ao trabalho das forcas generalizadas em fun¢ao de deslocamento
virtuais generalizados. Portanto a forgas generalizada @; na direcdo da coordenada generalizada

¢qi ¢ dado por:

_ J
0 =2 F para  i=1,2,...n (77)

A dimensdao de uma forca generalizada depende da dimensdo da coordenada generalizada
correspondente, mas o produto @; og; deve ter sempre a dimensao de trabalho. Desta forma
quando ¢; corresponder a um deslocamento linear, a for¢a generalizada terd a dimensao de forga
(Newton), mas quando ¢; for um angulo, a for¢a generalizada @; terd dimensao de um momento

de forca (Newton x metro). A derivada parcial (8 x;/ qu) corresponde a variagdo da expressao

de x; na diregdo de ¢;
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10 Trabalho e Energia Cinética

O trabalho da forca F :Fxf+Fy j+F. k aplicado a um ponto material, para o deslocamento

elementar dF =dxi +dy j +dz k ¢é definido como:

r+dr —

F-dr integrando .[ HdrdW = F-dr (78)

»

dw,

(r—r+dr) =

Movimento da
Particula

Tomando a 2% lei de Newton e a variagao da posicao tem-se:

mir=F = m~—=F e 7i=— = di=r-dt (79)

substituindo na expressao do trabalho elementar e integrando entre os instantes inicial (¢) e final

(tf)i
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_ D d; S Ly ;_‘._1 -'.2t_1 Sy L)
W<fﬁff>_ F-dr—L mz-rdt—m dr-r—Em-r ’—Em(rf—ri) (80)

)T (81)

portanto o trabalho realizado pelas forcas F atuante na particula de massa m constante ¢ igual a

variacao da energia cinética T entre os instantes inicial (%) e final (#)::

VV(ti—)tf) =AT (82)

conhecido como Teorema da Energia Cinética - TEC.
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11 Energia Cinética do Corpo Rigido

Considere um corpo rigido § animado de movimento em relagdo a um referencial fixo £. Um
sistema de coordenadas solidario ao corpo descreve a posi¢do do ponto P e sua velocidade

angular @.

Figura 16 — Movimento do Corpo Rigido

A ENERGIA CINETICA T do corpo rigido S formado por n particulas de massa m; é dado

por:

T==%mV’ (83)

Da formula de campo de velocidade pode-se expressar a velocidade de cada ponto P; como:

—

Vo =V +on

1

(84)

N

Substituindo na formula da energia cinética e expandindo obtém-se 3 somatorios:
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m(@AF)  (85)

= M7 (86)

Para o segundo somatorio, obtém-se utilizando a propriedade do centro de massa e o fato da

velocidade angular do corpo ser unica:

(87)

=

X

n
VO-Zm,.-(a)/\ l.):VO-a)/\ m;-r,
i=1 i=1

Para o terceiro somatdrio tem-se o quadrado de um produto vetorial. Resolvendo por partes

fazendo o produto vetorial e depois o quadrado (produto escalar):

Sy m@nr) (88)
2 i=1
i j Kk (a)y z,— o, yi)f—i-
(C?) N ’7;) = a)x a)y a)z = (a)z xi - a)x Zi) ﬁ;+ (89)
X Vi g (a)x Yi—o, xi)k
(90)

(@ARY =2 (v +22 )+ 02 (2 + 22 )+ @2 (2 +27)-
2o, 'a)y(xi 'yi)_za)x 'a)z(xi 'Zi)_za)z 'wy(zi 'yi)

Os termos quadraticos sdo reconhecidos como MOMENTOS DE INERCIA e os termos

cruzadas sdo reconhecidos como PRODUTOS DE INERCIA.

Jx:Zn:ml.-(yf+zf); Jy:Zn:m,.-(xf+zf) : JZ:Zn:mi-(xf+yi2) (91)
i=1 i=1 i=1

Iy :im; Xy J, :imi Vizi 5 I :imi "ZiX; 92)
i=1 il im1
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Reorganizando na forma matricial:

%Zn:mi-(@Az)Z:[wx o, oll-J. J, -J.||o (93)
. _sz Yy Jz o) a)z

Adicionando os demais termos obtém-se finalmente a expressao geral da ENERGIA

CINETICA para um corpo rigido de massa m:

T:%mVOZerVO-c?)/\(G—O)Jr%[a)]T[J]O[a)] (94)

Casos particulares: Quando o polo selecionado coincide com o centro de massa O = G ou tem

velocidade nula (Vp = 0), a formula se reduz a:
1 2 1 T
T=ombg+- [o] [V].[] (95)

Observe que o primeiro termo corresponde ao movimento de translacdo e o segundo termo a
energia devido a rotacdo. Note ainda que a Energia Cinética ¢ uma grandeza escalar e nao

depende do polo escolhido.

12 Quantidade de Movimento Generalizada

A derivada parcial da energia cinética em relagdo a velocidade generalizada corresponde a
quantidade de movimento naquela dire¢do (ver item 6.1). No sistema de m coordenadas

generalizadas a quantidade de movimento generalizada ¢ descrita por:

—a_T'p aT p aT ‘p—a_T'
8¢, "t ag, T agq, T g,

P para i=1,2,...n (96)
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13 Equacao de Lagrange para Particula

Considere uma particula de massa m com posi¢io cartesiana descrita por 7(t)=xi +y j+zk,

. . 3 . .
em movimento livre no espago E”, submetida a uma forga conservativa F (7).

A ENERGIA CINETICA da particula que depende de (x, 7,2 ) é obtida por:

1 2 1 ) 1 -2 ) -2
I'=—m-V =—m-r"=—m-\x"+y " +:z 97
5 ; (i 4+ 2%) 97)

A ENERGIA POTENCIAL ¢ funcdo apenas da posi¢ao sendo obtida por:
V=V)=V(xy,z) (98)

A funcdo Lagrangeana depende da posi¢do ( x, y, z ) e da velocidade (X, yp,z) da particula,

sendo definida como:
L=T-V onde L=L(x,y,z,x,9,2) (99)

A EQUACAO DE LAGRANGE para q; coordenadas generalizadas, na forma tradicional, ¢

obtida pelas seguintes derivadas parciais e temporais:

d|( oL oL
—| =—|-—=0| para i=1,2,3,...n (100)
dt\04q,) 0q,

Tomando as seguintes derivadas parciais para a coordenada generalizada ¢ = x e lembrando que

F, :—a—V; F :_6_V; F, :—a—V, obtém-se:
ox 7 Oy Oz
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a—L.:a—]j:m)'c e 8_L:8_V:_FX (101)
0q, O0Ox 0oq Ox

Aplicando na equagdo de Lagrange, na forma de energia, na coordenada x para particula de

massa invariante e forca conservativa, obtém-se a equacao escalar:

4 a—T . 2 6—7 +6—V=i(mx)—Fx=mx—Fx=o (102)
dt\0q,) 0q, dt\ox) Ox dt

que ¢ a expressao na forma de D’Alembert. Pode-se estender para as outras coordenadas

(g,=x; q, =y e q, =z) obtendo-se exatamente o mesmo resultada da equagdo de Newton,

como era de se esperar, desmembrada em cada direcao:

m-y-F =0 = <m-y=F, (103)
m-z—F =0 m-z=F

EXEMPLO: Obtenha a equagdo de movimento utilizando o método de Lagrange de um péndulo
simples de massa m e comprimento L, conforme mostrado na figura, que se movimenta no plano

devido a agdo gravitacional:

h=L(1-cosb)

Método de Resolucio: Sistema: ponto P massa m; sistema coordenadas: Oxy; DVC: tomando o

ponto fixo O (vinculo geométrico - holonomo) a expressdao de campo de velocidade fornece:



MECANICA ANALITICA 45

V,=V,+&A(P-0)=0+0k ALii=LOT (104)
A ENERGIA CINETICA da particula é obtida pela massa m e sua velocidade V5:

T:T(x,j;,z'):%m-l/z:%m-(Lé’?)zzém-Lzé’z (105)

A ENERGIA POTENCIAL ¢ funcao apenas da posi¢cao sendo obtida por:
V=V()=V(x,y,z)=mgh=mg-L(1-cos6) (106)

As EQUACOES DE LAGRANGE para g; coordenadas generalizadas que depende da posigdo (
x, y, z ) e da velocidade (X, y,z) da particula, sdo obtidas pelas seguintes derivadas parciais e

temporais:

ALV g para i=12,3n (107)
dt\0q,) 0g,

Tomando as derivadas parciais para ¢ = &

a_Yj:a_Ij:mng e a_V:a—V:mg-LsenQ (108)
dg 06 dq 00

Aplicando na equagdo de Lagrange na coordenada ¢ = @ para particula de massa invariante e

forca conservativa, obtém-se a equagdo escalar na coordenada &

d(oT | oV d|oT )| oV
dt(@q'i] o4, dt(@@j 20

%(mL29)+ mgLsen =0 (109)

mL*6 +mgLsend =0
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dividindo tudo por mL?, obtém-se:

é+%sen6’=0 (110)

que ¢ a bem conhecida equa¢ao ndo linear do péndulo simples.
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15 Anexo A — Resumo de Derivadas Parciais

Seja z uma funcao de duas varidveis independentes x ey : z=f (x, y). A variagdo da funcao z ¢

dado por:

dz,=(2z/0x) dx

dz,=(0z/0y) dy

7 —_—
e
B dz| /dm
Fungéo z f(x, y) Variagédo da fungdo z

Figura 17 — Variacao da Funcido z=f(x,y)

Portanto o diferencial da fun¢do z ¢ dado pela soma das derivadas parciais em cada direg¢do

multiplicado pelo deslocamento elementar nesta direc¢ao:

0z=—0X+—0Yy
ox oy

o - N 0 T ~
Note que: % ¢ a inclinagdo da funcao z na direcao x ¢ 6_Z ¢ a inclinagdo da funcao z na
X y

direcao y.
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16 Anexo B - Diferencas Basicas entre os Métodos

As diferencas basicas entre o métodos vetorial (Newton- Euler) e o método analitico (Lagrange)

estdo resumidas na Tabela 1.

Tabela 1 — Diferencas Basicas dos Métodos de Obtencao das Equacdes de Movimento

Técnica Direta Vetorial (Newton-Euler)

Técnica Analitica Indireta Escalar (Lagrange)

Utiliza grandezas vetoriais

Utiliza grandezas escalares

Requer a identificacdo das aceleracdes

Requer a identificacdo das velocidades

Requer a elaboragao do DFCL

N3ao utiliza o DFCL

Exige até 6 equacdes para cada corpo

Produzird um equagdo independente para cada
GL identificado.

Todas as for¢as devem ser consideradas

As forcas que nao realizam trabalho (ex.
vinculos ideais) sdo automaticamente
eliminadas

Todas as forcas sao consideradas na mesma
expressao

Forgas conservativas e dissipativas sdo tratadas
separadamente

As forgas de interac¢do sdo disponiveis.

As forgas de interacdo devem ser determinadas
posteriormente.

Requer recurso de tratamento vetorial para
implementagao numérica computacional

Fécil implementacao numérica computacional




