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« PRINCIPIO DOS TRABALHOS
VIRTUAIS - PTV

O PTV permite identificar uma
equacao escalar para a posicao de
equilibrio de um sistema de corpos,
submetidos a forcamentos externos,
sem a necessidade de resolver as
equagoes estaticas individuais de
cada corpo.
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» Topicos abordados nas notas de
aula:

Deslocamento Virtual

Trabalho Elementar

Trabalho de uma Forca

Trabalho do Momento

Principio dos Trabalhos Virtuais
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« DESLOCAMENTO VIRTUAL - DEFINICAO

Um deslocamento virtual de um sistema ¢ uma
mudanga infinitesimal na sua configuracio
(posigoes e atitudes) que resulta numa variagao
arbitraria de todas as suas coordenadas mas,
consistente com as restricdes vinculares.

Um deslocamento virtual transcorre independente
do tempo, mantendo a configuracao, as forgas
aplicadas e as condi¢des dos vinculos inalteradas.
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« POSICAO E ATITUDE DE PARTES DE
UM SISTEMA e VARIACOES

Braco robotico:

Configuragao
¢, 0, (C—B)

Variagoes:
og; 66, dC
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« DESLOCAMENTO VIRTUAL - CONCEITO

Note que a idealizagdo do deslocamento virtual ¢ exige alguma
abstracao.

Imagine um mecanismo complexo de um brago de um robd quando
se movimenta devido a aplicacdo de forgas, respeitando as relagdes
cinematicas (equacdes) dos seus vinculos e realiza um certo trabalho.

Imagine agora que este deslocamento seja muito pequeno (virtual),
e portanto também leva um tempo infinitesimal para ocorrer.

Portanto o trabalho realizado, se o deslocamento for virtual
(infinitesimal e independente do tempo), sera nulo.

RSB 6




Mecanica Il - PME 3200

« DESLOCAMENTO VIRTUAL - CONCEITO

Nesta idealizagdo as RELACOES (equagdes) entre os
deslocamento e forgas, externas ou internas que permitem
calcular o trabalho, se preservam naquela configuragdo (em
outra posi¢do haverd outras relagdes), ou seja apenas para
deslocamentos muito pequenos (virtuais ou infinitesimais
independente do tempo).

Assim para forgas internas de vinculos ideais em movimento, o
trabalho se anula devido ao principio agao e reacao (o vinculo
se movimenta mas as forgas sao iguais e opostas) e para os
vinculos fixos, obviamente nao ha realizacao de trabalho.
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« DESLOCAMENTO VIRTUAL

Um sistema de N particulas cuja configuracao na
espago R3 é expressa por 3N coordenadas cartesianas:

(1, Y15 21); (X9, Yoy Z9)5eeeene ; (Xn» Yno Zn) tem seu
deslocamento virtual expresso por um conjunto delta
(8) infinitesimal:

(0x,, 0y, Oz}, OXy, OVy, 0Zyyeeeeneee. , OXy;» OVN, OZy)
ou alterando a nomenclatura (x;, y;, z; = X3\):

(0x;, O0x,, Ox3, Oxy, OX5, OXgyenoe... , OX3n.2> OX3N.1> OX3N)
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« TRABALHO ELEMENTAR DE
UMA FORCA

Considere uma particula P se movendo sobre a
trajetoria S ao longo do tempo, devido a uma forga

(F, P) aplicada na particula. o
F=Fi+F j+F.k t

dF =dxi +dyj+dzk

Por defini¢do o trabalho elementar dW realizado
pela forca F associado ao deslocamento de posigdo r

para (r + dr), ¢ dado pelo produto escalar:

dWw =F -d7
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« TRABALHO ELEMENTAR DE
UMA SISTEMA DE FORCAS
Seja a particula P que se move de dr

sobre a trajetoria S, submetida ao sistema
de forgas (Fi, P). Tem-se que:

F;':in;—i_Fyi.}:—i—inl; t

dF =dxi+dyj+dzk

=S, 7or, 7o 7, PV a7+ )

i=1

aw =|N'F |-di =R-d7
RSB [z ’J r d
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« TRABALHO ELEMENTAR DE UM MOMENTO

Considerando o deslocamento elementar dS, produzido pelo
vetor for¢a F aplicado em P, formando um angulo @ com a
trajetoria. As perpendiculares em P(r) e P(r+dr) formam o
triangulo com angulo central d@.

O méddulo do trabalho elementos dW ¢ dado por:
|dW| = ‘F“-|d F| cosa

Para o plano definido pela for¢a F e o deslocamento
infinitesimal dS que se aproxima de dr , produzindo d@:

LimdS =dr Limdr=e-do
dS—0

do—0
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« TRABALHO ELEMENTAR DE UM MOMENTO

O trabalho elementar resulta portanto em:
|dW| = ‘13‘-|E|cosa-dt9

Para um deslocamento infinitesimal dS', dr ¢ ortogonal a e ¢
os angulos @ e B sdo complementares. Substituindo:

|| =|F]-[e|sen p-d6

Considerando que (P — O) = e, identifica-se o produto
vetorial que ¢ a expressdo do momento da forga:

(aw|=e nF)-a6=|(P~0)r Fl-a6
dW =M -d6
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« POTENCIA DAS FORCAS EXTERNAS

Forma alternativa de deducio é calcular a POTENCIA P das
forgas (F;, P;) aplicadas no CORPO RIGIDO de cinemética
conhecida (V,, o).

P=YEV P=YF |7, +ar(R-0)
Devido ao campo de velocidades do corpo rigido, obtém-se:
P=V, S E+[S(R-ONE]6=3F -7,+M,-&
d

P=—W = dW=P-dt
dt

aw =3 F.-(7,-dt)+ M, -(&-dt) =Y F-di + M -d0
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« TRABALHO E ENERGIA

Utilizando as segunda lei de Newton (F =m a) na
expressao do trabalho elementar dW, obtém-se:

dW = F -di =mr - dr
d

AW =m L di = medi L = m-di 7
dt dt

d(i)=d(i-#)=2-d -7

sz%m-dffz:d[%m-szsz dWw =dT
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« TRABALHO VIRTUAL DE UMA FORCA

) . A -
Para um deslocamento infinitesimal

(notagdo variacional ¢') da particula P

(r + Or) o trabalho virtual realizado

pela for¢a F associada ao deslocamento O
virtual de posicao r para (r + or) € t
dado pelo produto escalar:
F=Fi+F,j+Fk SF=&i+dj+c&k

W =(F,7+F, j+F k)i +6j+&k)

oW =F okx+F,oy+F. o
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« TRABALHO VIRTUAL DE UM SISTEMA DE FORCAS

Para um conjunto Fi de forcas aplicadas no pontos Pi (i = 1,..,
N),, que produzem deslocamentos elementares infinitesimais
or:
N —
5W=leF,. ‘&7 =F,&+F,6+F, &
ou utilizando uma notagao sequencial generalizada (x,, x,,
X35 Xygs X5y Xgy ene Xan ) € (Fpy Fyy By, Fyy Fis, F, ... Fy)
obtém-se:
3N
W =) F, Sx,
j=1
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« DESLOCAMENTO VIRTUAL

O deslocamento virtual de um ponto do corpo rigido ¢ obtido
pelo diferencial de sua posigao:

(B—A)=Lii
dB-dA=dL-i+L-dii

dA4=0; dL=0 e du=d¢r

dB—0=0+L-d¢7
SB=L-5p 7
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« DESLOCAMENTO VIRTUAL (Alternativa)

O deslocamento virtual também pode ser determinado
utilizando a formula de campo de velocidades de um corpo

rigido: g |
— — — |

=V, +dA(B—A) /

" =0+dk ALii=L§T 5B \ B

y :

_ 1Y ;'»\ ’
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« RESTRICAO VINCULAR B OB

O deslocamento virtual de um ponto

qualquer do sistema pode estar restrito c

devido a condi¢des vinculares.

. . - - A
OB=0B.i +0B, j+0B.k

ﬁ
RBC

Para um vinculo ideal, o diagrama de
forcas sobre os corpos livres nos revela,
pelo principio de agao-reacio, que o
trabalho virtual das for¢as vinculares ¢:

W:Zﬁ:ﬁ’i :RAB'5E+RBC'£:(RAB+RBC)'6§:O
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« OUTROS TIPOS DE VINCULOS

Qual a contribui¢do do trabalho virtual dos vinculos?
ﬁ

Bloco C | F Disco C rolando
deslizante? L sem escorregar?
c [o
ﬁ
- A
0B W.=H.-8C+F-6C W.=R.-6C
B W.=F-&C, MWe=0 2
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« OUTROS TIPOS DE VINCULOS

Qual a contribuicao do trabalho virtual dos vinculos?

Bloco C escorregando
com atrito?

N -
74
c/ o /I Far
W, =R, -5A+M -5¢ W.=F-6C+F,.-6C
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« FORCAS INTERNAS E EXTERNAS DE UM
SISTEMA DE PARTICULAS

Um agregado de Pi particulas (i = 1,.., N) (corpo rigido)
pode estar submetido a forgas internas e externas.

n n n
ZF;-eXt +F;~mt — ZF;ext +2Emt
i=1 i=1 i=l1

Pelo principio da agdo e reacdo, as forgas internas ocorrem
aos pares iguais e contrarios. Portanto:

N —
int
F;l[l — O
i=1

RSB 22
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« CONTRIBUICAO DAS FORCAS VINCULARES

O trabalho virtual das for¢as externas e vinculares aplicadas
ao sistema §' considerando os deslocamentos virtuais or de
cada Piparticula: F,=F,i+F, j+F,k

R=R,i+R,j+R k
ow =Y (E+R )67 =0
i=1

As forgas de vinculos ideais ndo realizam trabalho:

i=1

i=l1
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« CONTRIBUICAO DOS MOMENTOS

Para o caso de também haver momentos externos aplicados

aos CORPOS RIGIDOS do sistema S, considerando
deslocamento angular infinitesimal admissiveis 06 a féormula

final do PTYV resulta em:

W=>M-50=0
W= F-5F+M-50=0
i=l1
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« PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

O TRABALHO VIRTUAL de um sistema de forcas e
momentos aplicados ao sistema S, de corpos rigidos em
equilibrio, considerando deslocamentos virtuais, ¢ nulo.

W= F-57+M-30=0

i=1
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« RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Tipicamente o principio dos TRABALHOS VIRTUAIS ¢

aplicado a sistema mecanico S, de corpos rigidos em
equilibrio acionado por um conjunto de for¢as e momentos

externos para obter relagdes de equilibrio.

Desta forma, considerando deslocamentos virtuais, e
vinculos ideais conservativos, o trabalho virtual sera nulo.

RSB
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« ETAPAS DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Identificar o Sistema — corpos rigidos e vinculos;
Identificar os Graus de Liberdade do sistema - GL;

Elaborar o DVCL de cada ponto de interesse e determinar os
deslocamentos virtuais para uma posicao genérica,

Elaborar o DFCL de cada corpo, separando os forcamentos
externos (que realizam trabalho);

Determinar as relagdes geométricas dos deslocamentos
relevantes de cada ponto de cada corpo em relagdo ao grau de
liberdade identificado;

Aplicar os Teoremas - PTV
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» Exercicio:

» Considere o mecanismo com
dimensdes mostradas na figura,
submetido a forca F aplicada no
bucha C e momento M aplicado
na barra AB. Os vinculos do tipo
anel em A4, B e C sdo ideais. A
bucha C desliza na vertical sem
atrito. Determinar a razdo entre F 12

e M para a posi¢ao de equilibrio
do sistema.

RSB 28

14



Mecanica Il - PME 3200

* Resolucdo do Problema

RSB

Sistema ? 3 Soélidos AB BC C

DVC(C? B
DFCL ?

Referencial ? Axvz

Teoremas ?

29
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* Deslocamentos Virtuais

« DVC?

RSB

Corpo C

Barra AB—-G.L.: ¢
(B—4)=L/2-i
SB—6A=0L/2-ii+L/2-8i
SB-0=0ii+L/28pT
SB=L/26p7

30
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» Deslocamentos Virtuais (alternativa)
« DVC? Barra4dB - 1GL: ¢
V,=V,+@®n~(B-A)
v, =0+¢31€AL/2L7:L¢5/2¢§ 0
dB _dg

= L/27 = 6B=L/25p7
dt  dt

Barra BC — 3GL: 6, (B-A)
V.=V,+®~(C—-B)
V.=L$/27+6k n(C—B)

RSB
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» Diagrama de Forgas

« DFCL ? Forc¢as externas

Forgas internas

e Teoremas ?

RSB
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* Resolucao

« PTV? W= F-67+M,-60,=0

= B
W =R, -0A+R,-6B+M -5¢+ Lo o R
R, -5B+R.-SC+ R’ F >
R.-6C+M-88+F -6C+H_-6C c
— S T
5W=M-5¢+F'5C=O R,
sp = slsch
RSB 3
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» Relagdo Geométrica entre 5ge 5CO
(C—4)=(B-4)+(C-B)
(C—A)=L(cos¢]'—sen¢f)/2+L(cost+sen0])

Equacdo Vincular

> = 0=f(¢)

RSB O > d 7

17



Mecanica Il - PME 3200

* Diferenciando:

OC =—(Lcos@p-6¢)/2—Lsen@-60 =0
oC, =—(Lseng-6¢)/2+ Lcost-60

Resolvendo oC,: 60 =— cosg op /-‘i
2send

substituindo: B @ J-———_1__
SC —— Lsen¢+Lcosﬁcos¢ .5
g 2 2send

W =M -5p+F-5C=0

éW:M-5¢—FL(sen¢+cotHCOS¢)/2-5¢:0 d

RSB
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* Resultado Final

M = FL(sen @+ cotdcos ¢)/

Para a posicao de equilibrio em . /"
¢=0 e portanto cos ¢ = 1 \

M =FLcot@/2

Para outros angulos utilize a

formula dos co-senos.

RSB
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» Balanga de Roberval

RSB
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« EX. Balan¢a Roberval

Considere o dispositivo abaixo em equilibrio na posi¢ao
mostrada. Pede-se para determinar a massa M do caminhdo
em funcdo da massa m do contra peso?

plataforma !
- i
11,

s

o ]

s |
RSB | ksl I 38
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* Resolucao:

* Sistema: Barra BDE; plataforma
BAP; barra AC

* Articulacoes: £; D; B; A
* Grau de liberdade: 1GL @ da barra
BDE

* Note que: 6D =0C=0
* Note ainda que: 34 = 6B = dP

RSB
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» Diagrama de Forgas:

* Posicao genérica: inclinada de 8

* DFCL: (Mg, P); (mg, E); (mg/2, O)

* Deslocamentos Virtuais de interesse:

6Py ; 6Ey ; SQy

RSB
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* Deslocamentos Virtuais:
* Deslocamentos Virtuais de interesse ! 5y

SPy; SEy; 8Qy. Para deslocamentos virtuais:
00 ~0 = sen =0 e cos £=1

(E—D):b(c059f+sen9])
(E-D),=bcosf e (E—D)y =bsend
(E—D)y =bsend

dE,—dD, =b-d(sen@)-0=>b-cos6-d0
OE, =b-60

RSB 41
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* Deslocamentos Virtuais:

(B—D):a(—cosﬂf—senﬁf)
(B-D), =-acosf e (B-D), =

(B—D)y =—asen®
dB,—dD, =—-a-d(sen0)-0=-a-cos-do
6B, =—a-60 =P,

de — (b;a)_a.d(seng):@'COS@'CZ@

5Qy =(b_a).59

RSB 2 4
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* Trabalhos Virtuais:
SW=YF-5i+Y M,-56,=0

« DFCL: (Mg, P); (mg, E); (mg/2, O)

SE,=b-80 ; 5P,=—a-50 ¢ 50, =

—mgb-§0+Mga-§9—%@-56’:O

M:m_b+m(b—a):m(5b—a)

a 4 4a

RSB
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» Deslocamentos (alternativa
* DVC: VE=I7D+5)/\(E—D)
A4 Lok avi
dt dt dt
dE=0+b-d0j = SE,=b-66
iB:iD+101€/\—af
dt dt dt
dB=0-a-d0j = 5B, =—a-60
SB,=54,=0P,

RSB
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« RESULTADO FINAL

M:m(Sb——a)
4a

Note que o resultado independe da posicao d
do caminhdo sobre a plataforma.

O momento ativo M = d Mg ¢ compensado
pelo bindrio reativo -F, e F,, dos vinculos.
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+ RESUMO PARA A RESOLUCAO DE PROBLEMAS

e SISTEMA: ? Identifique os corpos envolvidos, vinculos e graus de
liberdade.

e DVCL: ? Descreva a velocidade de cada ponto de interesse no
corpo ¢ determine sua variago.

Faca o diagrama de forgas sobre o corpo livre
explicitando as for¢as vinculares, internas e externas e
momentos.

« REFERENCIAL: ? Oxyz
« RELACOES:? Obter relagdes geométricas entre pontos dos corpos

« TEOREMA:? 5W:ZE'§’7I‘+ZM./'§'9./ =0

i=1 j=1

« DFCL:?

RSB 46
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OBRIGADO A TODOS
PELA PARTICIPACAO
NA AULA DE PTV!

Prof. Roberto Spinola Barbosa
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