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1. INTRODUÇÃO 

 

Esta monografia resume as notas de aula deste autor na disciplina de Mecânica I (PME3100), 

elaborada ao longo do seu aprimoramento didático junto à equipe de dinâmica do Departamento 

de Engenharia Mecânica (PME) da Escola Politécnica da Universidade de São Paulo (EP-USP). 

O texto pressupõe que o aluno domine os conhecimentos elementares de álgebra vetorial, álgebra 

linear e de cálculo diferencial e integral, adquirido nas disciplinas dos primeiros anos básicos 

(biênio) do curso de engenharia. 

 

O conjunto das notas de aula se inicia pelo trato da Estática, Cinemática e finalmente a 

Dinâmica. Na estática, os sistemas estruturais são modelados e analisados. E, cinemática, os 

movimentos e composição de movimentos são tratados. Em dinâmica os teoremas de energia 

(Teorema da Energia Cinética - TEC), Newton (Teorema da Resultante - TR) e Euler (Teorema 

da Quantidade de Movimento Angular - TQMA) são apresentados. A notação vetorial (Boulos, 

1997) é utilizada sistematicamente ao longo deste texto. 

 

 

2. REFERENCIAL 

 

Um corpo pode ser considerado um referencial, ou seja, de um de seus pontos se observa 

movimentação de outros corpos, segundo um sistema de coordenadas. Os referenciais em geral 

são associados a corpos (e se confundem com eles) e podem ser fixos ou móveis. A segunda lei 

de Newton, que relaciona a variação da quantidade de movimento com as forças ativas, é válida 

apenas em referenciais fixos (inerciais ou Newtonianos) ou referenciais com velocidade e 

orientação constante (França e Baruh). Nestes referenciais, os vetores de posição, velocidade e 

aceleração têm formas simples. Entretanto, em alguns casos da dinâmica é conveniente e 

vantajoso expressar o movimento em um referencial móvel.  
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Figura 1 – Referencial 

 

A melhor aproximação de um referencial fixo é considerar uma estrela fixa distante. Uma 

aproximação menos precisa é considerar o sol como referencial fixo. Entretanto, dependendo do 

tipo de fenômeno estudado, a terra pode ser considerado um referencial inercial para descrever 

movimentos de corpos na sua superfície. Descrever por exemplo, o movimento de um veículo 

utilizando o referencial móvel solidário à terra é simples, conforme mostrado na Figura 1. 

Entretanto, não se leva em consideração o pequeno efeito da rotação deste referencial móvel, que 

no caso da descrição da sutil movimentação das marés, não pode ser desprezado.  

 

Note que o centro da Terra viaja em torno do sol com velocidade de 30.200 m/s (ou 108.720 

km/h) e tem na linha do equador a velocidade relativa periférica de 465 m/s (1.674 km/h). A 

aceleração centrípeta na superfície do planeta (raio médio de 6.371 km) devido a sua rotação 

própria (0,2618 rad / hora) resulta em uma aceleração centrípeta de ac = V2/R = 0,03 m/s2 (ou 

seja, 3 milésimos de g) que é praticamente imperceptível sendo uma simplificação plausível para 

alguns fenômenos na sua superfície. A aceleração da gravidade nos trópicos é cerca de 0,53% 

menor que nos pólos. 
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2.1. Sistema de Coordenadas 

 

Um sistema de coordenadas cartesiano com versores tri-ortogonais p-q-r (portanto 

independentes) pode ser obtido a partir de dois vetores unitários 21 e VV


 (não paralelos e não 

reversos) formando um plano  fazendo as seguintes operações: 

 

 qpr
VV

VV
qVp 




 e;

21

21
1 




 (1) 

 

2.2. Versores 

 

Considere o sistema de coordenadas Oxyz, com eixos ortogonais independentes, ilustrado na 

Figura 2, construído a partir dos vetores ( 21 e UU


)  no plano  (xz) fazendo as seguintes 

operações:  

 

 jik
UU

UU
j

U

U
i
















 e;

21

21

1

1  (2) 

 

A orientação de cada eixo x, y e z do sistema de coordenadas cartesianas é identificado por 

vetores unitários chamados de VERSORES. Utiliza-se a seguinte notação de versores unitários 

keji


, , conforme apresentado na Figura 2. 
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Figura 2 – Sistema de Coordenadas e Versores 

 

 

2.3. Representação Vetorial 

 

A representação de um vetor está associada a um sistema de coordenadas adotado. Considere o 

sistema de coordenadas Oxyz, cartesiano, orientados segundo a base de versores unitários 

keji


,  independentes. O vetor r


 é representado nesta base por três escalares (x, y, z) sendo 

respectivamente um em cada direção: 

 

 kzjyixr


  (3) 

 

A MAGNITUDE do vetor, que corresponde ao seu comprimento, é obtida por sua norma: 

 

 222 zyxr 


 (4) 

 

Note que o norma ou módulo do vetor r


 é invariante e independe da base que o descreve. 
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3. CINEMÁTICA DA PARTÍCULA 

 

A CINEMÁTICA é o estudo das propriedades geométricas das trajetórias dos movimentos das 

partículas, sem ainda considerar as ações (forças) que produzem tais movimentos. 

 

 

3.1. Localização de um Ponto 

 

A localização de um ponto material no espaço 3  requer a identificação da origem do sistema 

de coordenadas a partir da qual a sua posição é quantificada, conforme ilustrado na Figura 3. 

Assim o ponto material P  tem sua posição descrita pelo vetor r


 , com origem em O, por uma 

tríade de escalares descritas segundo os versores unitários do sistema de coordenadas 

selecionado como: 

 

   kzjyixrOP


  (5) 

 

onde x, y e z são as respectivas magnitudes nas direções keji


,   dos versores unitários da base 

tri-ortogonal e portanto independente, que descrevem o sistema de coordenadas Oxyz. 

Alternativamente pode-se escrever o conjunto de escalares (x, y, z) ou na forma matricial [x  y  

z]t, sempre considerando um sistema de coordenadas.  

 

    


















z

y

x

zyxrOP ,,


 (6) 
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Figura 3 – Localização de um Ponto 

 

Pode-se utilizar outro sistema de coordenadas para descrever a posição de um ponto. Por 

exemplo: o sistema de coordenadas esférico utilizando os escalares ( re


 , ), conforme 

mostrado na Figura 4. 

 

 

P 

O 

 
r 

y 

x 

z 

 

 

 
u 

 

Figura 4 - Posição de um Ponto (coordenadas esféricas) 

 

Note que há uma transformação linear entre o domínio cartesiano e esférico, identificado pelas 

seguintes relações: 
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













rz

ry

rx













cos

sensen

sencos

 (7) 

 

 

3.2. Rotação de Base 

 

Se o vetor posição r


 for expresso em outra base, apenas suas componentes se alteram (o módulo 

permanece inalterado). Considerando por simplicidade apenas um movimento plano, na base 

Ee1e2 e na base Oxy rotacionada do ângulo  , pode-se expressar a posição de P como: 

 

         jirjyixrOPeerr xyE


  sencossencos 21  (8) 

 

 

e1 

 

e2 

E  O 

y 

x 

P 

  
i 

  
j 

 

 

  
r 

 

Figura 5 – Rotação de Base 

 

Observe que as coordenadas em cada base são distintas para o mesmo vetor. Representa-se a 

conversão dos versores das bases na forma matricial como: 

 

 




























2

1

cossen

sencos

e

e

j

i








 (9) 
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3.3. Movimento da Partícula 

 

Se a posição do ponto P de uma partícula depende de um parâmetro  real, diz-se que este ponto 

ou vetor posição é função de . 

 

 
)();();(),,(

)()(





zzyyxxzyxP

rrPP






 (10) 

 

Se a partícula coincidente com o ponto P  percorre ao longo do tempo t a trajetória S de A  B , 

conforme ilustrado na Figura 6a, sua posição expressa no sistema de coordenadas Oxyz é função 

do tempo t. No instante t + t  sua posição, conforme ilustrado na Figura 6b, será dada por: 

 

   urtrStrttPtrtOP


 )()()()()(  (11) 

 

 

 

P(t) 

O 

    
r(t) 

y 

x 

z 

S 

P(t+t) 

A 

B 

P(t) 

P(t+t) 

    
r (t) 

       
r (t+t) 

S  r 

    
r(t+t) 

    
u 

 

Figura 6 – Posição de P em S em função de t 
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3.4. Velocidade Média da Partícula 

 

O conjunto de pontos P(t), que a partícula ocupa no espaço a cada instante é a trajetória S de 

P(t). Chama-se Velocidade Média do movimento da partícula no intervalo de extremos [t e ( t + 

t)] o vetor: 

 

 
t

trttr

t

r
ttVm











)()(
),(


 (12) 

 

onde r  é o deslocamento ao longo do arco S entre [t e ( t + r)]. Chama-se Velocidade 

Vetorial do movimento de P no instante t o vetor: 

 

 rttVLimitetV m
t







),()(
0

 (13) 

 

 

3.5. Aceleração Média 

 

De maneira análoga chama-se Aceleração Média do movimento da partícula no intervalo de 

extremos [t e ( t + t)] o vetor: 

 

 
t

trttr

t

r
ttam











)()(
),(


 (14) 

 

Chama-se Aceleração Vetorial do movimento de P no instante t o vetor: 

 

 rttaLimiteta m
t






),()(
0

 (15) 
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3.6. Coordenadas Cartesianas 

 

Considere o sistema fixo de coordenadas cartesianas identificadas com os versores ortogonais 

keji


,  onde se expressa a posição do ponto P , conforme ilustrado na Figura 3. A posição do 

ponto P se expressa como: 

 

   kzjyixOPrP


  (16) 

 

Derivando a posição em relação ao tempo e lembrando que os versores keji


,  permanecem 

fixos, obtêm-se a velocidade do ponto P: 

 

     kzjyixVkzjyixkzjyix
dt

d
OP

dt

d
P




















  (17) 

 

Quando a posição do ponto P é uma função do parâmetro  que é função do tempo θ(t), 

estabelece-se um movimento de P sobre a curva, que passa a se chamar de Curva Suporte do 

Movimento, conforme ilustrado na Figura 7 para o movimento no plano. A função θ = θ(t) é a 

lei horária do movimento. As equações paramétricas da curva agora são as equações do 

movimento: 

 

 )]([)(;)]([)(;0)( tztztytytx    (18) 
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P () 

O 

y 

z 

  
r () 

y 

z 

 
j 

 
k 

 

S 

 

Figura 7 – Posição no Movimento Plano em Função de um Parâmetro 

 

A trajetória do movimento de uma partícula agora é função da variável independente tempo, 

enquanto θ passa a ser uma variável intermediária. Se a variável tempo não aparece 

explicitamente na expressão de )(rr


 , então podemos escrever a variação de r


, com o 

auxílio da regra da cadeia: 

 

 
dt

d
k

d

dz
j

d

dy
i

d

dx

dt

d

d

rd

d

d

dt

rd
r

dt

d
VP























 (19) 

 

Finalmente, derivando novamente a expressão da velocidade com relação ao tempo, obtêm-se a 

aceleração do ponto P: 

 

 kzjyixakzjyix
dt

d
V

dt

d
PP























   (20) 

 

A aceleração Pa


 não é tangente à trajetória, mas está contida no plano osculador e aponta 

sempre para o lado interno da trajetória curva. A aceleração não é perpendicular à velocidade, 

porque esta última, em geral, tem módulo variável. 
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3.7. Derivada de um Vetor de Módulo Constante 

 

Considere u


 um vetor de módulo constante. Então cteu


 e também cte
2

 uuu


. 

Derivando essa expressão com respeito ao tempo, tem-se: 

 

   0 u
dt

d
uuu

dt

d
uu

dt

d 
               002  uuu

dt

d
uuu

dt

d 
 (21) 

 

Portanto a derivada temporal do vetor de módulo constante é ortogonal ao próprio vetor. 

 

Considere agora que o vetor u


 seja unitário e contido no plano , conforme ilustrado na Figura 

8. Exprimindo u


 na base jiO


 tem-se: 

 

 jiujuiuu yx


 sencos   (22) 

 

 

 

O 

 

P 

 
 

 
u 

 
i 

 
j  

ux 

uy 

 

Figura 8 – Derivada de um Vetor Unitário (versor) 

 

Derivando u


 em relação a   tem-se: 

 

   



 jiji

d

d
u

d

d
cossensencos  (23) 
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onde 


 é um versor contido no plano rodado de 90° no sentido anti-horário (positivo) ou seja, 

apontando para onde a ponta do versor u


 está se movimentando. Derivando novamente em 

relação à   tem-se: 

 

 uji
d

d 
 


sencos  (24) 

 

que corresponde ao versor 


 rodado de mais 90° no sentido anti-horário (positivo) ou seja 

apontando na direção contrária de u


. 

 

 

3.8. Coordenadas Cilíndricas 

 

Considere agora a base móvel de coordenadas cilíndricas descritas com os versores keu


,  

solidária ao plano , onde se expressa a posição do ponto P , conforme mostrado na Figura 9.  

 

       kzurOQQPOP


  (25) 

 

 

 

O 

 

 
k 

 
 

P 

z 

Q 

r 

 
u 

 

 

Figura 9 – Coordenadas Cilíndricas 
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Derivando com relação ao tempo obtêm-se: 

 

 

   

kzrurV

k

td

d

d

ud

d

d

td

ud

td

ud
u

kzurkzurkzur
dt

d
OP

dt

d

P










































0

 (26) 

 

 

Derivando novamente com relação ao tempo, obtêm-se a aceleração do ponto P: 

 

 

 

    kzrrurra

u
td

d

d

d

d

d

td

d

td

d

kzrrurkzrura

kzrur
dt

d
V

dt

d

P

P

P




























































22

 (27) 

 

Note que: rr 22    corresponde à aceleração centrípeta e  relarr Vr   22   que é a 

aceleração de Coriolis. 

 

 

3.9. Coordenadas Polares 

 

Considere o caso anterior onde o ponto P(t) se move no plano (z = cte = 0 0 z ) utilizando 

um sistema de coordenadas polares (r e ). A velocidade do ponto P(t) se expressa como: 

 

 





rurVP   (28) 
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Velocidade 

 

 
 

P 

R 

 
u 

 
VP 

O 

 
 

P 

 
u 

 
aP 

R 2
 

       
R  

Aceleração 

O 

R 

 
r 

 

Figura 10 – Coordenadas Polares 

 

Se a trajetória for circular, o raio é constante (r = R = cte, conforme Figura 10a) que resulta em: 

 

 





RVRrurV PP  0  (29) 

 

onde  é a velocidade angular do movimento circular. Note que nesta base móvel ( ku


e,  ) o 

escalar da velocidade (R) é constante na direção 


, apesar do vetor velocidade PV


 (absoluta) 

estar mudando de direção ao longo do tempo.  

Derivando em relação ao tempo a expressão da velocidade para o movimento circular (r = R = 

cte) obtêm-se as componentes tangencial e radial da aceleração, conforme ilustrado na Figura 

10b: 

 

 

radPP

PP

aaauRRa

u
dt

d

d

d

d

d

dt

d

dt

d

RRV
dt

d
a


















tan
2














 (30) 

 

Se a velocidade angular for constante ( 0  cte ) obêm-se apenas a aceleração 

centrípeta  (centri-peta – do Latim pétere: procurar, peta: procurando): 
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 u
R

V
uRaP

 2
2    (31) 

 

que possui direção u


  ou seja, sempre apontada para o centro da trajetória. 

 

Exemplo: Movimento Centrípeto 

 

Uma partícula P(t) de massa m, descreve ao longo do tempo, uma trajetória circular de raio R, 

presa em um fio ideal (inextensível e com massa desprezível) conforme ilustrado na Figura 11. 

Determinar a tensão no fio para uma velocidade angular 


 constante. 

 

 

 

Diagrama de 
Velocidade 

 
t 

P 

R 

 
n 

 
VP 

Partícula 

O 

 
 

Diagrama de 
Forças 

 
k 

O 

 
k 

 
F 

     
mg 

 
n 

P, m 

 

 
F 

 
F 

Fio 

 

Figura 11 – Partícula em movimento circular 

 

RESOLUÇÃO: a) Sistema: partícula de P(t) de massa m e fio ideal vinculado em O; b) 

Diagramas: DVCL e DFCL conforme Figura 11; c) Referencial e pólo:  kntO


 móvel; D) 

Teoremas: TR:   Fam


.  

 

A aceleração da partícula P(t)  é dado por: nRtVa
 2     para movimento circular de raio 

constante, resulta em velocidade constante e apenas a aceleração centrípeta:   n
R

V
a

 2

 . Portanto 
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utilizando o Teorema da Resultante e observando o diagrama de forças sobre a partícula, 

apresentado na Figura 11b, tem-se: 

 

kmgFn
R

V
mFam




2

     separando nas direções kntO


 












mgF

F
R

V
m

k

n





sen0

cos
2





               

















2

2

tan

cos

V

Rg
arc

R

Vm
F



   

 

Note que a força ativa na partícula é positiva (apontada para o centro) e a reação no fio é para 

fora (reação centrífuga). 

 

Análise dimensional: é sempre conveniente realizar a análise dimensional da resposta para 

verificar a consistência do resultado. Neste caso a força “F”  deve ter unidade de Newtons (ou kg 

 metro/s2). Considerando que a massa m tem unidade em “kg” e o termo corresponde à 

aceleração centrípeta RV /2  tem unidade de metro/s2 a resposta tem unidade de Newtons e está 

consistente. 

 

 

3.10. Movimento Função de um Parâmetro - FRENET 

 

TRIEDRO DE FRENET - Seja a posição do ponto P() uma função do parâmetro (). As 

coordenadas do ponto P(): x(), y(), z() são as equações paramétricas geométricas da curva 

orientada  S  descrita pelo movimento de P  no espaço 3  (Boulos, Zagottis, 1991) ao variar o 

parâmetro () com continuidade, conforme ilustrado na Figura 12a. 

 

 )()(  rOP


  (32) 
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P() 

O 

    
r() 

y 

x 

z 

S 

P(S) 

P(S+dS) 

  
n 

dS 

  
t 

dP d 

 

a) b) 

 

Figura 12 – Curva no Espaço e Plano Osculador 

 

A curva P() = S é dita contínua se as equações paramétricas geométricas forem contínuas. 

Admite-se que as curvas aqui tratadas sejam duas vezes deriváveis, ou seja, tem a segunda 

derivada contínua. Seja dS o arco sobre a curva S contado a partir de um certa origem P(S) e 

com orientação definida no plano tangente a S, conforme ilustrado na Figura 12b. 

 

 

dS

SdP
ttdSSPdSSP

SrOSP

)(
)()(

)()(









 (33) 

 

onde t


 é o vetor unitário (versor) tangente à curva orientada S() no sentido concordante com o 

sentido adotado de arco crescente. Sabe-se ainda que a derivada de um vetor de modulo 

constante (eg. vetor unitário) é um vetor ortogonal a ele, portanto tem-se que:  

 

 

nnt
dS

d
SP

dS

d
tSP

dS

d

tt
dS

d
t

dS

d
t












1
)()(

àortogonalé0

2

2  (34) 
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O escalar  =  (S) chama-se RAIO DE CURVATURA de S. O escalar  =  (S) é chamado de 

CURVATURA de S. O vetor n


 é o vetor normal a tangente de S e tem módulo unitário 

(versor). 

 

Alternativamente pode-se considerar os dois pontos consecutivos  P(t) = P (S) e  

P(t+dt) = P (S+dS)  para os quais vale: 

 

 

 

R

dS
ddSdRdP

dS

dP
ttdSdP

dSdPsPdSSPLimite
S












)()(
0

 (35) 

 

Portanto o versor tangente é: 
dS

dP
t 


 (36) 

 

Derivando o versor unitário t


 em relação a   obtêm-se o vetor ortogonal n


. Então: 

 

 nnt
Sd

d
ou

Sd

td
n

dS
d

d

td
n



















1
e  (37) 

 

Portanto o versor normal é: 
Sd

td
n




  (38) 

onde  é o raio de curvatura de S. 

 

Portanto o ponto P = P(S) que percorre a trajetória orientada S no espaço 3  pode ter sua 

cinemática: posição, velocidade e aceleração, descrita na base móvel intrínseca bntP


, com o 

terceiro versor binormal ntb


  que é chamado de triedro de FRENET, conforme ilustrado na 

Figura 13 
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P(s) 

Triedro de 
FRENET 

S 

  
n 

  
t 

  
b 

 

Figura 13 – Triedro de FRENET 

 

Considerando a cinemática da partícula, envolvendo o tempo, a velocidade PV


 é obtida da 

derivada temporal da posição da partícula no ponto P(t), de onde obtêm-se: 

 

 tV
Sd

Pd

dt

Sd

Sd

Sd

dt

Pd
P

dt

d
V tP


  (39) 

 

onde Vt  é a componente tangencial escalar da velocidade de P(t) que tem a direção t


. 

Derivando mais uma vez, com respeito ao tempo, obtêm-se a aceleração de P(t): 

 

 

n
R

V
taaV

R

n

dt

dS

dS

td

dS

dS

dt

td
VtVt

dt

d
VtV

dt

d
a

tPt

ttttP







2

mas 











 (40) 

 

onde:  tt Va    corresponde à aceleração tangencial e  RVan /2   corresponde à aceleração 

normal. Note que a aceleração tem apenas componentes nas direções nt


e  (não tem 

componente na direção binormal b


). Portanto a curvatura ocorre no plano tangente a S formado 

pelos versores  nt


e   (ex.: uma força muda a direção da quantidade de movimento t


 de uma 

partícula na direção da força n


), denominado plano osculador. 



CINEMÁTICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

24

 

Portanto o versor binormal b


 pode ser obtido do produto vetorial do versor tangente t


 (ou 

tVV t


 ) e o versor normal (ou  natVa nt


 ), normalizado pelo módulo do produto: 

 

 
aV

aV
ntb 







  (41) 

 

Neste caso o versor tangente t


 terá a mesma direção da velocidade e o versor normal n


 será 

ortogonal a t


  e  b


 sendo expresso por: 

 

 
V

V
t 



      e      tbn


  (42) 

 

O plano OSCULADOR é identificado pelo versor ntb


  onde o movimento ocorre. Quando 

o movimento é plano, a qualquer instante a direção do versor binormal b


 é invariante. 

 

Para determinar a curvatura  (ou raio R) da trajetória, faz-se o produto vetorial da velocidade 

pela aceleração, normalizado pela velocidade ao cubo: 

 

 
















3

3

32

1

0

V

aV

R
b

R

V
aV

b
R

V
n

R

V
tVtVaV








 (43) 

 

Particularmente para percorrer a trajetória S com aceleração tangencial nula, tem-se a curvatura 

 expressa como: 

 

  
2

2
2 1

0
V

a

R
nVn

R

V
tVaaa n

nt 




 (44) 
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Para mais informações sobre as fórmulas de FRENET e outras informações úteis, consulte o 

item: 11 Anexo E – Fórmulas de FRENET. 

 

 

3.11. Cinemática do Ponto - Tipos de Problemas 

 

No estudo das propriedades do movimento de partículas dois tipos de problemas podem surgir: 

 

 Problemas do Tipo:     EFEITO        CAUSA 

 Problemas do Tipo:     CAUSA        EFEITO  

 

No primeiro caso, dado uma equação geométrica temporal/posicional (efeito) que descreve a 

posição de um ponto em movimento (como por exemplo: um vínculo geométrico), busca-se 

identificar as acelerações que causaram tal efeito (causa). Esse tipo de problema é resolvido pela 

“DIFERENCIAÇÃO” da equação da trajetória prescrita por uma restrição vincular que deve ser 

contínua (duas vezes diferenciável). 

 

No segundo caso, dado uma aceleração (decorrente de uma força) descrita por uma função 

temporal (causa) busca-se determinar a posição do ponto ao longo do tempo (efeito). Esse tipo 

de problema é solucionado por uma “INTEGRAÇÃO” para o que é necessário o conhecimento 

das CONDIÇÕES INICIAIS  e a técnica de separação de variáveis. 

 

De maneira esquemática geral a Figura 14 apresenta estes dois tipo de problema. 
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EFEITO (POSIÇÃO) CAUSA (DIFEREN
CIAÇÃO) 

d P / dt 

CAUSA 
(ACELE
RAÇÃO) EFEITO (INTEGRA

ÇÃO) 
 a dt + C 

 

Figura 14 – Tipos de Problemas 

 

 

3.12. Método de Diferenciação 

 

A posição de uma partícula pode ser descrita por uma função posicional/temporal do tipo: 

 tzyxftP ,,,)(  . Para estudar seu movimento devido a uma restrição vincular prescrita, pode-

se determinar a velocidade e aceleração por diferenciação da função temporal de posição: 

 

 ktzjtyitxrOP


)()()()(          ktzjtyitxrVP











)()()(    (45) 

 ktzjtyitxraP










)()()(    (46) 

 

 

Exemplo de Diferenciação 

 

Exemplo: MOVIMENTO PLANO: Estudar o movimento plano do ponto P(t) percorrendo uma 

elipse no sentido de A para B, conforme ilustrado na Figura 15a, com trajetória descrita no 

primeiro quadrante pela restrição vincular das seguintes equações geométricas, expressas em 

coordenadas cartesianas:  )(cos24)( ttx  ;  )sen(23)( tty   no quadrante 2/0    

(PME-3100, 2023). Determinar para o instante t tal que 4/t  a velocidade e aceleração 

expressa na base fixa, os versores do base intrínseca de FRENET e o raio de curvatura da 

trajetória. 
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(t)   
i 

  
j 

P(t) 

y 
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B 
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3 2 

y 
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B 

4 2 

3 2 

P(t) 

  
t 

(t) 

  
n 

  
V 

r(t) 

 

Figura 15 – Movimento Plano Elíptico 

 

Resolução: a) Sistema: Partícula P com trajetória prescrita; b) DVCL; c) Referencial fixo Oxyz; 

d) Trajetória de P(t): )(sen23e)(cos24 tytx  . 

 

b) A velocidade de P(t) é a derivada com respeito ao tempo da posição temporal: x(t) e y(t): 

     jtitVjtitrOP P


cos3sen42sen3cos42    derivando novamente: 

 jtitaP


sen3cos42     para  4/t           jiajiV PP


34;34   

Note que trata-se portanto de um movimento acelerado, conforme ilustrado na Figura 15b. 

c) Os versores da base intrínseca de FRENET são obtidos de: 

ji
ji

V

V

dS

dt

dt

dP

dS

dP
t

P

P









5

3

5

4

916

34





    para  4/t  

k
k

aV

aV
b















24

24
     e     jitbn



5

4

5

3
  

Note que: )(/)(tan txty     4/)tan(3tan t  para  4/t       4/3tan   ( 37º). 

d) A velocidade e aceleração expressas no referencial intrínseco são: 

    ttjijittVV


5
5

3

5

4
34 








     e         ntnnattaa



5

24

5

7
  

e) Finalmente o raio de curvatura:   
24

125

24

53
3





aV

V




  
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Exemplo: HÉLICE CILÍNDRICA: Estudar o movimento do ponto P(t) percorrendo uma hélice 

cilíndrica, com trajetória descrita pela restrição vincular das seguintes equações geométricas, 

expressas em coordenadas cartesianas:  )(cos)( trtx  ;  )(sen)( trty    e  )()( tkrtz   

onde r, k e    são as constantes paramétricas não nulas da hélice cilíndrica (Giacaglia, 2009). 

 

Resolução: a) Sistema: Partícula P com trajetória prescrita; b) DVCL; c) Referencial Oxyz; d) 

Trajetória de P(t): sendo t  , tem-se portanto: 

 )(e)(sen;)(cos tkrztrytrx    

o passo h da hélice é a elevação a cada volta (2) portanto:  krh  2  

 

b) A velocidade de P(t) é a derivada com respeito ao tempo da posição temporal: x(t); y(t); e z(t). 

 kkjirV

krzryrx

P















cossen

ecos;sen
 

 

 

P(s) 

O 
y 

x 

z 

 
i 

 
j 

 
k 

Hélice 
Cilíndrica 

S 

    
r (t) 

  
t 

h 

  
n 

  
b 

 

 

Figura 16 – Movimento Helicoidal Cilíndrico 

 

c) A aceleração de P(t) é a derivada de VP(t) com respeito ao tempo:  

 
  1sencos poiscte

0sencos

0esen;cos

2422

2

22







jira

kjira

zryrx

P

P















 

Para cte  , no referencial  bnt


:    nrtnataa ntP

 20   
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d) O vetor tangente t


 à trajetória de P(t):  

 

 kkji
k

tkrV

krV
V

V
t

P

P

P

P























cossen
1

1
1

cossen  :quesetem

2

2

22222
2

 

No referencial bnt


:      cte1 2  tkrVP




  

 

e) O vetor binormal b


 à trajetória de P(t):  

   
        

 
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






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

1cossen
1
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sencoscossen)()(
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2

232222232

32

2232

2





























 

 

f) O vetor normal n


 à trajetória de P(t):  

    

centro)oparaapontando(sencos

sen1cos1
1

1

cossencos

cossensencossen

1

1

22

2

2

2
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



















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




jin

jkik
k

n
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k
n
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











 

 

g) O vetor tangente 
xy

t


 à trajetória de P(t) no plano Oxy é:  

 

   

 
2
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2
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1
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


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h) O raio de curvatura  da trajetória de P(t) é:  

 
 

     22

2

2

2
22

22

2

11

11
1

1

ctepois0para

kr

k

krR
Rkr

r

k
r

a

VV
a

V
dt

Vd
n

V
t

dt

Vd
a

P

PP
P

P
PPP

P




























 

 

Exemplo: Lançamento Elevado 

 

Calcular o ângulo  de elevação segundo o qual deve ser lançada uma bola no vácuo, com 

velocidade inicial VO constante para atingir a cesta (com localização hf determinada no plano 

vertical) conforme ilustrado na Figura 17a.  

 

 

 

VO 
z 

DVCL DFCL 
x 

-m g 

G 

G 

hf 
hi 

1 

2 

 

Figura 17 – Lançamento Elevado com Velocidade Inicial 

 

RESOLUÇÃO: Sistema: corpo de massa m; Diagramas: DVCL movimento parabólico com 

lançamento de velocidade inicial e ângulo de elevação, conforme ilustrado na Figura 17b e 

DFCL: conforme ilustrado na Figura 17c. Referencial e pólo: Oxz fixo. Teoremas: Equação de 

movimento acelerado obtido do processo de integração. Considerando o ponto de lançamento 

como origem do sistema de coordenadas Oxy (x0 = 0 e z0 = 0), da expressão do movimento 

uniformemente variado (MUV) tem-se: 
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













2/)(

)(

)(

2
00

0

00

tatVxtx

taVtV

tVxtP







 

 

Utilizando o TR tem-se: kgmam G


 . Para velocidade inicial kViVV


 sencos 000   

obêm-se duas equações a saber:       2
0000

2

1
sen)(ecos)( tgtVztztVxtx  


. 

Eliminando o tempo utilizando cos/ 0Vxt  , obêm-se: 2

22
0 cos2

tan x
V

g
xz


   que é a 

equação do movimento na forma parabólica do tipo 2xcxbaz  . Para atingir o ponto 

kzixh fff


  utilizando 


2

2
tan1

cos

1
  obtêm-se:   2

2
0

2

tan1
2

tan 
V

xg
xz f

ff   ou  

0
2

1tan
2

tan
2

2
0

2

2
02 
















f

f

f xg

Vx

xg

V
  que é uma equação de segunda ordem em tan . O 

discriminante deve ser necessariamente não negativo, resultando na condição: 2

2
0

2
0

22
ff x

V

g

g

V
z   

sem o qual a altura da cesta não será atingida. No caso da igualdade haverá apenas uma raiz, e, 

portanto apenas um ângulo de elevação no lançamento da bola. Caso contrário haverá duas raízes 

soluções resultando em dois valores que satisfazem a condição do problema. As soluções são 

chamadas de lançamento curto (1 menor) e lançamento longo (2 maior). 

 

 

3.13. Método de Integração 

 

No movimento retilíneo uma partícula tem variação de velocidade que no caso mais geral pode 

ser expressão por uma função do tipo:   txxfa ,,  . Para a aceleração constante pode-se obter a 

velocidade e posição por integração direta, onde para o movimento uniformemente variado 

(MUV) obtêm-se (ver Anexo G - Movimento Retilíneo): 

 

 2
000

2

1
)()( tatVxtxetaVtV   (47) 
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Se a aceleração for uma função da posição a = f(x), pode-se integrar cada lado da equação com a 

seguinte SEPARAÇÃO DE VARIÁVEIS: 

 

    dxxfdVVdxxfdx
dt

Vd
xf

dt

Vd
a )()()(  (48) 

 

Se a aceleração for uma função apenas da velocidade a = f(V), a solução é similar com a 

correspondente separação de variáveis: 

 

   dtVd
Vf

dt
Vf

Vd
Vf

dt

Vd
a

)(

1

)(
)(  (49) 

 

Para o movimento angular tem-se a velocidade a aceleração angular que também podem ser 

integradas: 

 

   





 ddddt
dt

d
e

dt

d
deliminando  (50) 

 

 

 

Exemplo: integração de sistema acelerado 

 

Considere um submersível em movimento retilíneo horizontal dentro da água com velocidade 

inicial V0 de 10.0 m/s, conforme ilustrado na Figura 18a. Devido a resistência hidrodinâmica 

viscosa do fluído, o submarino tem desaceleração de  a =   V2 [m/s2]. Determinar o tempo e o 

percurso do submarino até atingir a velocidade de V (t) = 1.0 m/s  (Giacaglia, 2007). 
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Figura 18 – Submarino (Fonte: internet e autoria) 

 

RESOLUÇÃO: a) Sistema: corpo submerso de massa m, sustentado pelo fluido; b) Diagramas: 

DVCL movimento horizontal no plano com velocidade inicial V0 = 10.0 m/s;; DFCL: 

resistência hidrodinâmica ao movimento função de V 2, conforme Figura 18b. c) Referencial e 

pólo:  Oxy fixo. d) Teoremas: Equação de movimento acelerado a serem integradas para obter 

velocidades e posições.  

 

Fazer a separação das variáveis na equação de movimento: 

dtadV
dt

Vd
a          para        dtdVVVa    22  

 

Integrando os dois lados entre o instante inicial t = t0 = 0 onde V(t0) = V0 = 1.0 e sabendo a regra 

de integração de função exponencial: 

 

 

x

x

n
x

x
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x
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dxxdxxfxxf
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00 1
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




     então, tem-se: 

 0

0

)(1
)(

2 1

)(

1

1 0

0

00

tt
VtV

t
V

dtdVV
t

t

tV

V

t

t

tV

V








   

 

Para as seguintes condições iniciais: t = t0 = 0 ; V(t0) = V0 = 10.0; V (t) = 1.0 m/s  = 0.1 ; pode-

se determinar o instante de tempo final  tf : 

sttt
VtV

fff 0.91.0
0.10

1

0.1

11

)(

1

0

   



CINEMÁTICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

34

Para obter a posição no instante final: tf = 9 s  faz-se a separação de variáveis: 

dtVxd
dt

xd
V          mas         

 tV

V
tVt

VtV 


0

0

0 10.01
)(10.0

1

)(

1
 

Substituindo em d x:   
 

dt
tV

V
xd




0

0

10.01
  e integrando os dois lados tem-se: 

    





t

t

t

t

x

x
dt

tV
Vxtxdt

tV

V
xd

000
0

00

0

0

10.01

1
)(

10.01
 

Utilizando a seguinte variável (troca de variáveis): 

 
0

00
10.0

10.0portanto10.01
V

du
dtV

dt

ud
tVu


  e substituindo na expressão 

anterior para x0 = 0: 

   






t

t

t

t

t

t
du

uV

du

u
Vdt

tV
Vxtx

000

1
10

1.0

1

1.01

1
)(

0

0

0

00  

    CtVtxutxdu
u

tx
t

t
  01.01ln)(ln)(

1
)(

0

 

Substituindo as condições iniciais: t = t0 = 0 ; V(t0) = V0 = 1.0; V (t) = 1.0 m/s; identifica-se C 

para o instante inicial e depois substituindo para o instante t: 

   
 

    metros2310ln109101.01ln0.10)(

00)1ln(1ln0.100

0101.01ln0.1001.01ln0.10)( 000







tx

CC

CCtVtx

 

 

 

Exemplo: pára-quedista 

Determinar a velocidade máxima de um pára-quedista em queda livre antes da abertura do pára-

quedas, conforme ilustrado na Figura 19a. Dados: massa do pára-quedista m, área frontal em 

movimento estacionário de queda livre: A, densidade do ar ; coeficiente de arrasto 

aerodinâmico (resistência ao movimento proporcional à velocidade ao quadrado) CAD. Considere 

a força aerodinâmica como: 2

2

1
VCAF ADAD   . 

 



CINEMÁTICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

35

 

VO 

z 

DVC 

DFCL 
x 

FAD 

-m g 

queda livre 

G G 

O 

 

Figura 19 – Corpo em Queda Livre - DVCL – DFCL (foto: internet) 

 

RESOLUÇÃO: a) Sistema: corpo de massa m em queda livre em atrito com o ar; b) 

Diagramas: DVCL movimento vertical conforme ilustrado na Figura 19b e DFCL: arrasto 

aerodinâmico ao movimento função de V 2 e ação da gravidade, conforme ilustrado na Figura 

19c. c) Referencial e pólo: Oxz fixo. d) Teoremas: Equação de movimento acelerado.  

 

Utilizando o TR:  
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Fazer a separação das variáveis na equação de movimento acelerado: 

dtadV
dt

Vd
a     para        dt

Vkg

dV
dtVkgdVVkga 
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2

22
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/

/1
 (França, 

163): 

De tabela de integrais obtêm-se:   C
uc

uc

cuc

ud







 ln
2

1
22

 

 

Integrando os dois lados entre o instante inicial t = t0 = 0 onde V(t0) = V0 = 0.0 (a constante C 

será nula): 
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Multiplicando ambos expressão anterior por V obtêm-se 

 
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Para o instante inicial t = t0 = 0 onde  z0 = 0 e V(t0) = V0 = 0.0 resulta    22
2 ln/ cgcC   

km/h216m/s60
2

/1ln
2

2/2

22

22









AD
z

cgz

CA

gm
kgcVLimecV

Vc

c

g

c
z



 

 

Exemplo: Manobra Loop 

 

Estudar o movimento de um veículo P(t) realizando uma manobra de loop dentro de um túnel de 

raio R, em função do angulo de inscrição  e com ângulo de entrada , conforme ilustrado na 

Figura 20b. Pergunta-se: qual a velocidade mínima do veículo para realizar a manobra (Salvagni, 

2014, Giacaglia, 1982). 

 

 

P(t) 

O 
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x 

z 
 
k 

TUNEL 
a) 

  
n 

 
i 

 
j 

S 

O 
y 

x 

  
t 

  
Vt 

S 

O y 

z 

b) c 

  
n 

 

R 
P(t) 

P+dP 
dS 

dx 

P+dP 

d 

 

 

P(t) 

  
u 

 

 

Figura 20 – Loop dentro do Túnel 

 

Resolução: a) Sistema: o veículo entra no túnel com ângulo de entrada  subindo pela parede 

lateral (vínculo), conforme ilustrado na Figura 20a. b) Diagramas: A posição do veículo, 
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expressa em coordenadas cilíndricas, é dado por    uRixOP


 .  Para um pequeno 

deslocamento dS  0 tem-se: 














d

R
dx

dR
dx

dR
dS

dSdx

dSdR

tancos
sen

sen
cos

sen


























 

Separando as variáveis e integrando os dois lados da equação tem-se: 

 0
tantan 00










 

R
xd

R
dx

x

x
  e como o versor    kju


00 cossen    

utilizados na expressão da posição:   uRixOP


  obtêm-se: 

        kjRi
R

OP


00
0 cossen

tan








  fazendo a derivada do vetor posição 

obtêm-se a velocidade como:  kRjRi
R

VP











sencos

tan
  

A velocidade inicial do veículo, devido ao angulo de ataque  é dado por: 

 jiVjViVV yx


 sencos     portanto, substituindo na expressão anterior tem-se: 

    kVjViVVP


00 sensencossencos    

 

Utilizando o triedro de FRENET identifica-se o versor tangente t


 como: 

kjikRjRi
R

Rd

Pd

Sd

d

Sd

Pd
t











sensencossencossencos

tan

sen











 

Para o versor normal n


 como: 

   kj
R

kj
RSd

d

d

td

Sd

td
n













cossen

sen
cossensensen

sen1 2

  

Portanto o raio de curvatura descrito pelo veículo dentro do túnel é:   2sen/R  

Para o versor binormal b


 pode ser obtido de ntb


 . 

A velocidade mínima de entrada no túnel é aquela suficiente para ultrapassar o topo do túnel, 

sem a perda de contato com o teto do túnel. Aplicando o TR no veículo de massa m e isolando a 

componente apenas na direção radial:  sen mgNam u  onde a componente radial da 

aceleração é dado por: /2Vau    que substituindo na equação anterior para posição superior 

onde   , obtêm-se a velocidade mínima que mantém o contato:  gV 2  onde 
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 2sen/R . A variação da Energia Cinética inicial e no topo é dada por: 

 22
Topoinicial VVmEC    e o trabalho realizado pela força peso (Energia Potencial gravitacional) 

será:  RgmV 2 . Utilizando o TEC (E = ) obtêm-se: gRVV InicialTopo 422   e impondo a 

condição de contato:   22 sen/4 RgggRVInicial     ou   22 sen/14 RgVInicial  

Para um veículo de m = 1600 kg, Raio do Túnel: R = 4.0 metros e angulo de entrada  = 30º 

resulta e velocidade inicial mínima de:   km/h60m/s7.17º30sen/140.481.9 22 InicialV . 

(veja o vídeo em:   https://www.youtube.com/watch?v=AvpSYrXdmio) 

 

 

3.14. Expressão de Curvatura para Movimento Plano 

 

Considere que o ponto P se move no plano ao longo de S, tal que, a projeção de sua velocidade 

no eixo x seja Vx constante, conforme ilustrado na Figura 21a. Para a função: )(xfy   tem-se a 

derivada temporal como: 

 

 xyx
dx

dy
y    (51) 

 

onde jyixtVP








)(   e  dxdyy /  é a diferencial em relação a x, conforme ilustrado na Figura 

21b. 

 

 

 
VP 

y 

x 

S 
 
VP 

y 
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y = f(x) 

   
x 

   
y 

dx/dy 

P P 

O 

 

Figura 21 – Movimento no Plano 
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Derivando novamente em relação ao tempo, obtêm-se considerando 0cte  xx  : 

 

 2xyxyxxyx
dx

dy
x

dx

dy

dt

d
y  








  (52) 

 

Resultando na velocidade e aceleração: 

 

 
 









jVya

jyiVjVyiVV

xP

xxxP 



2

1
 (53) 

 

O versor tangente e o versor normal, obtido do operador de rotação i (onde ji


 ) são: 

 

 

 

   
22

2

1

1

1

1

1

1

y

iyj

y

jyii
n

yV

jyiV

V

V
intin

V

V
t

x

x































 (54) 

 

Para o movimento com velocidade no eixo x, Vx constante a aceleração normal é RVnan /2


 

de onde se obtêm: 

 

 

      

     
y

yy
R

R

yV

y

Vy

R

yV

y

iyj
Vy

xx

x
x





















2/1222

2

2

22

2

2

111

1

1

1

1


 (55) 

 

Finalmente lembrando que dxdyy /  resulta no raio da curvatura R da função )(xfy   como: 

 

 
 

y

y
R






2/321
 (56) 
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4. CINEMÁTICA DO SÓLIDO 

 

A posição e a atitude de um corpo rígido no espaço são propriedades fundamentais na dinâmica 

de sistemas mecânicos. Sua completa e correta identificação são fundamentais para determinação 

completa da sua movimentação no espaço tridimensional, que pode ser obtida pela dupla 

integração de sua aceleração translacional e rotacional. A localização, velocidade, aceleração e 

atitude permitem descrever totalmente a cinemática do corpo em movimento. 

 

4.1. Definição de Sólido 

 

Uma partícula é idealizada como um corpo com dimensões físicas infinitesimais, o que implica 

ter toda sua massa, considerada não desprezível, concentrada em um único ponto. Uma partícula 

é, portanto um ponto material com massa não nula. A posição da partícula pode ser identificada 

por um único vetor posição, descrito em um sistema de coordenadas. Negligenciar sua dimensão 

significa também ignorar sua atitude e movimento de rotação. Um grande conjunto de partículas 

forma um corpo extenso e deformável. Se, entretanto as deformações forem, numa primeira 

aproximação, consideradas desprezíveis face aos movimentos globais do corpo, constitui-se um 

corpo indeformável ideal. Portanto um agregado de partículas com distâncias entre elas 

invariante, constitui-se um corpo rígido. Neste caso o SÓLIDO ou corpo rígido, deve ter 

obrigatoriamente sua atitude descrita por seu movimento de rotação, além da posição de um de 

seus pontos. 

 

4.2. Graus de Liberdade e Vínculos 

 

A movimentação composta pela variação da localização e a variação de orientação de um corpo 

rígido no espaço Euclidiano 3  é perfeitamente determinada pela movimentação de um de seus 

pontos (3 graus de liberdade) e pela variação dos ângulos de atitude (3 graus de liberdade). 

Portanto um corpo rígido em movimento livre no espaço possui 6 graus de liberdade. 
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Vínculos são elementos construtivos mecânicos que podem restringir a movimentação em um ou 

mais graus de liberdade. Exemplos de vínculos: articulação e apoio de rolamento sem 

escorregamento, conforme ilustrado na Figura 22 superior e inferior respectivamente. 
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Figura 22 – Exemplos de Vínculos 

 

 

4.3. Localização do Corpo no Espaço 

 

Um corpo rígido tem sua localização caracterizada por pelo menos três de seus pontos (não 

alinhados). A sua localização no espaço também pode ser realizada pela posição de um de seus 

pontos (três escalares) e mais três ângulos de orientação ou atitude (três escalares), conforme 

apresentado na Figura 23: 

 

 31211111 )( ezeyexrOP


       e          (57) 
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Note que o angulo  (phi) foi definido no plano E e1 e2 sobre a projeção do corpo denominado 

“ângulo de direção”. A “elevação” do plano do corpo (versor k


) é quantificada pelo angulo  

(teta) formado pela linha média do corpo, medido em relação a linha projetada no plano E e1 e2. 

Finalmente a rotação própria descrita pelo angulo  (psi) em torno do eixo longitudinal do corpo 

(linha 3PG  da Figura 23). 
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Figura 23 – Localização do corpo no espaço 
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4.4. Propriedade Fundamental 

 

Considere o sólido S em movimento pontos. Os pontos P1 e P2 possuem velocidades 21 PP VeV


, 

conforme ilustrado na Figura 24. Propriedade Fundamental do Sólido: Durante o movimento 

de um sólido S, a distância entre dois quaisquer de seus pontos P1 e P2 permanece constante. 

Portanto tem-se que: 

 

     ctectecte 1212

2

1212  PPPPPPPP  (58) 

 

 

 
VP1 

P1 

S 
P2 

 
VP2 

 

Figura 24 – Velocidade de Pontos do Sólido 

 

Realizando a derivada temporal do produto de segmentos de reta, tem-se: 

 

 

        

      02

02

1212

2

12

12121212











PPVVPP
dt

d

PPPP
dt

d
PPPP

dt

d


 (59) 

 

Utilizando a propriedade distributiva do produto constata-se que, a cada instante t, a projeção das 

velocidades dos pontos P1 e P2 sobre a reta que os une (P2 - P1) é idêntica, conforme ilustrado na 

Figura 25, de forma que: 

 

    121122 PPVPPV 


 (60) 
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 
VP1 

P1 

S P2 

 
VP2 

 

Figura 25 – Projeções das Velocidades sobre a linha entre os Pontos 

 

 

Exemplo: Considere os pontos P, Q e M alinhados, pertencentes ao sólido S em movimento. 

Determinar a velocidade do ponto M em função das velocidades dos pontos P e Q. 

 

 

P 
Q 

M 

S 

b 
a 

 

Figura 26 – Sólido S em movimento 

 

Resolução: Sistema: corpo rígido e pontos notáveis; Diagramas: DVCL; Referencial e Pólo; 

Teoremas: considere o versor unitário u


 alinhado com os pontos P, Q e M, conforme 

apresentado na Figura 27. O versor  u


 pode ser escrito como: 

 

 
   

b

PM

a

PQ
u








 

 

Derivando em relação ao tempo obtêm-se: 
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       PQPMPMPQ

PMPQ VV
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b
VVVV

a

b
VV

b

VV
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VV 




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Figura 27 – Diagrama de Velocidades 

 

Se M for o ponto médio do segmento PQ  será  b = a/2  e  
2

PQ

M

VV
V


 

  
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4.5. Tipos de Movimentos do Sólido 

 

Os movimentos de um sólido podem ser agrupados em quatro tipos básicos distintos: 

 

 Movimento de translação; 

 Movimento de translação curvilíneo; 

 Movimento de rotação; 

 Movimento geral de roto-translação. 

 

 

a) Movimento de Translação 

 

Definição: o movimento de translação de corpo rígido é caracterizado pela invariância da 

direção de uma linha traçada no corpo. Retomando a fórmula fundamental da cinemática, tem-se 

que para quaisquer pontos P1 e P2 de corpo rígido vale   cPP


 12  onde c


 é um vetor constante 

(ou seja uma linha pertencente ao corpo). Derivando no tempo: 

 

     121212 00 VVVVPP
dt

d 
  (61) 

 

Portanto, longo do tempo, o vetor c


 tem sua direção preservada (não muda de direção) devido a 

igualdade das velocidades de suas extremidades, conforme ilustrado na Figura 28, em dois 

instantes de tempo consecutivos. Ou seja, todos os pontos do corpo terão sempre a mesma 

velocidade, o que caracteriza um movimento de TRANSLAÇÃO. 
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P1 

P2 

 
V2 

 
V1 

x 

y 

O 

 
c 

P2 

 
V2 

 
V1 

 
c 

Instante:  t t + t 

 

Figura 28 – Translação de Sólido 

 

 

b) Movimento de Translação Curvilínea 

 

Definição: quando as velocidades dos pontos do corpo rígido são todas idênticas mas sua direção 

se altera ao longo do tempo, sem que o vetor  c


  mude de direção, o movimento é chamado de 

Translação Curvilínea. Considere o movimento do corpo ilustrado na Figura 29a. Observe que, 

devido as duas articulações, o corpo de desloca lateralmente com mudança da direção das 

velocidade dos pontos P1 e P2 para o instante (t + t) sem entretanto mudar a direção da linha  c


 

(não há mudança de atitude do corpo). 

 

 

 

P1  
V1 

x 

y 

O 
Instante:  t 

t + t 

 
V2 

 
c 

 

G 

 
VG 

x 

y 

O 
Instante:  t 

t + t 

 
c 

 

Translação 
Curvelinea Rotação 

 
V2 

P2 

 
V1 

G 

 
c 

 
VG 

 
c 

 

Figura 29 – Movimento de Translação Curvilínea e Rotação 
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c) Movimento de Rotação 

 

Definição: O movimento de um sólido S é dito de rotação se dois de seus pontos permanecerem 

fixos durante este movimento. Esse conjunto de pontos é chamado de EIXO DE ROTAÇÃO. 

 

Considere os pontos P1 e P2 fora do eixo de rotação do sólido que gira com velocidade angular 

k


  , em torno da linha TQ, conforme ilustrado na Figura 30a. Considere ainda os planos 

passantes pelos pontos P1 e P2 e o eixo de rotação k


, formando as ângulos 1 e 2, em relação a 

uma referência qualquer, conforme ilustrado na Figura 30b. Devido à rigidez do corpo, o ângulo 

 entre os planos passantes pelos pontos P1 e P2 , não se altera. Portanto, pode-se expressar e 

derivar com relação ao tempo, como: 

 

 cte12         derivando no tempo      1212 0     (62) 

 

Ou seja todos os pontos do sólido tem, a cada instante, o mesmo e único movimento de rotação 

com velocidade angular )()( tt    em torno do eixo de rotação z passante pela linha TQ. 

 

 

P2 

x 

y 

O 

1 

2 P1 

z Eixo de 
Rotação 

 

 
k 

 
 

 

 
 

P2 
P1 

z 

b) a) 

Q 

T 

 

Figura 30 – Movimento de Rotação 

 

Note que o versor k


 coincidente com o eixo de rotação z , sendo orientado por pelo menos dois 

pontos fixos do corpo (Q e T), conforme ilustrado na Figura 30a. 
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d) Movimento de Roto-Translação 

 

Definição: O movimento geral de um sólido S é dito de roto-translação quando translada e 

rotaciona. 

 

e) Movimento Plano 

 

Definição: O movimento do corpo rígido é plano quando três de seus pontos não alinhados, 

permanecem contidos no plano. 

 

 

4.6. Derivada Temporal de um Vetor 

 

Considere o movimento plano circular de P em torno de O fixo, conforme ilustrado na Figura 31. 

A derivada do vetor de MODULO CONSTANTE   urrOP


 , em relação ao tempo é: 

 

 
 

urururVV

u
dt

d
rur

dt

d
r

dt

d
OP

dt

d

OP











0

 (63) 

 

 

O 

 

P 

z 

 
 

 
r 

 
u 

x 

y 

 

Figura 31 – Derivada de um Vetor 

 

Relembrando da figura constata-se que o versor unitário  jiu


 sencos    e sua derivada em 

relação a   resulta em um versor 


 ortogonal rodado de 90° no sentido anti-horário (positivo): 
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 



 jiu

d

d
cossen  (64) 

 

Derivando o versor u


 em relação ao tempo, fazendo    e substituindo na expressão da 

velocidade obtêm-se: 

 

   








 jiuu
dt

d
cossen              




rurVP   (65) 

 

Note ainda que na base tri-ortogonal positiva tem-se que 


uk  e utilizando na expressão 

anterior e rearranjando: 

 

   rurkukrrVP


   (66) 

 

 rVP


         ou          OPVP 


 (67) 

 

Note também que:    uukuku
                uu

   (68) 

ou seja, a derivada temporal de um versor é o produto vetorial da velocidade angular que o 

arrasta, multiplicada vetorialmente pelo próprio versor. A demonstração desta propriedade pode 

ser apreciada em França (2011). Portanto, na base tri-ortogonal cartesiana Oxyz tem-se: 

 

 ii
          jj

         kk


  (69) 
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4.7. Velocidade de Ponto do Corpo 

 

A velocidade de um ponto material P pertencente a um corpo rígido, descrito num referencial 

fixo Oxyz, é obtida da variação de sua posição (P  O) em função do tempo. Para tanto, faz-se a 

derivada temporal do vetor posição: 

 

 

   

kVjViVkzjyix
dt

dP
V

kzjyixkzyixO
dt

d
P

dt

d
V

r
dt

d
OP

dt

d
V

zyxP

P

P































j  (70) 

 

A derivada temporal de cada coordenada é descrita com o ponto superescrito que também é 

identificada como a componente da velocidade naquela direção: xVx  . Note ainda que no caso 

do sistema de coordenadas ser fixo, a origem e os versores não se movimentam e a derivada 

temporal de O e dos versores keji


,  são nulas e portanto não comparecem na expressão. 

 

4.8. Diagrama de Velocidade do Corpo Livre - DVCL 

 

Para o estudo da movimentação cinemática de um corpo rígido é recomendada a identificação 

das velocidades de pontos notáveis do corpo. Trata-se portanto de fazer um diagrama das 

velocidades de pontos do corpo livre de seus vínculos, incluindo as velocidades decorrentes de 

restrições geométricas vinculares ou outras informações eventualmente disponíveis, conforme 

ilustrado no exemplo da Figura 32. 

 

Exemplo: Diagrama de Velocidade do Corpo Livre - DVCL 

 

Determine o campo de velocidade do ponto P ao longo do raio r de um disco em rotação em 

torno do ponto fixo G (movimento plano). Resolução: Sistema: disco de raio R. Diagramas: 
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DVCL onde para cada ponto P do disco, distante r do centro G com velocidade nula, vale: 

 GPVP 


. Utilizando o sistema de coordenadas fixo Oxyz obtêm-se: 

 

 
     

   jirjirV

jir
dt

d
OP

dt

d
r

dt

d
V

P

P


















cossencossen

sencos




 (71) 
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 

b) a) 

 
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 
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VP 

 
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 
u 

 
VG = 0 

 

Figura 32 – Diagrama de Velocidades do Corpo Livre 

 

Alternativamente pode-se utilizar o sistema de coordenadas móvel kuG


  obtendo-se: 

 

   


rurkGPVP   (72) 

 

4.9. Aceleração de Ponto do Corpo 

 

A aceleração de um ponto material P do corpo é obtida da variação da velocidade em função do 

tempo. Para tanto se faz a derivada temporal do vetor velocidade, descrito no referencial fixo 

Oxyz  obtendo-se: 

 

     kVjViVkVjViV
dt

d
V

dt

d
a zyxzyxP











  (73) 

 kajaiaa zyxP


  (74) 
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No exemplo anterior, expressando na base fixa Gxyz tem-se para r = cte: 

 

       jirjirjir
dt

d
V

dt

d
a PP











 sencoscossencossen 2   (75) 

 

Alternativamente, expressando na base móvel kuG


  têm-se as derivadas como: 

 

   

























 



dt

d
rr

dt

d
r

dt

d
r

dt

d
V

dt

d
a PP  (76) 

 

Para r = cte  e  u
    obêm-se, explicitamente, o termo tangencial na direção 


 e o termo 

normal (centrípeto) na direção u


: 

 

 urraP

 2   (77) 

 

 

4.10. Movimento Geral do Corpo 

 

O movimento geral do corpo é uma roto-translação. Considere o sólido S em movimento em 

relação a um referencial fixo XYZ. Considere ainda outro referencial auxiliar móvel, solidário 

ao corpo e, portanto outro sistema de coordenadas Oxyz. Um ponto P qualquer de S tem sua 

posição expressa em relação à O também pertencente ao corpo no referencial móvel descrita por: 

 

   kzyixOP


 j  (78) 
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Figura 33 – Velocidade de um ponto do corpo 

 

e sua derivada temporal dada por: 

 

 
     

kzyixkzyixVV

kzyix
dt

d
O

dt

d
P

dt

d
kzyixOP

OP


















jj

jj
 (79) 

 

Note que as coordenadas {x, y , z}T do ponto P, expressas no referencial móvel, são constantes e, 

portanto suas derivadas são nulas. 

 

Note, entretanto, que os versores da base móvel são arrastados pelo movimento angular do 

corpo. Considerando a velocidade angular genérica do corpo como:  kji zyxarr


   , 

tem-se que a variação dos versores da base móvel, conforme descrito no item 3.6  são dados por: 

 

 ii arr

    ;  jj arr

    e  kk arr


  (80) 

 

Substituindo em: 
    rOPkzjyix

kzjyixkzjyix











 (81) 

 

Resultando finalmente na Fórmula de Campo de Velocidades em função da posição do ponto 

P: 
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 rVV OP


        ou       OPVV OP  


 (82) 

 

Para a verificação da Fórmula de Campo de Velocidades basta multiplicar escalarmente por (P  

O) e resgata-se a propriedade fundamental dos corpos rígido conforme descrito no item 4.4 (o 

produto misto com dois vetores alinhados é nulo): 

 

 
       

   OPVOPV

OPOPOPVOPV

OP

OP









 (83) 

 

Note ainda que se existissem duas velocidades angulares distintas do mesmo corpo 

)()( 21 tt 


 , estas seriam idênticas conforme: 

 

 

   

       

  21

2121

21

0para

00

e



















OP

OPOPOPVV

OPVVOPVV

PP

OPOP

 (84) 

 

sendo a velocidade angular, portanto independente da base que as descreve e válido para todos 

os pontos do sólido S. 

 

As componentes da fórmula de campo de velocidades são facilmente identificadas, conforme 

ilustrado na Figura 34. A velocidade do ponto P é dada por  OPVV OP  


 onde 

  urrOP


 . Substituindo na expressão anterior: 



rVurkVV OOP   
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 

P 

O 

 
VP 

 
VO  

u 

 
 

 
VO 

 
r 

     
 r  

 

Figura 34 – Campo de Velocidades no Movimento Plano 

 

Note que se 0


OV  o movimento é de rotação em torno de O, com velocidade angular 


. Se 

0 
 todos os pontos do corpo terão a mesma velocidade e o movimento será de translação. 

 

Consequências da Fórmula de Campo de Velocidades: 

 

1. Se 0)(


t , todos os pontos de S tem a mesma velocidade (movimento de translação); 

2. Se 0)(


t  será neste instante OP VV


 , se e somente se  OP //


 (eixo instantâneo de 

rotação); 

3. Se no instante t: OP VV


 , para qualquer P resulta que   0 OP


 , o que implica 

0)(


t ; 

4. A projeção da velocidade de qualquer ponto do sólido na direção da velocidade angular é 

idêntica VOP IVV  

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4.11. Resolução de Problemas 

 

Uma forma de resolução dos problemas de mecânica recomenda seguir uma sequência de 

atividades estruturadas para facilitar a análise e compreensão do problema, identificação das 

informações fornecidas, obtenção de informações complementares e utilizar os 

conhecimentos/teoremas disponíveis para a montagem das equações para resolução de 

problemas. Como sugestão recomenda-se seguir as seguintes etapas consecutivas: 

 

 SISTEMA: Identificar qual(is) corpo(s) rígido(s) deve(m) ser tratado(s), qual(is) 

vínculo(s) atual entre corpos, quais as informações disponíveis e quais perguntas devem 

ser respondidas ou incógnitas a serem determinadas; 

 DIAGRAMAS: fazer os diagramas de velocidades do corpo livre (DVCL), facilitando a 

compreensão dos movimentos e restrições vinculares. Identificar eventuais equações 

cinemáticas e/ou restrições vinculares; 

 REFERENCIAL, BASE e PÓLO: selecionar um referencial apropriado/conveniente 

(fixo ou móvel) para expressar os vetores numa base de coordenadas; 

 TEOREMAS: explicitar e aplicar os teoremas disponíveis: fórmula de campo de 

velocidade e acelerações. Montar as equações considerando os diagramas e resolver o 

sistema de equações. Apresentar de forma clara os resultados obtidos. 

 

 

Exemplo: Corpo em movimento com ponto vinculado 

 

A barra AB articulada em A de comprimento L, gira no plano com velocidade angular k


  , 

conforme ilustrado na Figura 35a. Determinar a velocidade no ponto B. 
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Figura 35 – Movimento plano do corpo em torno de ponto vinculado 

 

Resolução: Sistema: barra articulada em A. Diagramas: DVCL movimento plano da barra em 

torno de A. Base Oxy  ou  


uA , conforme ilustrado na Figura 35b. Teoremas: 

  OPVV OP  


. 

Na base Oxy :       ABVV AB  


         jiLkVB


 sencos0       

 ijLVB


 sencos   

Na base 


uA  :       ABVV AB  


        uLkVB


 0     


LVB   

Note que:  ij


 sencos   

 

Exemplo: Corpo em movimento com ponto apoiado 

 

O disco de raio R gira com velocidade angular k


   e rola sem escorregar sobre o pano, 

apoiado no ponto C, conforme ilustrado na Figura 36a.  Determinar a velocidade do centro G do 

disco e do ponto P  na periferia no disco na posição . 
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Figura 36 – Corpo em movimento em torno de ponto de apoio sem escorregar 

 

Resolução: Sistema: disco de raio R, vínculos de apoio em C; Diagramas: DVCL do movimento 

plano, conforme ilustrado na Figura 36b. Base Oxy; Teoremas:   OPVV OP  


. 

Velocidade do centro G do disco:  CGVV CG  


          jRkVG


 0      

  iRVG


  

Velocidade do ponto P do disco:  GPVV GP  


      

      jiRkiRVP


 sencos           jiRVP


 cossen1   

 

 

Exemplo: Sistemas de corpos com pontos vinculados 

 

Existe uma classe de problemas de sistemas de vários corpos interligados por vínculos com 

velocidade relativa conhecida. Neste caso propaga-se sucessivamente a fórmula de campo de 

velocidade para o corpo vinculado. Considere o disco A de raio rA tem velocidade angular 

kAA


   e rola sem escorregar, sobre o tubo fixo de centro em O, conforme ilustrado na Figura 

37a. O centro disco A está articulado com a barra AOB. Determine a velocidade do ponto P na 

vertical do disco B, de raio rB, que também rola sem escorregar sobre o tubo e está articulado 

com a barra no ponto B. 
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Figura 37 – Sistemas de corpos com pontos vinculados 

 

Resolução: Sistema: disco de centro em A, disco de centro em B, barra AB e vínculos em O, A, 

B, C e D; Diagramas: DVCL movimento plano onde para cada ponto P do disco, distante do 

centro O, vale:   OPVV OP  


. 

Para o disco de centro em A, com velocidade angular conhecida A


 e considerando o ponto C de 

contato de rolamento, sem escorregamento, têm-se: 

  


AAAAACA rurkCAVV  0 . 

 

Para a barra AB de centro em O fixo e conhecida a velocidade do ponto A, propagando o 

movimento determina-se a velocidade angular barra AB:   

 

   

  A

A

A
O

AOAOAA

OOA

rR

r

rRurRkr

OAVV

















0

. 

Isso permite determinar a velocidade do ponto B por propagação do movimento: 

 

 
   

 








A

A

BA
B

A

A
B

OOB

rR

rRr
urRk

rR

r
V

OBVV











0
 

Para o disco de centro em B, considerando o ponto D de contato de rolamento, sem 

escorregamento, têm-se: 
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 
 

 
 
  A

AB

BA
B

BBA

A

BA

BBBDB

rRr

rRr

r
rR

rRr

urkDBVV























0

. 

Finalmente a velocidade do ponto P do disco de centro em B, obtêm-se de: 

 
 

 
 
 

 

 
 

  











sen1cos

sencos




















u
rR

rRr
V

urk
rRr

rRr

rR

rRr
V

BPVV

A

A

BA
P

BA

AB

BA
A

A

BA
P

BBP

. 

Note que as projeções de ku


 na base fixa Oxy são feitas com o ângulo  de inclinação da barra 

AB. 

 

 

Exemplo: Corpo em movimento com pontos apoiados 

 

A barra AB de comprimento L está apoiada no plano horizontal e na parede vertical. O ponto A 

tem velocidade horizontal iVV AA


 , conforme ilustrado na Figura 38a. Considerando o 

movimento plano e que não haja perda de contato nos apoios, determinar a velocidade no ponto 

B da extremidade da barra. 

 

 

x 

y 

O z 
Diagrama de 
Velocidades 

b) a) 

 (t) A 

B 

 
VA 

 
VB 

 
i 

 
 j 

L 

 
 

A 

B 

L 

 
VA 

 

Figura 38 – Movimento plano do corpo bi-apoiado 
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Resolução: Sistema: barra apoiada em A e B. Diagramas: DVCL movimento plano da barra, 

com velocidades iVV AA


  e jVV BB


 , conforme ilustrado na Figura 38b. Base:  Oxy , 

Teoremas:    OPVV OP  


. 

Na base Oxy :       ABVV AB  


         jiLkiVjV AB


 sencos       

 ijLiVjV AB


 sencos          













cos

sen

LV

LV

B

A          



senL

VA         

cotan AB VV           jVV AB


cotan  

Alternativamente pode-se utilizar a fórmula fundamental da cinemática de corpo rígido 

(conforme item 4.4) :    ABVABV AB 


           

   jiLiVjiLjV AB


 sencossencos          cotan AB VV  
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4.12. Centro Instantâneo de Rotação (CIR) 

 

O Centro Instantâneo de Rotação (CIR) de um corpo rígido é o local geométrico onde a 

velocidade do movimento plano do corpo é nula. Para a determinação do CIR, utiliza-se da 

fórmula de campo de velocidades aplicada a dois pontos distintos: 

 

    CIRPCIRPVV CIRP  


 (85) 

 

ou seja sempre:  CIRPVP 


. Determina-se portanto o CIR a partir da interseção das 

perpendiculares a dois pontos com velocidades conhecidas, conforme ilustrado na Figura 39a. 

Caso as velocidade disponíveis de dois pontos sejam paralelas, a interseção será entre a 

perpendicular e a linha de seus módulos (linha de proporcionalidade), conforme ilustrado na 

Figura 39b. 

 

 

b) a) 

P 

CIR 

 
VP 

x 

 
VQ 

P 

CIR 

 
VP 

Q 

 
VQ 

Velocidades 
Paralelas 

Linha de 
Proporcio-
nalidade 

Q 

y 
 
u 

 
 

 

 

Figura 39 – Localização do Centro Instantâneo de Rotação - CIR 

 

A posição do CIR é determinada numericamente por  CIRPVP 


 ou seja: 

 

 


/ou/ QP VCIRQVCIRP   (86) 
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Utilizando o sistema de coordenadas ku


,,   tem-se para  PCIRurrk 


e . 

Derivando e relação ao tempo  PCIR VVur


  : 

 

 


 









PP

PCIR

Vk
ur

V
rrVV


 0  (87) 

 

 

Exemplo: Barra arrastada no movimento plano 

 

Considere o disco rígido de raio R rolando sem escorregar sobre a superfície em movimento 

plano com velocidade angular 


. A barra PQ é articulada em P e o ponto Q desliza sobre a 

superfície sem atrito e sem perder o contato, conforme ilustrado na Figura 40. Determinar a 

velocidade angular 


 da barra PQ na posição indicada e a velocidade do ponto Q QV


. 

 

 

P 

 
 

Q 

L 

R 

 
 

G 

 

Figura 40 – Sistema Disco Barra 

 

Resolução: Sistema: disco com raio R , barra PQ de comprimento L e vínculos em Q, P, C; 

DVCL: velocidade 


. conforme Figura 41; Referencial e pólo Oxyz; Teoremas: localização do 

CIR e relações trigonométricas; fórmula de campo de velocidades para o disco que rola sem 

escorregar ( 0CV


) tem-se: 

        
     ijRjRiRkV

jRijRkCGGPkCPVV

P

CP








cos1sencos1sen

sencos0




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A localização do CIR é obtida da intersecção da reta CP com a perpendicular em Q, conforme 

ilustrado na Figura 41. Para o movimento plano, as relações trigonométricas fornecem:  

  cos1sen  RL .  Diferenciando:   sencos RL             k
L

R 






cos

sen




  
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VP 

O 

 
 

 
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 
VG 

 

Figura 41 – Diagrama de Velocidades e Posição do CIR 

 

 

A velocidade do ponto Q ( iVV QQ


 ) pode ser obtida da fórmula fundamental da cinemática 

onde: 

   QPVQPV PQ 


   ;      ijRVP


 cos1sen      e       jiLQP


 sencos   

      
  

 iRV

RV

jijiRjiiV

Q

Q

Q











tansencos1

sensencoscos1cos

sencossencos1sencos







 

 

 

Exercícios: Determinação gráfica do CIR 

 

Determine graficamente o CIR dos dispositivos em movimento no planos ilustrados na Figura 42 

e Figura 43, considerando que os deslizamentos ocorram sem descolamento e o rolamento ocorra 

sem escorregamento. 
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Figura 42 – Localização do CIR (Restrições geométricas) 
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Figura 43 - Localização do CIR (Restrições cinemáticas) 

 

 

L P 

 
 

G 

C  
V 

C 

B 

CIR da Barra CIR da Barra CIR do Hélice 

A 

 
 

R 

 
V 

 
 

O 

O 

G 

 

Figura 44 – Localização do CIR (Fonte Internet e autor) 
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Exemplo: CIR no movimento apoiado 

 

Considere a barra AB de comprimento L, escorregando sobre o ponto C sem descolar e 

percorrendo a semi-circunferência de raio R e centro em O, apoiado em A, conforme ilustrado na 

Figura 45. O ponto A da barra está em contato constante com o semi-círculo e tem velocidade de 

modulo constante cteVA 


. Determinar a velocidade angular 


 da barra na posição )(t  e a 

aceleração do seu ponto B. 

 

 

 

R 

 O 

B 

A 

C 

L 

 

Figura 45 – Sistema Barra Semi-círculo 

 

Resolução: Sistema: barra AB de comprimento L e vínculos de deslizamento em C e A; DVCL: 

Velocidade do ponto A é tangencial à circunferência e a velocidade em C tem a direção da barra 

uVV CC


  (caso contrário descola) e velocidade angular k


   da barra a ser determinada, 

conforme ilustrado na Figura 46; Base e pólo kuC


 ; Teoremas: localização do CIR e 

utilizando relações trigonométricas o OCA ˆ  é isósceles, o OCCIR ˆ  também é isósceles e 

portanto no triângulo ACCIR ˆ       RCIRA 2 ; Na base selecionada tem-se: 

 uVV AA


 sencos    e     


sencos2  uRCIRA  
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VA 
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Figura 46 – Diagrama de Velocidade da Barra  

 

Utilizando a fórmula de campo de velocidades para a barra que rola apoiada em A e C no 

movimento plano tem-se:  CIRAVV CIRA  


      

   


sencos20sencos  uRkuVA        
R

VA

2
   na direção k


. 

Para o ponto B tem-se:  ABVV AB  


        uLk
R

V
uVV A

AB




2
sencos          


















 u

R

L
VV AB


 sen

2
cos  

Derivando a velocidade em relação ao tempo para:   R;  L e cteVA 


  ; 




































 uu

R

L
Vu

R

L

dt

d
Va AAB


 sencos

2
cossensen

2
cos    

sabendo que:    


R

V
uu A

2
   e   u

R

VA 

2
  ;  substituindo na expressão anterior: 

  u
R

LV
u

R

V
a AA

B


2

22

4
sencos    
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4.13. Eixo Helicoidal Instantâneo – (EHI) 

 

O lugar geométrico dos pontos E do sólido S que tem velocidade paralela com a velocidade 

angular 


 num certo instante, é uma reta paralela com 


. Esta reta é chamada de Eixo 

Helicoidal Instantâneo (EHI) do sólido S no instante t. A velocidade dos pontos ao longo deste 

eixo é mínima. 

 

Demonstração: a velocidade do ponto E é dado por:  OEVV OE  


 e impondo que a 

velocidade de E seja na direção 


, portanto 


 hVE , obtêm-se uma equação vetorial com uma 

incógnita: 

 

 

 

 

  

















hVOE

OEVh

OEVV

O

O

OE

 (88) 

 

 

 

Eixo Helicoidal 
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Y 
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    
h  
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VP 
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EHI 

            
 ^ (P – E) 

 
 

O 

 

Figura 47 – Eixo Helicoidal Instantâneo 

 

A solução da equação vetorial com uma incógnita é dada por: 
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   










































22

2

OO VhV
OE

a
a

ba
xbax

 (89) 

 

onde   2/ OVh 


. Então qualquer ponto P fora do EHI terá velocidade maior que a 

velocidade dos pontos deste eixo ( 


 hVE ) pois o termo  EP 


 é ortogonal a EV


 naquele 

instante, conforme ilustrado na Figura 47: 

 

  EPhVP  


 (90) 

 

Portanto a velocidade de qualquer ponto P do corpo, num determinado instante t, é composta de 

uma parcela de translação na direção da velocidade angular ( 


 hVE ) e um termo ortogonal e 

reverso com o eixo de rotação (  EP 


). 

 

4.14. Invariante Escalar da Velocidade 

 

A projeção da velocidade de qualquer ponto de um corpo rígido na direção da velocidade angular 

é um invariante. Demonstração: tomando a fórmula de campo de velocidades e projetando na 

direção da velocidade angular determina-se o invariante escalar IV (válido para qualquer ponto 

pertencente ao corpo): 

 

 
    

VOP

OPOP

IVV

OPVVOPVV












 (91) 

 

Portanto quando a velocidade de um ponto for nula, o invariante escalar da velocidade será nulo 

e todas as velocidades ao longo deste eixo serão nulas, correspondendo a um movimento de 

rotação no plano (CIR). Para velocidade na direção do vetor rotação 


//EV  tem-se: 
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   

 

 
22

2



























IV
OE

a
a

ba
xbaxhVOE

OEVhOEVV

O

O

OOE













 (92) 

 

 

Exemplo: Movimento 3D 

 

Considere o disco rígido de centro em O e raio R, girando com velocidade angular k


   

conforme ilustrado na Figura 48. A articulação A do disco arrasta a barra AB que está articulada 

na guia B que desliza na direção CD. A barra AB não gira no seu eixo próprio. A guia CD tem 

orientação na direção z e distância –2R no eixo y. O comprimento da barra é RL 5 . Determine 

a velocidade angular da barra AB quando o ângulo for 0 . 

 

 

 

O 

x 

y 

  
 

R 

A 

B 

C D 

   
 

z 

2R 

 L 

 

Figura 48 – Sistema Disco Barra 

 

Resolução: Sistema: disco OR com velocidade 


, barra AB comprimento L e vínculos em O, 

A, B; DVCL conforme; Referencial e pólo Oxyz; Teoremas: localização do CIR e relações 

trigonométricas; fórmula de campo de velocidades para o disco OR e para barra AB  
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 

 jiRV

iju

RuRkOAVV

A

OA













sencos

sencos

0







 

 

A barra AB tem velocidade com velocidade angular kji zyx


  e comprimento 

RL 5 . O ponto B tem velocidade apenas na direção da guia CD ( kVV BB


 ) e a posição: 

  kRjRAB


43  , quando o ângulo for 0 . Utilizando a fórmula de campo de 

velocidades: 

 

 

     
   iijkRjiRkV

kjRkjijiRkV

ABVV

zyxxB

zyxB

AB













3443sencos

43sencos



  

 

Separando em cada direção: 

 

 















kRkV

jRjR

iRiR

xB

x

zy







3

04sen

034cos





          

























sen
4

3
3

4/sen

cos34

RRV xB

x

zy

 

 

Como a barra não gira em torno do seu próprio eixo:   0


 AB  

    04343


 zyzyx RRkRjRkji           zy 
3

4
 

Resultando em kRVB


 sen

4

3
   e   

25/cos3;6/cos;4/sen   zyx  
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Exemplo: Eixo Helicoidal Instantâneo (EHI) 

 

Qual a localização do Eixo Helicoidal Instantâneo (EHI) de um o disco rígido de raio R, girando 

com velocidade angular k


   em torno do centro em O que tem velocidade  kiVV OO


 , 

conforme ilustrado na Figura 49.  

 

Resolução: O eixo helicoidal instantâneo do disco tem direção 


 e velocidade EV


 mínima, 

sendo obtido da expressão:    












 















 j
VkiVkV

OE OOO
22

 

 

 

E 

x 

y 

 
VO 

R 

P 

  
 

z 

 
VP 

O 

EHI 

  
 

 

Figura 49 – Localização do Eixo Central 

 

Ou seja o EHI tem direção k


   e o ponto E está localizado em   j
V

OE O



  
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4.15. Campo de Acelerações 

 

Derivando a fórmula de campo de velocidades de corpo rígido com respeito ao tempo, obtêm-se 

a aceleração do ponto P de um corpo rígido: 

 

 

 

   

    OPOPaa

OP
dt

d
OP

dt

d
V

dt

d
V

dt

d
a

OPVV

OP

OPP

OP



















 (93) 

 

     OPOPaa OP  


 (94) 

 

que é a Fórmula de Campo de Acelerações de qualquer ponto P do corpo rígido. Note que o 

termo  OP 


 é a aceleração tangencial e o termo   OP  


 é a aceleração normal 

(centrípeta). 

 

 

Exemplo: Campo de Acelerações do Disco com Velocidade Constante 

 

As componentes da Fórmula de Campo de Acelerações são facilmente identificadas em um 

movimento plano. Considere um disco rígido de raio R rolando com velocidade GV


 constante 

sobre um plano sem escorregar e sem descolar, conforme ilustrado na Figura 50a. Se o 

movimento é sem escorregamento e sem descolamento:  0


CV . Utilizando a fórmula de campo 

de velocidades: 

  iRjRkCGVV CG


  0 . Portanto se 


 for constante, GV


 será constante 

( cteR ).  Derivando GV


 em relação ao tempo tem-se:  

  

























 i

dt

d
Ri

dt

d
RiR

dt

d
iR

dt

d
V

dt

d
a GG


    para cteR ;  cte


  e  i


 fixo: 
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0


Ga . 

Note entretanto que a derivada de CV


 não é nula pois, trata-se de uma posição particular. 

Utilizando a fórmula de campo de acelerações:     GCGCaa GC  


  tem-se 

que:         jRjRkkGCGCaa GC

 200     que  

corresponde à aceleração centrípeta do ponto C. Note que nesta posição particular a velocidade 

de C é nula ( 0


CV ) mas a sua aceleração não ( 0


Ca ). Para os demais pontos (A, B e D), 

ilustrados na Figura 50b, ocorrerão de maneira similar, acelerações centrípetas apontadas para 

o centro do disco. 

 

 

b) a) 

   
 

R 

G 
 
VG 

DACL 
X 

Y 

C 

   
 

D 

G 

C 

A 

B 

 
aB 

 
aD 

 
aC 

 
aA 

O 
 

Figura 50 – Campo de Acelerações no Movimento Plano 

 

 

Exemplo: Corpo em movimento com pontos apoiados 

 

A barra AB de comprimento L está apoiada no plano horizontal e na parede vertical. O ponto A 

tem velocidade horizontal iVV AA


  constante, conforme ilustrado na Figura 51a. Considerando 

o movimento plano e que não haja perda de contato nos apoios, determinar a aceleração no ponto 

B da extremidade da barra. 
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x 

y 

O z 
Diagrama de 
Velocidades 

b) a) 

 (t) A 

B 

 
VA 

 
VB 

 
i 

 
 j 

L 

 
 

A 

B 

L 

 
VA 

 

Figura 51 – Movimento plano do corpo bi-apoiado 

 

Resolução: Sistema: barra apoiada em A e B. Diagramas: DVCL movimento plano da barra, 

com velocidades iVV AA


  constante e jVV BB


 , conforme ilustrado na Figura 51b. Base:  Oxy 

, Teoremas:  fórmula de campo de acelerações        OPOPaa OP  


. 

Na base Oxy :       ABVV AB  


         jiLkiVjV AB





 sencos       

 ijLiVjV AB





 sencos          













cos

sen

LV

LV

B

A




         




senL

VA         

Derivando a velocidade angular da barra obtêm-se: 

  
















 






 

2sen

cos

sen

1

L

V

dt

d

L

V

dt

d AA  

Utilizando a fórmula de campo de acelerações:       ABABaa AB  


       

    jiLkkjiLk
L

V
a A

B







sencossencos

sen

cos
0

2









        

   jiLijVa AB







sencossencos

sen

cos 2

2









        

jLViL
L

V
a A

A
B




































 
 











sen

sen

cos
cos

sen

cossen

sen 2

2

2

2
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Exemplo: Campo de Acelerações do Disco Acelerado 

 

Considere agora que o disco rígido de raio R tenha aceleração angular 0


  , conforme ilustrado 

na Figura 52a. Desenhar o diagrama das acelerações do corpo livre (DACL) dos pontos na 

periferia do disco. Resolução: Utilizando as informações anteriores na fórmula de campo de 

acelerações, obtém-se a aceleração de translação do centro de massa G: 

       iRjRkkjRkjRCGCGaa CG








  2  

 

 

b) a) 

   
 

R 

G 
 
VG 

DACL 
X 

Y 

C 

   
 

D 

G 

C 

A 

B 

   
 

   
 

 
aG 

     
R  

R 2
 

     
R  

     
R  

R 2
 R 2

 

R 2
 

       
2R  

     
R  

     
R  

     
R  

     
R  

 

Figura 52 – Campo de Acelerações do Disco com Aceleração Angular 

 

Para o ponto A obtêm-se:      jRiRGAGAaa GA




 22   . 

Ou seja, para qualquer ponto na periferia do disco tem-se: aceleração de translação para a direita 

( iR


  em vermelho na figura), mais a aceleração tangencial perpendicular ao raio ( R em 

azul) e mais a aceleração radial (centrípeta) apontando sempre para o centro G ( 2R  em 

verde), conforme ilustrado na Figura 52b. A aceleração total de cada ponto é a soma destas 3 

componentes. 
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5. COMPOSIÇÃO DE MOVIMENTOS 

 

Em dispositivos mecânicos é comum haver movimentos cadenciados entre os componentes 

vinculados do sistema. Por exemplo, um braço robótico de três partes, com vínculos formando 

uma cadeia cinemática aberta de corpos rígidos, conforme mostrado na Figura 53. O sistema tem 

seu órgão terminal arrastado por dois movimentos de partes antecessoras. Note que há um ponto 

em comum entre cada parte. Neste caso é possível equacionar os movimentos de cada parte do 

sistema a partir do ponto comum, transferindo as informações cinemáticas para o corpo rígido 

seguinte. 

 

 

Figura 53 – Robô com braços interligados (foto da internet) 

 

Entretanto há dispositivos com deslizamento relativo entre suas partes, que restringe a aplicação 

desta técnica (não há ponto comum). Para descrever movimentos de sistemas mecânicos 

complexos tridimensionais é conveniente, portanto utilizar a técnica de Composição de 

Movimentos.  

 

Considere um referencial fixo OXYZ e outro referencial móvel Qxyz no qual a posição de um 

ponto P é descrita por   kzjyixQPr


 , conforme apresentado na Figura 54.  

 

 

Orgão Terminal 

Braço 

Intermediário 
Braço Primário 



CINEMÁTICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

79

 

O 

P 
 
r 

X 

Q 

x 

z 

y 

Z 

Y 

 
k 

 
i 

 
j 

 

Figura 54 – Composição de Movimento (Referenciais) 

 

Defini-se MOVIMENTO RELATIVO do ponto P, aquele em relação ao referencial móvel 

Qxyz. Ou seja, é o movimento do ponto P, observado do ponto de vista de Q (boneco vermelho).  

Defini-se MOVIMENTO ABSOLUTO do ponto P, aquele em relação ao referencial fixo 

OXYZ. 

O MOVIMENTO DE ARRASTAMENTO do ponto P, num certo instante, é o movimento do 

ponto como se estivesse ligado ao referencial móvel e, portanto arrastado por ele. 

 

Por obvio, o movimento ABSOLUTO é o movimento RELATIVO adicionado ao 

ARRASTAMENTO produzido pelo referencial móvel. 

 

5.1. Composição de Velocidades 

 

Considere o ponto P do disco de centro em G, com posição   kzjyixQPr


  descrita 

no sistema de coordenadas móvel Qxyz solidário à estrutura ABQG, conforme apresentado na 

Figura 55. A posição absoluta do ponto P em relação ao referencial fixo é 

     OQQPOP  . conforme apresentado na Figura 54. 
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Note que o sistema de coordenadas móvel Qxyz, selecionado convenientemente solidário ao 

corpo intermediário (estrutura ABQG), se movimenta em relação ao referencial fixo OXYZ, 

arrastando o disco. Por sua vez o disco se movimenta relativamente ao referencial móvel. 

 

 

 

O 

A 

 
arr 

y 

x 

z 

 
rel G 

B 

Q P 

 

Figura 55 – Composição da Velocidade 

 

A velocidade absoluta do ponto P é a taxa de variação temporal da posição absoluta: 

 

 

     

     

   

  




 







kzjyixVkzjyixV

Vkzjyix
dt

d
VQP

dt

d
V

OQ
dt

d
QP

dt

d
OP

dt

d

OQQPOP

QP

QQP












  (95) 

 

onde O é fixo, portanto dO/dt = 0 e os versores da base móvel kji


 possuem variação temporal. 

 

Identifica-se perfeitamente no primeiro termo a velocidade RELATIVA do ponto P como sendo 

a variação temporal de suas coordenadas, descritas no referencial móvel: 

 

 kzjyixVrel











  (96) 
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O segundo termo é chamado de velocidade de ARRASTAMENTO: 

 

 kzjyixVV Qarr


  (97) 

 

Note ainda que, se a velocidade angular de arrastamento no referencial móvel (Qxyz) for arr


, 

obtêm-se: 

 

 

   QPVkzjyixVV

kzjyixVkzjyixVV

kkjjii

arrQarrQarr

arrarrarrQQarr

arrarrarr

















 e;

 (98) 

 

que é exatamente a fórmula de campo de velocidades aplicada ao ponto P, considerando a 

posição relativa (P – Q) naquele instante e arrastado pelo movimento angular arr


 do sistema de 

coordenadas móvel, conforme definição apresentada no item 4.7. 

 

Finalmente conclui-se que a velocidade ABSOLUTA do ponto P é: 

 

 arrrelabs VVV


  (99) 

 

onde: 

 kzjyixVrel











  – é a velocidade relativa, ou seja, a derivada temporal da posição do 

ponto P expressa no referencial móvel e; 

  QPVV arrQarr  


 – é a velocidade de arrastamento do ponto P na posição 

instantânea (P – Q) devido a movimentação angular arr


 do referencial móvel. 

 

Note que a base de coordenadas selecionada pode ser móvel e vinculada ao corpo intermediário, 

facilitando a identificação do movimento rotacional relativo e de arrastamento. Esse resultado 

pode ser generalizado para um número finito de movimentos componentes (França, 2011): 

 

 arrNarrarrrelabs VVVVV


 ...21  (100) 
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Exemplo: Composição de Velocidade 

 

Considere o disco rígido de raio R rolando sobre o eixo x com velocidade angular relativa rel


, 

conforme ilustrado na Figura 56. A estrutura AQBG apoiada na articulação A e anel em B, gira 

com velocidade angular arr


 em torno do eixo vertical AB. Determinar a velocidade do ponto P 

localizado na periferia do disco, no instante em que a posição angular do disco é 2/  . 

 

 

O 

A 

 
arr y 

x 

z 

 
rel 

G 

B 

Q 
P  

d 

 

Figura 56 – Composição de Velocidade 

 

Resolução: a) Sistema: disco de centro G e estrutura AQBG e vínculos em A, B e G; b) 

Diagramas: DVCL velocidade angular relativa rel


 do disco e velocidade angular de 

arrastamento arr


 da estrutura; c) Referencial e pólo: base móvel Qxyz solidário à estrutura; d) 

Teoremas: fórmula de composição de velocidades: arrrelabs VVV


  e de campo de velocidades:  

 OPVV OP  


. 

   
   

  jRdVVV

jdkRidkQPVV

jRkRidiQPVkzjyixV

relarrParrelP

arrarrarrQarrParr

relrelrelQrelel




























Pr

Pr

0

0
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5.2. Composição de Acelerações 

 

Considerando apenas dois movimentos componentes pode-se derivar em relação ao tempo a 

expressão da composição de velocidades: 

 

 

  




 





 






 



kzjyixkzjyixkzjyixaa

kzjyixkzjyix
dt

d
V

dt

d
V

dt

d

kzjyixkzjyixVV

Qp

QP

QP





































2

 (101) 

 

O segundo termo se reconhece imediatamente como ACELERAÇÃO RELATIVA rela


. O 

último termo pode ser expresso em conjunto a Qa


, com ACELERAÇÃO DE 

ARRASTAMENTO: 

 

  

  kzjyixixix

iii
dt

d
i

dt

d
i

kzjyixaa

arrarrarr

arrarrarr

Qarr







eparaidem








 



  (102) 

 

     QPQPaa arrarrarrQarr  


 (103) 

 

O termo cruzado intermediário é chamado de ACELERAÇÃO COMPLEMENTAR ou 

aceleração de CORIOLIS: 

 

 

 
 kzjyixa

kzjyixa

kkjjii

kzjyixa

arrcom

arrarrarrcom

arrarrarr

com









































 







2

2

e;

2

 (104) 
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 relarrcom Va


 2  (105) 

 

Finalmente a aceleração absoluta do ponto P  é identificada pela soma das três parcelas: 

 

 corarrrelabs aaaa


  (106) 

 

onde: 

 O termo:  kzjyixarel











  – é a ACELERAÇÃO RELATIVA, ou seja, a derivada 

segunda da posição do ponto P expressa no referencial móvel; 

 O termo:      QPQPaa arrarrarrQarr  


 – é a ACELERAÇÃO DE 

ARRASTAMENTO obtida pela formula de campo de acelerações, considerando a 

posição instantânea (P – Q) e a velocidade angular de arrastamento arr


 do referencial 

móvel; 

 O termo:  relarrcor Va


 2  – é a ACELERAÇÃO COMPLEMENTAR, ou de 

CORIOLIS (atribuída ao francês Gaspard-Gustave Coriolis, 1835), obtida do produto 

da velocidade angular de arrastamento e a velocidade relativa do ponto P. 

 

 

Exemplo: Composição da Aceleração 

 

Considere novamente o disco rígido de raio R rolando sobre o eixo x com velocidade angular 

relativa rel


 e aceleração angular rel


. Conforme ilustrado na Figura 57. A estrutura AQBG 

apoiada na articulação A e anel em B, gira com velocidade angular arr


 constante em torno do 

eixo vertical AB. Determinar a aceleração do ponto P localizado na periferia do disco, no 

instante em que a posição angular do disco é 2/  . 
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O 

A 

 
arr y 

x 

z 

 
rel 

G 

B 

Q 
P  

d 

   
 
   
 

 

Figura 57 – Composição de Aceleração 

 

Resolução: a) Sistema: disco de centro G, estrutura AQBG e vínculos em A, B e G; b) 

Diagramas: DVCL velocidade angular relativa rel


, aceleração angular rel


 e velocidade 

angular de arrastamento arr


; c) Referencial e pólo: base móvel Qxyz; d) Teoremas: fórmula de 

composição de acelerações: corarrrelabs aaaa


   e de campo de acelerações:  

    QPQPaa QP  


 

 

    
  

  kRjRidRa

iRjRkVa

idkRidkka

kRjRkRidiikRidia

relrelarrrelarrP

relarrrelarrrelarrcor

arrarrarrarr

relrelrelrelrelrel


















22

2

2

2

222

00

0

















 

 

5.3. Composição de Vetores de Rotação 

 

Considere dois toca-discos T1 e T2 de centros A e Q, com velocidades angulares arr


 e  rel


 

respectivamente, conforme ilustrado na Figura 58. A base do toca-discos T1 está apoiado no 

plano OXY fixo. O primeiro disco tem velocidade angular de arrastamento arr


 (boneco verde), 

conforme observado do referencial fixo, ilustrado na Figura 58. O sistema de coordenadas móvel 

kjiQ


 solidário à base do toca-discos T2 está apoiado sobre o disco de centro em A, sendo 
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arrastado por sua rotação. Por sua vez o disco de centro em Q tem velocidade angular rel


 

(movimento do boneco azul) relativa a sua base (portanto observado do boneco verde, que está 

sendo arrastada por arr


). A velocidade angular do disco de centro em Q do toca-discos T2 é 

dado simplesmente pela soma vetorial de cada vetor de rotação: 

 

 arrrelabs 


  (107) 

 

Neste caso a velocidade angular relativa é  krelrel


   e a velocidade angular de arrastamento 

Karrarr


  . Portanto a velocidade angular absoluta do disco de centro em Q do toca-discos T2 

expresso na base móvel Qxyz solidária ao corpo intermediário T2 será: 

 

 

jk

jK

Kk

arrrelabs

arrrelarrrelabs

















 (108) 

 

 

O 

X 

Z 

Y 

 
arr 

A 
T1 

x 

y 

Q 

z 
T2 

 
rel 

 

Figura 58 – Composição do Vetor Rotação 

 

Para mais detalhes e dedução analítica, veja França (2011). 



CINEMÁTICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

87

 

Exercício: Composição de Movimentos (uma rotação e uma translação) 

 

Uma partícula P percorre o interior do tubo articulado em Q com velocidade relativa relV


 

constante. Por sua vez o tubo gira em torno de Q no movimento plano com velocidade angular 

k



   constante, conforme ilustrado na Figura 59a. Determinar a velocidade e aceleração da 

partícula P. 

 

 

 

b) a) 

   
 

 

DVCL 
X 

Y 

O 

   
 

 

   
u 

   
 

    
r 

 
Vrel 

 
Vrel 

Q 

Q 

P 
P 

    
r 

   
u 

   
 

 

Figura 59 - Composição de Movimento (rotação e translação) 

 

Resolução: a) Sistema: composto por uma partícula P e um tubo articulado em Q, com rotação 

k


   constante; b) Diagramas: DVCL conforme ilustrado na Figura 59b; c) Base e Pólo: base 

móvel kuQ


  solidária ao tubo; d) Teoremas: fórmula de composição de velocidades: 

arrrelabs VVV


  e de campo de velocidades:   OPVV OP  


. 

 




























arrParrelP

arrarrarrQarrParr

el

rurVVV

rurkQPVV

urkzjyixV







Pr

Pr

0  
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Fórmula de composição de acelerações: corarrrelabs aaaa


   e de campo de acelerações:  

    QPQPaa QP  


 

      


























rura

rurkVa

ururkkQPQPaa

ura

P

relarrcor

arrarrarrarrarrQarr

relP

2

222

00

2

2
,

,









 

 

Note que o movimento da partícula para 0, relPV


 e k


   e R constantes é um círculo. 

Portanto o perímetro percorrido a cada volta é constante ( R2 ). Se houver variação do raio para 

0, relPV


 haverá aumento do percurso a cada volta (trajetória espiral). Portanto a velocidade 

tangencial vai aumentar o que é retratado pela componente de aceleração complementar 

(Coriolis): 





racor 2  que tem a direção tangencial. 

 

 

Exercício: Composição de Movimentos (duas rotações) 

 

Um anel esbelto de raio R , contido no plano Oxz da base móvel solidária a 
primeiro corpo, gira em um eixo vertical com vetor rotação k


   e vetor 

aceleração angular k


   . A barra diametral BP percorre o anel de forma 

que a velocidade relativa v


 do ponto P é conhecida e de módulo constante 
vv 


. Considerando o instante em que o ponto P está na posição   do 

anel, determine em função de  : 

a) o vetor  OP  , o vetor rotação 

  da barra BP em torno de Oy  e o vetor 

rotação absoluta 


 da barra BP; 

b) a velocidade relativa relPv ,


, a velocidade de arrastamento aPv ,


 e a 

velocidade absoluta Pv


 do ponto P da barra BP; 

c) a aceleração relativa rPa ,


, a aceleração de arrastamento aPa ,


, a 

aceleração de complementar (Coriolis) cPa ,


 e a aceleração absoluta Pa


 do 

ponto P da barra BP; 
d) o vetor aceleração angular absoluta 


 da barra BP. 

 
Obs.: adote o piso A como referencial fixo, o anel como referencial móvel e use os versores 

kji


 do sistema móvel Oxyz, solidário ao anel, para expressar as grandezas cinemáticas. 

v

P



R

Ox

z

y



A piso



Anel

j
i



k


B

v
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Resolução: a) Sistema: O sistema é composto pelo anel de centro em O, com rotação k


   

que arrasta a barra BP, que possui velocidade angular relativa 

 . b) Diagramas: DVCL; c) Base 

e Pólo; d) Teoremas. Para determinar o vetor rotação 

  da barra BP, considera-se 

   kiROP


 sencos   e faz-se a derivada temporal: 

   kiRjOPvvv OrelP







 sencos,          ikRvv relP




 sencos,   

Do enunciado: vRvvv relP  


,       j
R

v 
       arrrel 


        kj

R

v 
  

b) Velocidade Relativa de P:     kivv relP


 cossen,   

Arrastamento:    kiRkOPvv OarrP


 sencos,          jRv arrP


 cos,   

Absoluta:   jRkivvvv arrPrelPP


 coscossen,,       kvjRivvP


 coscossen   

c) Aceleração de P:  Relativa:    




  OPOPaa OrelP 









,  

0)(constante     e   0





 
R

v
aO , portanto:  ki

R

v
a relP


 sencos

2

,   

Arrastamento:     OPOPaa arrarrarrOarrP  


,       

    OPkkOPka arrP 





,            jiRa arrP





 coscos2

,   

Complementar:  kivkva relParrcorP


 cossen22 ,,         jva corP


 sen2,   

  k
R

v
jRviR

R

v
aP





 sencossen2cos

2
2

2









  

d) Aceleração angular da barra BP: 

relarrarrrel 


       j
R

v
kk





  0       ki

R

v 



   
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Exercício: Composição de 3 Movimentos (duas rotações e uma translação) 

A placa RSTW gira em torno do eixo RW com vetor 

de rotação 2


 de módulo constante. Sustentado por 

mancais solidários à placa em C e D, o eixo CED 

possui vetor de rotação 1


 de módulo constante em 

relação a placa. A barra EH é soldada ao eixo CED 

e sustenta, em H, um tubo paralelo ao eixo CED. 

No interior do tubo o êmbolo F de um cilindro 

hidráulico desloca-se com velocidade de módulo V, 

constante em relação ao tubo. Determinar, para o 

instante mostrado na figura e representando os 

vetores na base vetorial solidária a placa RSTW: a) O vetor rotação absoluta 


 da peça CDEH; 

b) O vetor aceleração rotacional absoluta 


 da peça CDEH; c) O vetor velocidade absoluta do 

ponto F do êmbolo; d) O vetor aceleração absoluta do ponto F do êmbolo. Dados: aEM 5 ; 

aHE 3 ; iaHF


 )(  

 

Resolução: Sistema: placa RSTW, peça CDEH e o êmbolo F. DVCL: placa RSTW, com 

velocidade angular 2


; Peça CDEH , com velocidade angular 1


  e êmbolo F com velocidade 

constante V. Utilizando composição de movimento, considerando a base móvel Exyz, solidário à 

placa RSTW, tem-se para a peça CDEH a velocidade angular absoluta compota por: 

arrrel 


           ki


21    

A aceleração angular da peça CDEH : 

relarrrelarr 


          ik


1200               j


21    

 

Utilizando a composição de movimento, obtêm-se a velocidade do êmbolo F: arrFrelFF VVV ,,


  

Velocidade relativa de F em relação à base móvel Exyz: 

    jaiiVEHVVVVV relrelErelFrelHrelFrelF


30 1,,,,,          

kaiVV relF


1, 3   

 

W 

R 
S 

T 

C D E 

F 

H 
V 

2 
1 

x 

z 

y 

M 

a 
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A velocidade de arrastamento de F expressa na base móvel Exyz: 

   jaiakMFVV arrMarrF


360 2,              iajaV arrF


22, 36    

A velocidade absoluta:  arrFrelFF VVV ,,


                kajaiaVVF


122 363    

 

A aceleração relativa do êmbolo F será: 

       jaiaiiEFEFaa relrelrelrelErelF


300 11,,    

kaia relF


11, 3                 jaa relF

 2
1, 3   

A aceleração de arrastamento do êmbolo F será: 

       jaiakkMFMFaa arrarrarrarrMarrF


3600 22,,    

 iajaka arrF


222, 36               jaiaa arrF

 2
2

2
2, 36    

A aceleração de Coriolis do êmbolo F será: 

 kaiVkVa relFarrcorF


12,, 322    

jVa corF


2, 2  

 

Finalmente a aceleração absoluta será a soma:     jaaViaaF

 2
2

2
12

2
2 3326    

 

Note que a escolha conveniente do sistema de coordenadas móvel deve permitir a identificação 

do movimento relativo (aquele que acontece quando o movimento de arrastamento é ignorado) e 

a identificação do movimento de arrastamento (quando o ponto em análise está numa 

determinada posição relativa). Tipicamente seleciona-se o corpo intermediário como sistema de 

coordenadas móvel. 

 

 



CINEMÁTICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

92

 

Exemplo do efeito de Coriolis: Considere um carrossel com movimento angular arr


, 

arrastando o corpo em movimento relativo relV


, conforme ilustrado na Figura 60. Qual a 

aceleração do corpo devido ao efeito de Coriolis? 

 

 

 

  
 Vrel 

  
arr 

 z 

 x 

 y 

 

Figura 60 – Efeito de Coriolis 

 

jVa

iVka

Va

arrrelcor

relarrcor

relarrcor













2

2

2







 

 

Note que o perímetro percorrido pelo corpo varia gradativamente de forma crescente em função 

do raio (2  R), aumentando a componente tangencial da velocidade (ou seja, haverá aceleração 

naquela direção). 
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7. Anexo A – Operações com Vetores 

 

A representação de um vetor está associada a um sistema de coordenadas adotado. Considere o 

sistema de coordenadas Oxyz, cartesiano tri-ortogonal, orientado segundo a base de versores 

unitários kji


e,  independentes. Um vetor r


 é representado nesta base por três escalares (x, y, 

z) sendo respectivamente um em cada direção: 

 

 kzjyixr


  (109) 

 

O MAGNITUDE do vetor r


, que corresponde ao seu comprimento, é obtido por sua norma: 

 

 222 zyxr 


 (110) 

 

Note que o norma ou módulo do vetor r


 é invariante e independe da base que o descreve. 

 

 

O PRODUTO ESCALAR dos vetores veu


, é um escalar que corresponde a projeção de um 

vetor sobre o outro, sendo obtido por: 

 

 

cos

3

1

332211

321

321














vuvu

vuvu

vuvuvuvu

kvjvivv

kujuiuu

i
ii











 (111) 

 

Note que no produto escalar dos versores: 0;0;1  kijiii


 

O PRODUTO VETORIAL dos vetores veu


, nesta ordem, é o vetor único vu


  3  

(Carmo, 1976) caracterizado por: 



CINEMÁTICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

95

 

   ),,det( vuwvuw 


 (112) 

 

para qualquer sistema de coordenadas unitário 3w


. O determinante ),,det( vuw  significa 

que se expressa na base natural {ei} no 3  onde:  i = 1, 2 e 3. 

 

 

3

21

21

2

31

31

1

32

32

321

321

321

3

1

3

1

3

1

),,det(

e;

e
vv

uu
e

vv

uu
e

vv

uu
vu

vvv

uuu

www

vuw

evveuueww
i

ii
i

ii
i

ii





 






 (113) 

 

onde: 332211 eweweww 


 é uma base unitária: 1321  www . 

 

Propriedades: 

 

a) vuvu


    (produto vetorial ou cruzado); 

b) uvvu


    (ordem dos termos afeta o produto); 

c)   vwbvuavwbua


  (propriedade distributiva); 

d) 0 vu


   (somente se u e v forem linearmente dependentes - alinhados); 

e)     0 vvuuvu


 (pois       0 uvuuuvu


 pois são paralelos); 

 

Decorre de e) que o produto vetorial não nulo é normal ao plano gerado por veu


. O produto 

vetorial tem modulo idêntico à área do paralelogramo formado pelos dois vetores e tem direção 

perpendicular ao plano formado por eles, sendo obtido por: 

 

 
     

sen

122131132332





vuvu

kvuvujvuvuivuvuvu




 (114) 
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Finalmente se os vetores u(t) = (u1(t), u2(t), u3(t)) e v(t) = (v1(t), v2(t), v3(t)) variáveis no tempo, 

são diferenciáveis no intervalo (a, b) do 3 , com t  (a, b) decorre que: 

 

  
dt

vd
tutv

dt

ud
tvtu

dt

d






 )()()()(  (115) 

 

Note que no produto vetorial dos versores obtêm-se: jikikjkji


 e;  que 

corresponde à regra da mão direita (sentido anti-horário positivo). 

 

O PRODUTO MISTO de três vetores cba


e,  é um escalar que corresponde ao volume do 

paralelepípedo com área da base formada pelo produto vetorial (termos entre parêntesis) vezes a 

altura (produto escalar): 

 

      acbbaccba


  (116) 

 

A sequência dos vetores pode ser permutada e basta que dois vetores sejam alinhados (produto 

vetorial nulo) para que o produto misto seja nulo. 

 

DUPLO PRODUTO VETORIAL 

 

      cbabcacba


  (117) 

 

Note que o produto vetorial  cb


  será um vetor perpendicular ao plano formado por eles. Ou 

seja, não terá componentes na direção deste plano. Portanto o produto vetorial  cba


  não 

terá componentes na direção de a


 conforme o lado direto da equação. 

 

Na forma matricial: 

 

      cããcba 


 (118) 
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8. Anexo B – Regras de Integração 

 

Seja a função:    xxfy  . A integral da função  xfy  , definida entre os intervalos  x0 e x; 

será dada pela função ANTIDERIVADA   
 1

1






q

x
xF

q

  da função    qxxf    com 1q .  

A integral da função   xxfy   é dado por: 

 

      0
0

xFxFdxxf
x

x
  

 

Para 1q         2

2

1
xxF        

222

1 2
0

2

0

2

0

xx

x

x
xdxx

x

x
  

 

Exemplo de integração de função   2/1xxxfy  . 

A ANTIDERIVADA   
 

2/3
1)2/1(

3

2

1)2/1(
x

x
xF 






  Portanto   
3

2

3

2

3

2 2/3
0

2/3

0

2/3

0

xx

x

x
xdxx

x

x
  

 

Exemplo de integração de função   11  x
x

xfy     kxdxx
x

x


 ln
0

1  

 

9. Anexo C – Regras de Derivação 

 

Algumas regras de derivação são utilizadas neste texto e suas relações são lembradas a seguir: 

 

Regra do PRODUTO: considere as funções x(t) e y(t): 

 

   )()()()()()( ty
dt

d
txtytx

dt

d
tytx

dt

d
  
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Exemplo de derivada de função utilizando a regra do Produto 

Considere as funções:     cos)(sen)(  tyetx  

 

 

     

   



22 sencoscossen

sensencoscoscossen









dt

d

dt

d

 

 

Regra do QUOCIENTE: considere as funções x(t) e y(t): 

 

 
)(

)()()()(

)(

)(
2 ty

ty
dt

d
txtytx

dt

d

ty

tx

dt

d










 

 

Exemplo de derivada de função utilizando a regra do Quociente 

Considere as funções:     sen)(ecos)(;)(  tytxt  

 

 

   

 





















2

22

2

2

sen
cossen

sensen

cos

sen

coscossensen

sen

cos

























dt

d

dt

d

 

 

Regra da CADEIA: considere as funções g(t) e f(g(t)): 

 

     )()()( tg
dt

d
tgf

dt

d
tgf

dt

d
  

 

Exemplo de derivada de função utilizando a regra da Cadeia 

Considere a função    )(sen)( tgetf  

 

   cossen)(sen
dt

d

dt

d
t

dt

d
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10. Anexo D – Taxa de Variação de um Vetor 

 

Considere o vetor u


 descrito em um sistema de coordenadas móvel Oxyz: 

 kujuiuu


321   (119) 

 

A variação temporal do vetor é dada por: 

   kujuiukujuiuuu zyxzyxdt
d 








  (120) 

 

Os primeiros três termos correspondem à variação temporal relativa do vetor, quando observado 

do referencial móvel: 

   kujuiuu zyxrelativodt
d











  (121) 

 

Os demais termos correspondem à variação temporal do sistema de coordenadas auxiliar cujos 

versores se movem angularmente arrastados pelo movimento da base arr


. Utilizando as 

derivadas dos versores unitários d base móvel: ii arr

    ;  jj arr

    e  kk arr


  

obtêm-se rearranjando os termos: 

 

 
  ukujuiukujuiu

kujuiukujuiu

arrzyxarrzyx

arrzarryarrxzyx












 (122) 

 

     uuuu arrrelativodt
d

dt
d 

   (123) 

 

ou na forma matricial utilizando a matriz anti-simétrica  arr~ : 

 

         uuu arrrelativodt
d

dt
d  ~  (124) 
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11. Anexo E – Fórmulas de FRENET 

 

TRIEDRO DE FRENET - Seja a posição do ponto P() uma função do parâmetro (). As 

coordenadas do ponto P(): x(), y(), z() são as equações paramétricas da curva orientada S 

descrita pelo movimento geométrico de P no espaço 3  ao variar o parâmetro () com 

continuidade, conforme ilustrado na Figura 61a. 

 

 )()(  rOP


  (125) 

 

Portanto se o ponto P = P (S) que percorre a trajetória orientada S no espaço 3  tem sua 

posição, velocidade e aceleração descritas na base móvel intrínseca bntP


 móvel solidária ao 

ponto P, com o versor binormal ntb


 , que é chamado de triedro de FRENET. Para os 

pontos P(SdS), P(S) e P(S+dS) quando dS  0, forma-se o plano tangente à S, chamado de 

plano  OSCULADOR (Boulos, Zagottis, 1991) onde ocorre o movimento com velocidade 

tVV PP


  e curvatura na direção n


, conforme ilustrado na Figura 61b. 

 

 

P() 

O 

    
r() 

y 

x 

z 

S 

S 

P(S) 

P(S+dS) 

  
n 

dS 

  
t 

dP d 

 

S 

 

Figura 61 – Curva S no Espaço 3  
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Derivemos a relação 0 tb


 em relação a  S. 

 

 0comoe
1

mas0  nbn
dS

bd

dS

bd
bt

dS

bd 






 (126) 

 

Resulta em  nbt
dS

bd
t

dS

bd 





àparaleloaea normal élogo0   

 

Suponha que  n
dS

bd
n

dS

bd 





  onde   é chamado de TORÇÃO da curva P (S). O inverso é 

chamado de RAIO DE TORÇÃO. 

 

Derivando tbn


  em relação a S tem-se: 

 

 tbnbtn
dS

td
bt

dS

bd

dS

nd 




   (127) 

 

 





















n
dS

td

tb
dS

nd

nn
dS

td
















1

             ou                























































































b

n

t

b

n

t

dS

bd
dS

nd
dS

td



















00

0

00







 (128) 

 

Portanto as equações intrínsecas da curva de S na base móvel bntP


 são as chamadas equações 

de FRENET, conforme ilustrado na Figura 62. 
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P(s) 

O 
    
r(s) 

y 

x 

z 

Triedro de 
FRENET 

S 

  
n 

  
t 

  
k 

 

Figura 62 – Triedro de FRENET 

 

Identificam-se os planos OSCULADOR ( nt


 ), onde ocorre o movimento, com velocidade 

tVV PP


  com curvatura na direção n


, plano NORMAL ( bn


 ) e plano RETIFICANTE 

( tb


 ), conforme apresentado na Figura 63. 

 

  
b 

 
t 

P 
    
t    n 

 
n 

Plano 
Osculador 

Plano 
Normal 

Plano 
Retificante 

    
b    t 

    
n    b 

S 

 

Figura 63 – Identificação dos Planos 

 

Um movimento plano ocorre no plano OSCULADOR identificado por ntb


 , quando a 

direção do versor binormal b


 é invariante e pode ser determinado por:   
aV

aV
ntb 







 . 
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Finalmente ilustra-se e a torção da curva S , apresentado a variação da direção do versor 

binormal b


, conforme mostrado na Figura 64. Note que o movimento ocorre no plano 

Osculador que teve sua atitude modificada pela Torção da trajetória. 

 

  
b 

 
t 

P 

    
t    n 

 
n 

Plano Osculador 

 
b 

 
t 

P 
 
n 

Torção  

 

Figura 64 – Torção da Curva S 

 

CURVATURA: 
3

V

aV





  (129) 

TORÇÃO: 
2

aV

aaV






  (130) 

 

 

Relações Úteis 

 

Considerando curva no plano cartesiano onde  y = y (x)  tem-se que: 

 

 
  







y

y
Rxyy

2
1

)(  (131) 
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12. Anexo F - Movimento Ciclóide 

 

Um disco de raio R rola sem escorregar para a direita sobre o eixo x. Nessas condições, um 

ponto P da periferia do disco descreve uma curva chamada CICLOIDE. O parâmetro da curva é 

o ângulo central θ, contado no sentido horário a partir da vertical. A função horária da atitude é 

dada por:  t    sendo ω a velocidade angular do disco, supostamente constante. Derivando 

em relação ao tempo obtêm-se:      e  0  . 

 

 

P 

O 

 
 

R 

 

x 

y 

C 

G 

 
VG 

P 

 
VP 

 G 

C 

2R 

P 

 R 

 

Figura 65 – Movimento Ciclóide 

 

As equações paramétricas da curva ciclóide são:   senRRx    e  cosRRy  .  

O vetor posição de P() se escreve como: 

      jiRjyixOPrP


 cos1sen)(   

Derivando com relação ao tempo, obêm-se a velocidade de P(): 

    jiRVr PP


  sencos1   

Derivando mais uma vez, considerando aceleração angular nula, resulta a aceleração de P(): 

         jiRjiRjiRaP





 cossencossensencos1 22   
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Identificação do Triedro de Frenet. O versor tangente t


 tem direção da velocidade sendo 

obtido por:   
V

V
t 



             cos12  RVP


      

 
  

 
 

 






cos12

sencos1

cos12

sencos1











ji

R

jiR
t




 

A expressão intrínseca da velocidade (na base de Frenet) resulta:   tRVP


 cos12   

Para o versor binormal tem-se:     
 
 

kk
R

R

aV

aV
b






















cos1

cos1
23

23

 

O resultado encontrado para a binormal é esperado, pois a curva está contida no plano x-y.  

Para uma base positiva o versor normal corresponde à:  
 

 


cos12

cos1sen






ji
tbn




 

O raio de curvatura é obtido de: 
 
 

 



 cos122

cos1

cos18
23

333
3








 R

R

R

aV

V




 

Note-se que, para θ = π , ponto mais alto da trajetória, ρ = 4 R. 

As componentes intrínsecas da aceleração são:  
 




cos12

sen2


 Rtaat


   e   

 
 




cos12

cos12




 Rnaan


    de onde verifica-se que: /2Van   

Finalmente a aceleração vetorial, na base de Frenet, resulta em:  

 
  nt

R
nataa nt







cos1sen

cos12

2




  

1) Note que, para θ = 0 , tem-se ρ = 0 , ou seja, a curvatura é infinita. Nesse ponto a ciclóide é 

contínua, mas não diferenciável (aparece um bico na curva). A velocidade se anula ( 0


V ) e o 

versor tangente fica indefinido ( 0/0


t ). A aceleração nesse ponto é vertical e dirigida para 

cima e vale jRa
 2 . Para θ = 2π n, para n = 0, 1, 2,..etc,. a base de Frenet perde o significado 

e deixa de existir. 

2) A aceleração a


 tem módulo constante Ra 2


 e aponta para o ponto G (centro do disco). 

3) O centro de curvatura A está situado na reta que une os pontos P e C, de modo que: (A − P) = 

2 (C − P) sendo o raio de curvatura:    cos1222  RPCPA  
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13. Anexo G - Movimento Retilíneo 

 

Sabendo que para o movimento retilíneo a velocidade é a de variação temporal da posição, tem-

se a integração dos dois lados da equação com a correspondente SEPARAÇÃO DE 

VARIÁVEIS como: 

 

   dttVxddttVxd
dt

xd
tV )()()(  (132) 

 

Fazendo a integral definida com limite inferior correspondente às condições iniciais para t0 = 0; 

x(t0) = x0 e V(t0) = V0, pode-se obter o resultado de posição a qualquer instante de tempo t: 

 

  
t

t

t

t

t

t

t

t

x

x
dttVxtxdttVxdttVxd

00000

)()()()( 0  (133) 

 

para velocidade constante, obtêm-se: 

 

 tVxtxdtVxtxdtVxtx
t

t

t

t
  000 )()()(

00

 (134) 

 

A aceleração do ponto é a taxa de variação da velocidade: 

 

 









t

t

t

t

t

t

t

t

tV

V
dttaVtVdttaVdttaVd

dttaVddttaVd
dt

Vd
ta

00000

)()()()(

)()()(

0

)(
 (135) 

 

Para o movimento uniformemente variado (MUV), ou seja, com aceleração constante, obtêm-se: 

 

 taVtVdtaVtVdttaVtV
t

t

t

t
  000 )()()()(

00

 (136) 
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Substituindo na expressão anterior obtêm-se para aceleração constante a tradicional fórmula do 

movimento uniformemente variado (MUV): 

 

 

 

2
00

2
00

00000

2

1
)(

2

1
)(

)()()()(

00

0000

tatVxtxtatVxtx

dtatdtVxtxdtatVxtxdttVxtx

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t



 
 (137) 

 

Fórmula de Torricelli 

 

Tomando as expressões da velocidade e aceleração e eliminando o tempo, obtêm-se 

 

 
dx

Vd
Va

dt

Vd
a

dt

xd
V   (138) 

 

Considerando a aceleração como  a = f(x) e integrando considerando as condições iniciais para t0 

= 0; x(t0) = x0 e V(t0) = V0, e movimento uniformemente variado (MUV), onde a = cte, resulta 

em: 

 

 

 0
2

0
2

2

2

)(
2

1
)()(

0000

xxaVV

dxxfVdxxfVdVdxxfVdV
x

x

V

V

x

x

V

V



   (139) 

 

que é a fórmula de Torricelli. 

 

 


