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1. INTRODUGAO

Esta monografia resume as notas de aula deste autor na disciplina de Mecanica I (PME3100),
elaborada ao longo do seu aprimoramento didatico junto a equipe de dindmica do Departamento
de Engenharia Mecanica (PME) da Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo (EP-USP).
O texto pressupde que o aluno domine os conhecimentos elementares de algebra vetorial, algebra
linear e de célculo diferencial e integral, adquirido nas disciplinas dos primeiros anos basicos

(biénio) do curso de engenharia.

O conjunto das notas de aula se inicia pelo trato da Estatica, Cinematica e finalmente a
Dinamica. Na estatica, os sistemas estruturais sdo modelados e analisados. E, cinematica, os
movimentos € composi¢cdo de movimentos sdo tratados. Em dindmica os teoremas de energia
(Teorema da Energia Cinética - TEC), Newton (Teorema da Resultante - TR) e Euler (Teorema
da Quantidade de Movimento Angular - TQMA) sao apresentados. A notacao vetorial (Boulos,

1997) ¢ utilizada sistematicamente ao longo deste texto.

2. REFERENCIAL

Um corpo pode ser considerado um referencial, ou seja, de um de seus pontos se observa
movimentagdo de outros corpos, segundo um sistema de coordenadas. Os referenciais em geral
sdo associados a corpos (e se confundem com eles) e podem ser fixos ou moveis. A segunda lei
de Newton, que relaciona a variagdo da quantidade de movimento com as forgas ativas, ¢ valida
apenas em referenciais fixos (inerciais ou Newtonianos) ou referenciais com velocidade e
orientagdo constante (Fran¢a e Baruh). Nestes referenciais, os vetores de posi¢ao, velocidade e
aceleracdo tém formas simples. Entretanto, em alguns casos da dindmica ¢ conveniente e

vantajoso expressar 0 movimento em um referencial movel.
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Figura 1 — Referencial

A melhor aproximag¢ao de um referencial fixo ¢ considerar uma estrela fixa distante. Uma
aproximag¢do menos precisa ¢ considerar o sol como referencial fixo. Entretanto, dependendo do
tipo de fendmeno estudado, a terra pode ser considerado um referencial inercial para descrever
movimentos de corpos na sua superficie. Descrever por exemplo, 0 movimento de um veiculo
utilizando o referencial movel solidario a terra € simples, conforme mostrado na Figura 1.
Entretanto, ndo se leva em consideracdo o pequeno efeito da rotacao deste referencial movel, que

no caso da descri¢cdo da sutil movimentag¢ao das marés, nao pode ser desprezado.

Note que o centro da Terra viaja em torno do sol com velocidade de 30.200 m/s (ou 108.720
km/h) e tem na linha do equador a velocidade relativa periférica de 465 m/s (1.674 km/h). A
aceleragdo centripeta na superficie do planeta (raio médio de 6.371 km) devido a sua rotacdo
propria (0,2618 rad / hora) resulta em uma aceleracio centripeta de a. = V/R = 0,03 m/s” (ou
seja, 3 milésimos de g) que ¢ praticamente imperceptivel sendo uma simplificagdo plausivel para
alguns fendmenos na sua superficie. A aceleragdo da gravidade nos tropicos ¢ cerca de 0,53%

menor que nos polos.
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2.1. Sistema de Coordenadas

Um sistema de coordenadas cartesiano com versores tri-ortogonais p-g-r (portanto
independentes) pode ser obtido a partir de dois vetores unitarios 171 e 172 (ndo paralelos e nao

reversos) formando um plano k fazendo as seguintes operagoes:

e r=pAaq (1)

2.2. Versores

Considere o sistema de coordenadas Oxyz, com eixos ortogonais independentes, ilustrado na
Figura 2, construido a partir dos vetores ((71 e (72) no plano w (xz) fazendo as seguintes

operacoes:

Ql

1

;
1‘

WS
> | >

e k=inj )

~
1l
Ql‘
.
Il
S
[\ ] [\ ]

—

A orientacdo de cada eixo x, y e z do sistema de coordenadas cartesianas ¢ identificado por

vetores unitarios chamados de VERSORES. Utiliza-se a seguinte notagdao de versores unitarios

i,je k , conforme apresentado na Figura 2.
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Figura 2 — Sistema de Coordenadas e Versores

2.3. Representagao Vetorial

A representagdo de um vetor estd associada a um sistema de coordenadas adotado. Considere o

sistema de coordenadas Oxyz, cartesiano, orientados segundo a base de versores unitarios
i,jek independentes. O vetor 7 ¢ representado nesta base por trés escalares (x, y, z) sendo

respectivamente um em cada diregao:

F=xi+yj+zk (3)
A MAGNITUDE do vetor, que corresponde ao seu comprimento, ¢ obtida por sua norma:

[Pl ="+ 57+ 22 “)

Note que o norma ou médulo do vetor ||i7 || ¢ invariante e independe da base que o descreve.
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3. CINEMATICA DA PARTICULA

A CINEMATICA ¢ o estudo das propriedades geométricas das trajetérias dos movimentos das

particulas, sem ainda considerar as agdes (forgas) que produzem tais movimentos.

3.1. Localizagdo de um Ponto

A localizagdo de um ponto material no espaco R’ requer a identificagdo da origem do sistema
de coordenadas a partir da qual a sua posi¢ao ¢ quantificada, conforme ilustrado na Figura 3.
Assim o ponto material P tem sua posicao descrita pelo vetor 7 , com origem em O, por uma
triade de escalares descritas segundo os versores unitdrios do sistema de coordenadas

selecionado como:

(P-O)=F=xi+yj+zk (5)
onde x, y e z sdo as respectivas magnitudes nas diregdes i, e k dos versores unitarios da base
tri-ortogonal e portanto independente, que descrevem o sistema de coordenadas Oxyz.

Alternativamente pode-se escrever o conjunto de escalares (x, y, z) ou na forma matricial [x y

z]', sempre considerando um sistema de coordenadas.

X
(P-0)=F=(x, y,z)=4y (6)
z
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Figura 3 — Localiza¢ao de um Ponto

Pode-se utilizar outro sistema de coordenadas para descrever a posicdo de um ponto. Por

), conforme

exemplo: o sistema de coordenadas esférico utilizando os escalares (¢,0e|;7

mostrado na Figura 4.

Figura 4 - Posicao de um Ponto (coordenadas esféricas)

Note que hé uma transformacao linear entre o dominio cartesiano e esférico, identificado pelas

seguintes relagdes:
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x=cos¢-sen9-|17|
y =sen¢-sen9-|l7| (7)
z:c0s9-|77|

3.2. Rotacéao de Base

Se o vetor posicao 7 for expresso em outra base, apenas suas componentes se alteram (o modulo
permanece inalterado). Considerando por simplicidade apenas um movimento plano, na base

Ee\e; e na base Oxy rotacionada do angulo @, pode-se expressar a posi¢ao de P como:

Ve =|F|(cos¢ e +senge,) = (P—O)xy =F=xi+yj= |?|(cos(¢—0)f+sen(¢—6’)]) (8)

Figura 5 — Rotacao de Base

Observe que as coordenadas em cada base sdo distintas para o mesmo vetor. Representa-se a

conversdo dos versores das bases na forma matricial como:

i cosf sené| |e
<= : 9)
J —senf cosf | |e,
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3.3. Movimento da Particula

Se a posi¢do do ponto P de uma particula depende de um parametro 1 real, diz-se que este ponto

ou vetor posicao ¢ funcdo de 1.

P=P(r) = r=7r(r) (10)
P(x,y,z) = x=x(1); y=y(r); z=2(7)
Se a particula coincidente com o ponto P percorre ao longo do tempo # a trajetéria S de 4 > B,
conforme ilustrado na Figura 6a, sua posi¢ao expressa no sistema de coordenadas Oxyz ¢ funcao

do tempo #. No instante # + At sua posicao, conforme ilustrado na Figura 6b, sera dada por:

(P-0)t)=7(t) = PE+A)=F(t)+AS=F(t)+Arii (11)

S B
- -
P(t+At) r (t+At/)//
5 L
r(t+At) e
65\\\
r(f)

Figura 6 — Posi¢cao de P em S em fun¢io de ¢
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3.4. Velocidade Média da Particula

O conjunto de pontos P(t), que a particula ocupa no espaco a cada instante ¢ a trajetoria S de

P(t). Chama-se Velocidade Média do movimento da particula no intervalo de extremos [fe (£ +

At)] o vetor:

AF:F0+A0—?0)

V (t,At)=— 12
. (,AL) v v (12)

onde Ar ¢ o deslocamento ao longo do arco AS entre [f e ( ¢ + Ar)]. Chama-se Velocidade

Vetorial do movimento de P no instante ¢ o vetor:

V(t)= Limite V, (t,Af) =F (13)

At—0

3.5. Aceleracao Média

De maneira analoga chama-se Aceleracio Média do movimento da particula no intervalo de

extremos [£ e (t+ Af)] o vetor:

A?:?U+A0—?U)

a (t,Aty=— 14
(6, AL) A7 A (14)
Chama-se Aceleracio Vetorial do movimento de P no instante # o vetor:
a(t) = Limite a  (t,Af) = (15)

At—0
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3.6. Coordenadas Cartesianas

Considere o sistema fixo de coordenadas cartesianas identificadas com os versores ortogonais
i, j ek onde se expressa a posi¢ao do ponto P, conforme ilustrado na Figura 3. A posi¢ao do

ponto P se expressa como:

7o=(P-0)=xi+yj+zk (16)

Derivando a posi¢dao em relagdo ao tempo e lembrando que os versores i, j e k permanecem

fixos, obtém-se a velocidade do ponto P:

%(P—O):%(xf+y]+zl€):)'cz7+)>]+z'l€ = V,=xi+yj+zk (17)

Quando a posicdo do ponto P é uma fungdo do parametro € que ¢ fun¢do do tempo 6(t),

estabelece-se um movimento de P sobre a curva, que passa a se chamar de Curva Suporte do

Movimento, conforme ilustrado na Figura 7 para o movimento no plano. A fungdo 8 = 6(t) ¢ a
lei horaria do movimento. As equagdes paramétricas da curva agora sao as equagdes do

movimento:

x()=0 ; y@O)=y00)] ; z(1)=z[0(t)] (18)
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Figura 7 — Posicio no Movimento Plano em Funciio de um Parametro

A trajetoria do movimento de uma particula agora ¢ fungdo da varidvel independente tempo,
enquanto @ passa a ser uma variavel intermedidria. Se a varidvel tempo ndo aparece
explicitamente na expressdo de 7 =7(0), entdo podemos escrever a variagdo de 7, com o
auxilio da regra da cadeia:

d7 d6 dF d6 (dx - d_y~.+dz/€jd0 19)

I7P=il7=—-———-——(—z+ Jt+t—k |—
dt dt df do dt \d0 dO0° do )dt

Finalmente, derivando novamente a expressao da velocidade com relagdo ao tempo, obtém-se a

aceleragdo do ponto P:
i d re e = — IS o .7
Vo=—|Xi+yj+zk = dp,=Xi+yj+zk (20)

4
de " di

A aceleracdo d, ndo ¢ tangente a trajetOria, mas estd contida no plano osculador e aponta

sempre para o lado interno da trajetoria curva. A aceleragdo ndo ¢ perpendicular a velocidade,

porque esta Ultima, em geral, tem modulo variavel.
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3.7. Derivada de um Vetor de Médulo Constante

. - , = , -2 . -
Considere u# um vetor de modulo constante. Entdo |u|:cte e também |u| =u-u=cte.

Derivando essa expressdo com respeito ao tempo, tem-se:

i(ﬁ-a)=ia-a+a-ia=o = i(ﬁ.a)=2-ﬁ.ia=o sodei=0  (21)
dt dt dt dt dt

Portanto a derivada temporal do vetor de modulo constante ¢ ortogonal ao proprio vetor.

Considere agora que o vetor # seja unitario e contido no plano 7z, conforme ilustrado na Figura

8. Exprimindo i nabase O7 j tem-se:

ﬁ:uxf+uy] = ii=cosfi +senfj (22)
Figura 8 — Derivada de um Vetor Unitario (versor)
Derivando # em relagdo a 8 tem-se:
iL?:i(cos917+sen€]):—sen6’z7+cosé’#':f (23)

do
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onde 7 ¢ um versor contido no plano rodado de 90° no sentido anti-horario (positivo) ou seja,
apontando para onde a ponta do versor u estd se movimentando. Derivando novamente em

relacdo a @ tem-se:

d - -
—7T=—cosli —-senl j=-u 24
26 J (24)

que corresponde ao versor 7 rodado de mais 90° no sentido anti-horario (positivo) ou seja

apontando na dire¢do contraria de u .

3.8. Coordenadas Cilindricas

Considere agora a base mével de coordenadas cilindricas descritas com os versores u, 7 e k

solidaria ao plano m, onde se expressa a posi¢ao do ponto P, conforme mostrado na Figura 9.

(P-0)=(P-0)+(0-0)=rii+zk (25)

Figura 9 — Coordenadas Cilindricas
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Derivando com relagao ao tempo obtém-se:

i(P—O):i(rﬁ+zl€):ffﬁ+z’l€+rﬁ+zlé

dt dt

_di_di d0_di do__ ,

dt dt dO do dt (26)
0

=)

-
I

|

L =Fi+rOT+zk

Derivando novamente com relagdo ao tempo, obtém-se a aceleracao do ponto P:

%VP 2%(fﬁ+r9f+z'/€)

Ap =FU+r0T+Zk+ru+r@7t+rdc+zk

- - - (27)
-~ dt dt dO0 dr do  _ .
z‘:—:—-—:—-_:—u.e
dt dt d0 dO dt
apz(f—réz)ﬁ+(2f6’+ré)f+él€
Note que: r6*=w”r corresponde a aceleragio centripeta e 29#=2(a)a,,,.-V,e,) que € a

aceleracao de Coriolis.

3.9. Coordenadas Polares

Considere o caso anterior onde o ponto P(t) se move no plano (z = cte = 0 .. z=0) utilizando

um sistema de coordenadas polares (r e €). A velocidade do ponto P(t) se expressa como:

V,=rii+rf7 (28)
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Velocidade Aceleragdo

Figura 10 — Coordenadas Polares

Se a trajetoria for circular, o raio € constante (r = R = cte, conforme Figura 10a) que resulta em:
V,=rii+rf7=0+RO7 = V,=RoT (29)

onde @ ¢ a velocidade angular do movimento circular. Note que nesta base movel (u#, 7 e k) o

escalar da velocidade (Rw) ¢ constante na direcdo 7, apesar do vetor velocidade VP (absoluta)

estar mudando de dire¢do ao longo do tempo.
Derivando em relacao ao tempo a expressdao da velocidade para o movimento circular (r = R =
cte) obtém-se as componentes tangencial e radial da aceleragdao, conforme ilustrado na Figura

10b:

. dz - s
aP:EszRGTwLR@T
di_d do_dt do_
dt dt do@ do dt

— _ . — 2 - — _ = _
a,=Ro-t-Ro°'u = a,=a, —a,,

-6 (30)

Se a velocidade angular for constante (w=cte = @=0) obém-se apenas a aceleragao

centripeta (centri-peta — do Latim pétere: procurar, peta: procurando):
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~ ~ |
d,=—Rw’ i =————ii (31)
R
que possui dire¢do —u ou seja, sempre apontada para o centro da trajetoria.

Exemplo: Movimento Centripeto

Uma particula P(t) de massa m, descreve ao longo do tempo, uma trajetéria circular de raio R,
presa em um fio ideal (inextensivel e com massa desprezivel) conforme ilustrado na Figura 11.

Determinar a tensdo no fio para uma velocidade angular @ constante.

=
- Fio 2
k ‘\Q\O\F>
O S % ______________ F Particula
. . b m
% J
> R
_)
__________ mg
Diagrama de | Diagrama de
Velocidade Forcas

Figura 11 — Particula em movimento circular

RESOLUCAO: a) Sistema: particula de P(t) de massa m e fio ideal vinculado em O; b)

Diagramas: DVCL e DFCL conforme Figura 11; ¢) Referencial e polo: O ¢ 7n k movel; D)

Teoremas: TR: mad = ZF .

A aceleragio da particula P(t) ¢é dado por: @d=V7+Rw*7ii  para movimento circular de raio

2
constante, resulta em velocidade constante e apenas a aceleragdo centripeta: a = Fﬁ . Portanto



CINEMATICA 20

utilizando o Teorema da Resultante e observando o diagrama de forgas sobre a particula,

apresentado na Figura 11b, tem-se:

_ - Ve - S .
ma =ZF = m?n =F—-mgk  separando nas diregdes O ¢t 7 k
2
iy F|=
m-?—F-cosﬂ - R-cos},{B
]g 0=F.sen,6’—mg ﬁ:arctanV—‘g

Note que a forca ativa na particula € positiva (apontada para o centro) e a reacdo no fio ¢ para

fora (reacdo centrifuga).

Analise dimensional: ¢ sempre conveniente realizar a andlise dimensional da resposta para
verificar a consisténcia do resultado. Neste caso a for¢ca “F” deve ter unidade de Newtons (ou kg

x metro/s’). Considerando que a massa m tem unidade em “kg” e o termo corresponde a

aceleracdo centripeta */R tem unidade de metro/s® a resposta tem unidade de Newtons e esta

consistente.

3.10. Movimento Fungao de um Parametro - FRENET

TRIEDRO DE FRENET - Seja a posi¢cdo do ponto P(t) uma func¢do do parametro (t). As
coordenadas do ponto P(1): x(7), y(1), z(t) s@o as equagdes paramétricas geométricas da curva
orientada S descrita pelo movimento de P no espago R° (Boulos, Zagottis, 1991) ao variar o

parametro (t) com continuidade, conforme ilustrado na Figura 12a.

P(1)=0+7(1) (32)
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P(7) P(S+dS)

9
)

b)

Figura 12 — Curva no Espaco e Plano Osculador

A curva P(t) = § ¢ dita continua se as equagdes paramétricas geométricas forem continuas.
Admite-se que as curvas aqui tratadas sejam duas vezes derivaveis, ou seja, tem a segunda
derivada continua. Seja dS o arco sobre a curva § contado a partir de um certa origem P(S) e

com orientacao definida no plano tangente a S, conforme ilustrado na Figura 12b.

P(S)=0+7(S)

P(S+dS)-P(S)=dSt = :% (33)

onde 7 é o vetor unitario (versor) tangente a curva orientada $(t) no sentido concordante com o
sentido adotado de arco crescente. Sabe-se ainda que a derivada de um vetor de modulo

constante (eg. vetor unitario) € um vetor ortogonal a ele, portanto tem-se que:

. d - - -
t-—1t =0 —1t ¢éortogonal a ¢

ds S
d d’ d 1 (34)
—PS)=t = sP(S)=—t=—n=xn
ds ds S p
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O escalar p= p (S) chama-se RAIO DE CURVATURA de §. O escalar k= x(S) ¢ chamado de

CURVATURA de S. O vetor n ¢ o vetor normal a tangente de § e tem modulo unitario

(versor).

Alternativamente pode-se considerar os dois pontos consecutivos P(t) =P (S) e

P(t+dt) = P (S+dS) para os quais vale:

Limite (P(S +dS)— P(s))=dP = dS

AS—0

ap=dsi . =%
das

dP=R-d0=dS .. d@z%

dP

ds

Portanto o versor tangente ¢: t=

Derivando o versor unitario 7 em relacdo a @ obtém-se o vetor ortogonal 7 . Entdo:

_ df ds . dt d - 1.
n=——- e dfd=— = n=|p— ou —t=—n=kKn
do o, dS dS |p|
. - dt
Portanto o versor normal €: n= | yo, s

onde p ¢ o raio de curvatura de S.

(35)

(36)

(37)

(38)

Portanto o ponto P = P(S) que percorre a trajetoria orientada S no espago R’ pode ter sua

cinematica: posicdo, velocidade e aceleracdo, descrita na base mével intrinseca P77 b, com o

terceiro versor binormal b =7 A7 que ¢ chamado de triedro de FRENET, conforme ilustrado na

Figura 13
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Triedro de
FRENET

Figura 13 — Triedro de FRENET

Considerando a cinematica da particula, envolvendo o tempo, a velocidade I7P ¢ obtida da

derivada temporal da posicao da particula no ponto P(t), de onde obtém-se:

d p_dP dS_ds dP_, . (39)
dt’  dt dS dt dS

onde V; ¢é a componente tangencial escalar da velocidade de P(t) que tem a dire¢io 7.

Derivando mais uma vez, com respeito ao tempo, obtém-se a aceleracao de P(t):

i =Lyiey Lioprey| 9L
dt dt dt dS (40)
df dS ~ .V
——=—V, = ap=a,t+—n
dS dt R R

onde: a,=V, corresponde a aceleragio tangencial e a,=V’/R corresponde & aceleragdo

normal. Note que a aceleragdio tem apenas componentes nas dire¢des 7 ez (ndo tem

componente na dire¢do binormal b ). Portanto a curvatura ocorre no plano tangente a § formado
pelos versores 7 e7i (ex.: uma for¢a muda a dire¢io da quantidade de movimento 7 de uma

particula na dire¢@o da for¢a 7 ), denominado plano osculador.
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Portanto o versor binormal b pode ser obtido do produto vetorial do versor tangente 7 (ou

V =V.1)e o versor normal (ou a@=V,7 +a,i ), normalizado pelo modulo do produto:

_ . _ Vnaa
b=t an=y=—"p (41)
dl

Neste caso o versor tangente ¢ terd a mesma dire¢do da velocidade e o versor normal 7 sera

ortogonal a f e b sendo eXpresso por:

~]
I
|V1

‘ e |[H=bAf (42)

<U

O plano OSCULADOR ¢ identificado pelo versor b =7 i onde o movimento ocorre. Quando

o movimento € plano, a qualquer instante a dire¢do do versor binormal b ¢ invariante.

Para determinar a curvatura x (ou raio R) da trajetoria, faz-se o produto vetorial da velocidade

pela aceleracdo, normalizado pela velocidade ao cubo:

R
- (43)
17/\5:%35: = %JVi\;Z‘:K
"

Particularmente para percorrer a trajetoria § com aceleragao tangencial nula, tem-se a curvatura

K expressa como:

n=0+xVi = —= =K (44)
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Para mais informagdes sobre as formulas de FRENET e outras informagdes uteis, consulte o

item: 11 Anexo E — Formulas de FRENET.

3.11. Cinematica do Ponto - Tipos de Problemas

No estudo das propriedades do movimento de particulas dois tipos de problemas podem surgir:

e Problemas do Tipo: EFEITO = CAUSA
e Problemas do Tipo: CAUSA = EFEITO

No primeiro caso, dado uma equagdo geométrica temporal/posicional (efeito) que descreve a
posicdo de um ponto em movimento (como por exemplo: um vinculo geométrico), busca-se
identificar as aceleragdes que causaram tal efeito (causa). Esse tipo de problema ¢ resolvido pela

“DIFERENCIACAOQ” da equacio da trajetoria prescrita por uma restri¢do vincular que deve ser

continua (duas vezes diferenciavel).

No segundo caso, dado uma aceleracdo (decorrente de uma forca) descrita por uma fungao
temporal (causa) busca-se determinar a posicao do ponto ao longo do tempo (efeito). Esse tipo
de problema ¢ solucionado por uma “INTEGRACAOQ” para o que é necessario o conhecimento

das CONDICOES INICIAIS e a técnica de separacio de variaveis.

De maneira esquematica geral a Figura 14 apresenta estes dois tipo de problema.
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(POSICAO) | EFEITO [——> dP/dt [ CAUSA (DIFEREN

CIACAO)

ACELE
I(?A(;AO) CAUSA :’> [adt+cC |:> EFEITO (INTEGRA
CAO)

Figura 14 — Tipos de Problemas

3.12. Método de Diferenciacao

A posicdo de uma particula pode ser descrita por uma fungdo posicional/temporal do tipo:
Pit)=f (x, y,z,t). Para estudar seu movimento devido a uma restri¢do vincular prescrita, pode-

se determinar a velocidade e aceleragdo por diferenciacdo da fungao temporal de posigdo:

(P-0)=F=x()i +y(1)j+z()k = V,=F=x(0)i +3(t)]+2()k (45)

d,=r=3x)i +5(t)j+Z()k (46)

Exemplo de Diferenciacao

Exemplo: MOVIMENTO PLANO: Estudar o movimento plano do ponto P(t) percorrendo uma
elipse no sentido de 4 para B, conforme ilustrado na Figura 15a, com trajetoria descrita no
primeiro quadrante pela restricdo vincular das seguintes equagdes geométricas, expressas em
coordenadas cartesianas:  x(¢) = 44/2 cos ®); y@)= 32 sen(t) no quadrante 0<@<7/2
(PME-3100, 2023). Determinar para o instante ¢ tal que ¢t=x/4 a velocidade e aceleracao
expressa na base fixa, os versores do base intrinseca de FRENET e o raio de curvatura da

trajetoria.
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3V2 3V2

\ B

\ K3

Figura 15 — Movimento Plano Eliptico

Resolucio: a) Sistema: Particula P com trajetoria prescrita; b) DVCL; ¢) Referencial fixo Oxyz;

d) Trajetoria de P(t): x = 4+/2 cos (t) e y= 342 sen (t).

b) A velocidade de P(t) ¢ a derivada com respeito ao tempo da posi¢ao temporal: x(t) e y(t):

P-0 :?=ﬁ4costf+3sentj = 7 :\/5—4sentf+3costj derivando novamente:
( >

5P=—\/5(4costf+3sentj) para t=7/4 = VP=—417+3]' s dp=—4i -3

Note que trata-se portanto de um movimento acelerado, conforme ilustrado na Figura 15b.

¢) Os versores da base intrinseca de FRENET sao obtidos de:

dP _dPdt _V, -4i+3j 4.

R 3.
t=—=— == =——1+—] ara t=7x/4
as_dards 7| 6o s s P

Note que: tan@ = y(¢)/x(t) = tan@ =3tan(¢)/4 para t=n/4 = tan@=3/4 (=37°).

d) A velocidade e aceleragao expressas no referencial intrinseco sdo:

I7:(17-?)?:(—4f+3]).[_§f+%jj.f:5f e 5:(5.;);4_(5.,3),3:%

s s
‘ma‘_m_ 24
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Exemplo: HELICE CILINDRICA: Estudar o movimento do ponto P(t) percorrendo uma hélice
cilindrica, com trajetoria descrita pela restricdo vincular das seguintes equagdes geométricas,
expressas em coordenadas cartesianas: x(¢)=r-cos@(t); y(t)=r-senf(t) e z(t)=r-k-6(¢t)

onde r, k e @ sdo as constantes paramétricas ndo nulas da hélice cilindrica (Giacaglia, 2009).

Resolucio: a) Sistema: Particula P com trajetdria prescrita; b) DVCL; c) Referencial Oxyz; d)
Trajetdria de P(t): sendo 6 = w-t, tem-se portanto:

x=r-cos@(t) ; y=r-senf(t) e z=r-k-0(t)

o passo & da hélice ¢ a elevacdo a cada volta (2n) portanto: h=27-r-k

b) A velocidade de P(t) ¢ a derivada com respeito ao tempo da posi¢ao temporal: x(t); y(t); e z(t).

x=-r-sen@-0; y=rw-cosf-0 e zi=rkw

1

f :re-(—sen02+cosﬁj+k1€)

Hélice
Cilindrica

Figura 16 — Movimento Helicoidal Cilindrico

¢) A aceleragdo de P(t) ¢ a derivada de Vp(t) com respeito ao tempo:
¥=-r@*-cos@ ; j=-r6-senf e =0
i, =-r 6 -(cos6’z7+sen0]+012)

a:=r’6*=cte pois (cos:9z7+sen9j)2 =1

Para @ =@ = cte, no referencial fiib: |d,=a,f+a,ii=0f{—-r6j
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d) O vetor tangente ¢ a trajetoria de P(t):

. — |2 .
{ =L tem-seque: ‘VP‘ =r292-(sen29+00529+k2)

Vo=rovl+k> = 7= (—sen97+cosﬁj+kl€)

1
NI+ k2

No referencial 77ib: |V, = (r O1+k* )f = cte

e) O vetor binormal b a trajetoria de P(t):
Vo) A (1)
Vo) AGip (1)

I7P(t)/\5p(t) = rw-(—sen&f+cos9j+k1€)A —ro’ -(cos 0?+sen6’])

b=

V() AG, (1) = e’ -(senz(a)-t)l;vtcosz(a)-t)l;—k-cos(a)-t)j'+k-sen (w-t)f)
V() NG =1’ -(k-sen@f—k-cos@jvtll;)
V. (t) Aap(t)u = 120 Ak sen® O+ k* - cos® O+1 = e’ Ak +1

b=

(k-senﬁf—k-cosﬁ]’+ll€)

1
N1+k?

) O vetor normal 7 a trajetoria de P(t):

i=bnl
- 1 k-sen@-cos@l;—kz-sen@]—k-sen@-cos@lg—
n= - . -
1+ k% k? -cos @7 —sen @ j —cos 01
ﬁzl 1k2 (—(kz+1)-cos0?—(k2+1)-sen9])
+

ii=—cos@i —sendj (.. apontando para o centro)

g) O vetor tangente t; a trajetoria de P(t) no plano Oxy é:

l, = (—sen 07 +cos 6’])

‘-t :#(—sen 97+c056’j+kl€)-(—sen 97+cos€’])

Y
M S

F o (sen29+coszt9):

-7
Y1+ k2

1

V1+k?

|
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h) O raio de curvatura p da trajetdria de P(t) ¢é:

2
ﬁP:%Z+V—Pﬁ para Ve =0 pois V, =cte
dt P
2 2 2
@)= = p-lt = p:rw%*_"z;
p | reo

p=l’(1+k2)=R = K:E:m = }/Zim

Exemplo: Langamento Elevado

Calcular o angulo a de elevagdo segundo o qual deve ser langada uma bola no vacuo, com
velocidade inicial V constante para atingir a cesta (com localiza¢do Ay determinada no plano

vertical) conforme ilustrado na Figura 17a.

G
_ N\ e
: ’ hy
X
> DVvCL DFCL

Figura 17 — Lancamento Elevado com Velocidade Inicial

RESOLUCAO: Sistema: corpo de massa m; Diagramas: DVCL movimento parabdlico com
lancamento de velocidade inicial e angulo de elevagdo, conforme ilustrado na Figura 17b e
DFCL: conforme ilustrado na Figura 17c. Referencial e polo: Oxz fixo. Teoremas: Equagdo de
movimento acelerado obtido do processo de integracdo. Considerando o ponto de langamento
como origem do sistema de coordenadas Oxy (xp = 0 e zp = 0), da expressdo do movimento

uniformemente variado (MUYV) tem-se:
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P(t):x0+170t
V)=V, +it
x(t)=x, +Vyt+at’/2

Utilizando o TR tem-se: m-a; =—-m gk . Para velocidade inicial v, :‘I%‘cosaf+‘l7()‘sena1€
A ~ iy pd 1 2
obém-se duas equagdes a saber:  x(¢)=x,+ Vo‘cosa ‘e z(t)=z,+ Vo‘sena -t—Eg-t .

g

2 r
—=>——Xx" que ¢ a
2 2
2V, cos” a

Eliminando o tempo utilizando ¢=x/V,cosa, obém-se: z=xtana —

equagdo do movimento na forma parabdlica do tipo z=a+bx+cx’. Para atingir o ponto

2
X
—=1+tan’a obtém-se: z, =x,tana - g
cos” a ‘ 2V,

—

hf =X, i+ Z; k utilizando (l + tan? a) ou

2 2x V2
tan’ o — 2V, tana+(l+#

2 2

=0 que ¢ uma equagdo de segunda ordem em tan a. O
8Xy 8Xy

<V_02 g 2

discriminante deve ser necessariamente ndo negativo, resultando na condigéo: z, < 5 —2—V2x ;
g o

sem o qual a altura da cesta ndo sera atingida. No caso da igualdade havera apenas uma raiz, e,
portanto apenas um angulo de elevagdo no lancamento da bola. Caso contrario havera duas raizes
solucdes resultando em dois valores que satisfazem a condi¢do do problema. As solucdes sao

chamadas de langamento curto (@ menor) e langamento longo (e, maior).

3.13. Método de Integragao

No movimento retilineo uma particula tem variagao de velocidade que no caso mais geral pode
ser expressdo por uma fun¢do do tipo: a= f (x,)'c,t). Para a aceleragdo constante pode-se obter a

velocidade e posicdo por integragdo direta, onde para o movimento uniformemente variado

(MUYV) obtém-se (ver Anexo G - Movimento Retilineo):

Viey=V,+a-t e x(t)=x0+V0-t+%a-t2 (47)
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Se a aceleragdo for uma fun¢ao da posicao a = f(x), pode-se integrar cada lado da equacao com a

seguinte SEPARACAO DE VARIAVEIS:

a:‘;_’t/:f(x) = ‘ii—lt/-dxzf(x)-dx = [Vedr=[f(x)-dx (48)

Se a aceleragdo for uma func¢do apenas da velocidade a = f(V), a solugdo ¢ similar com a

correspondente separacdo de variaveis:

_av_ v
a=" =10 = -5

1
= dt = ——dV =\dt 49
- | (49)

J)

Para o movimento angular tem-se a velocidade a aceleragdo angular que também podem ser

integradas:

de
w=—

a:d_a) eliminandodt a-df=w-do = Ia-dﬁzjw-dw (50)
dt dt

Exemplo: integracao de sistema acelerado

Considere um submersivel em movimento retilineo horizontal dentro da dgua com velocidade

inicial ¥, de 10.0 m/s, conforme ilustrado na Figura 18a. Devido a resisténcia hidrodinamica
. . . « 2 2 .

viscosa do fluido, o submarino tem desaceleracdo de @ = — a ¥ [m/s”]. Determinar o tempo € o

percurso do submarino até atingir a velocidade de V' (t) = 1.0 m/s (Giacaglia, 2007).
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Vo -ma T
1= | orc
4

Figura 18 — Submarino (Fonte: internet e autoria)

RESOLUCAO: a) Sistema: corpo submerso de massa m, sustentado pelo fluido; b) Diagramas:
DVCL movimento horizontal no plano com velocidade inicial ¥, = 10.0 m/s;; DFCL:
resisténcia hidrodinimica ao movimento fungio de ¥ ?, conforme Figura 18b. c) Referencial ¢
polo: Oxy fixo. d) Teoremas: Equacao de movimento acelerado a serem integradas para obter

velocidades e posigoes.

Fazer a separagdo das variaveis na equagdo de movimento:

_dv

- dV =a-dt para a=-a-V: = V3V =—q-dt

a

Integrando os dois lados entre o instante inicial # = ¢, = 0 onde V(¢)) = Vo, = 1.0 e sabendo a regra

de integracao de funcao exponencial:

n X Xn X
f)=x" = Lof(x)-dx:J.xox -dxz(n+1)

V(1)

viav=—af di = r_
to -1

Vo
VO

Para as seguintes condigdes iniciais: £ =1 = 0 ; V(t) = Vo, = 10.0; V' (t) = 1.0 m/s = 0.1 ; pode-
se determinar o instante de tempo final ¢ :

1 1 1 1

, > —=———011
V) v, - 1.0 10.0 -

;= tf=9.0s
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Para obter a posi¢do no instante final: #f =9 s faz-se a separagdo de variaveis:

Vzﬂ = dx=V-dt mas L=L+0.10-t = V(t):L
dt v v, (1+0.10-7, -¢)

4

Substituindoemdx: dx=——"——
(1+0.10-7, -2)

dt e integrando os dois lados tem-se:

x / V t 1
dx=| —9° 4 = V| —d
La ¥ fo(1+0.10-V0-t)t = X0=xt OJ:o(1+O.10-V0-t)t

Utilizando a seguinte variavel (troca de variaveis):

u=(1+0.10-¥,-¢) portanto ﬂzO.lO-VO = dt= du e substituindo na expressdo
dt 0.10-7;
anterior para xo = 0:
x(t)=x0+V0J.t;dt=V0J-tl o[ Law
W (140.1-7, -1) hu 0.1V, o

x(t):L:%du = x()=Inu) = x@)=In(1+0.1-¥,-t)+C

Substituindo as condigdes iniciais: £ =1 = 0 ; V(t) = Vo = 1.0; V (t) = 1.0 m/s; identifica-se C
para o instante inicial e depois substituindo para o instante #:

x(,)=10.0-In(1+0.1-¥,-£,)+C = 0=10.0-In(1+0.1-10-0)+C

0=10.0-In(1)+C = In()=0 = C=0

x(t) =10.0-In(1+0.1-10-9)=10-1n(10) = 23 metros

Exemplo: para-quedista

Determinar a velocidade méxima de um para-quedista em queda livre antes da abertura do para-
quedas, conforme ilustrado na Figura 19a. Dados: massa do para-quedista m, area frontal em
movimento estaciondrio de queda livre: A, densidade do ar p; coeficiente de arrasto

aerodinamico (resisténcia ao movimento proporcional a velocidade ao quadrado) Cap. Considere

a for¢a aerodinamica como: F,, = %p-A C,p V7.
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DVC
FAD
A? f
s ]c t]e
o
Ve ;
0] X
! > DFCL

Figura 19 — Corpo em Queda Livre - DVCL — DFCL (foto: internet)

RESOLUCAO: a) Sistema: corpo de massa m em queda livre em atrito com o ar; b)
Diagramas: DVCL movimento vertical conforme ilustrado na Figura 19b e DFCL: arrasto
aerodindmico ao movimento funcdo de ¥ ? e acdo da gravidade, conforme ilustrado na Figura

19c. c) Referencial e polo: Oxz fixo. d) Teoremas: Equacdo de movimento acelerado.

m-dg=y F=F,-mg onde F,, :%,O-A-CAD-V2

Utilizando o TR: y y
a,=—p-C, V' -g=k-V’-g onde k=—p-C,,
2m 2m

Fazer a separagdo das variaveis na equagdo de movimento acelerado:

dVv

dv

a=— = dV=a-dt para a=g-k-V: = dV=\g-kV’)dt = =dt

i e = ek = 1 55)

2

av ~=dt Lk de dt fazendo glk=c> = < dez =dt  (Franca,
ig—kV ’ ig/k V ) gl =V
163):
De tabela de integrais obtém-se: I —ln cru + C

c’—u’

Integrando os dois lados entre o instante inicial # = #) = 0 onde V(#)) = ¥, = 0.0 (a constante C

sera nula):

ct 1

_j%(—)c - av = dt =X Ez_cln

c—V

fo
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Multiplicando ambos expressdo anterior por ¥ obtém-se

d\r?
cr -2

2 2 2
<AV o ya=S 02”/ !
;

2
CENL S =S nfe? 17+ €,
e g - g

2
integrando z = < j
g

Para o instante inicial #=1#, =0 onde zo=0 e V(t) = Vo= 0.0 resulta C, = (c2 / g)ln(cz)

C2

z=—-1In
2g

C2

2 2
c -V

2mg

= V=c1-¢'" = LimV=c=\glk= ~ 60 m/s ~ 216 km/h

Z 4w Yol A CAD

Exemplo: Manobra Loop

Estudar o movimento de um veiculo P(t) realizando uma manobra de loop dentro de um tinel de
raio R, em fun¢@o do angulo de inscricdo @ e com angulo de entrada @, conforme ilustrado na
Figura 20b. Pergunta-se: qual a velocidade minima do veiculo para realizar a manobra (Salvagni,

2014, Giacaglia, 1982).

a
p+dp.
dsS . ~1
ol I
P)
W
- i
t 0
2
/ :a) b)

Figura 20 — Loop dentro do Tunel

Resolucio: a) Sistema: o veiculo entra no tinel com angulo de entrada a subindo pela parede

lateral (vinculo), conforme ilustrado na Figura 20a. b) Diagramas: A posicao do veiculo,
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expressa em coordenadas cilindricas, ¢ dado por (P—O):xf+Rﬁ. Para um pequeno

deslocamento dS — 0 tem-se:

J _R-dO
R-d@=dS -sena S = R
= R_Sz,ne“ = dx= deo
dx=dS -cosa dx = oS tan 6
sen o

Separando as variaveis e integrando os dois lados da equagdo tem-se:

R
tan o

[ ax= R "40 = «x=

. , (6-6,) e como o versor ﬁ:sen(ﬁ—ﬁo)]—kcos(&’—ﬁo)lg
anoa

utilizados na expressao da posi¢do: (P—0)=xi + Rii obtém-se:

(P-0)= R(ZT_O?O)? +R- (sen (6-8,)] +cos(6-6, )12 ) fazendo a derivada do vetor posi¢do

obtém-se a velocidade como: V, = i +R-0 (cos 0j-R-senOk )

tan

A velocidade inicial do veiculo, devido ao angulo de ataque a ¢ dado por:

V= V.i+ vV, j= ‘17‘ . (cos ai +sena ]) portanto, substituindo na expressao anterior tem-se:

Vo =‘I7‘cosaf+‘l7‘sena-cos(&’—@o) j—‘V‘Sena-sen(e—Ho) p

Utilizando o triedro de FRENET identifica-se o versor tangente ¢ como:

_ﬁ_ﬁ_dP_sena( R
dS dS do R

At

. f+Rc050]—Rsen6’l€j:cosaf+sena-cos€’]—sena-sen6’l€
ana

Para o versor normal # como:
1,_di_di d0_sna sen’
o dS dO dS R

-(—sena-sen@]—sena-cos@lg): -(—sen&’]—cos@lg)

Portanto o raio de curvatura descrito pelo veiculo dentro do tinel é: p =R/ (sen2 a)

Para o versor binormal b pode ser obtido de b=1Af.
A velocidade minima de entrada no tunel € aquela suficiente para ultrapassar o topo do tunel,
sem a perda de contato com o teto do tinel. Aplicando o TR no veiculo de massa m ¢ isolando a

componente apenas na dire¢do radial: m-a, =—N—-mg-send onde a componente radial da
aceleragdo é dado por: a, =-V?/p que substituindo na equagdo anterior para posi¢io superior

onde f=r, obttm-se a velocidade minima que mantém o contato: ¥’ >g-p onde
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p=R/sen*a. A variagio da Energia Cinética inicial e no topo ¢é dada por:

—VTipo) e o trabalho realizado pela for¢a peso (Energia Potencial gravitacional)

EC:m-(V2

inicial

serd: ¥ =m-g-(2R). Utilizando o TEC (AE = 7) obtém-se: V. =V2  —4gR e impondo a

opo Inicial

condigio de contato: V)

nicial Inicial

—4gR>g-p=g-(R/sen2a) ou V. >\/g-R(4+1/sen2a)

Para um veiculo de m = 1600 kg, Raio do Tunel: R = 4.0 metros e angulo de entrada a = 30°

resulta e velocidade inicial minima de: V2

Inicia

,>+/9.81-4.0-(4+1/sen>30°) =17.7m/s = 60 km/h.

(veja o video em: https:// www.youtube.com/watch?v=AvpSYrXdmio)

3.14. Expressao de Curvatura para Movimento Plano

Considere que o ponto P se move no plano ao longo de S, tal que, a projecao de sua velocidade

no eixo x seja Vi constante, conforme ilustrado na Figura 21a. Para a funcdo: y = f(x) tem-se a

derivada temporal como:
y=Zi=y s (51)

onde I7P (t)=xi+y] e y =dy/dx éa diferencial em relagio a x, conforme ilustrado na Figura

21b.

y s y Y =fx)
_)
Vp

P
0]
o I o =

X X

Figura 21 — Movimento no Plano
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Derivando novamente em relagdo ao tempo, obtém-se considerando x =cte = ¥=0:

=—| = [ X+—X=)"-x-%+)y -¥=)"-x 52
y dt(dxj =Y y y (52)
Resultando na velocidade e aceleragao:
Vo=V.ity -V, j=v.(i+yj) 3)
ap=y"V:j

O versor tangente e o versor normal, obtido do operador de rotagio i (onde i = —/ ) sdo:

- V o - ~ V Vx iV 7
t:W = ti=it = in:lW:Vx(’l—:;'f) .
J_rﬁ:i(ll?"‘y'])_(l]—y’z?)

\/1+y'2 - \/1+y'2

Para o movimento com velocidade no eixo x, Vi constante a aceleracdo normal é a, 1 = V*/R

de onde se obtém:

)l

\/1+y'2 R

(55)
v vley?) () i+y2)”

J1+y7 R V'

Finalmente lembrando que y' =dy/dx resulta no raio da curvatura R da fung¢ao y = f(x) como:

12 /2
Rz—(”y;)) (56)

Y
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4. CINEMATICA DO SOLIDO

A posicdo e a atitude de um corpo rigido no espago sao propriedades fundamentais na dindmica
de sistemas mecanicos. Sua completa e correta identificacao sao fundamentais para determinacao
completa da sua movimentacdo no espago tridimensional, que pode ser obtida pela dupla
integragdo de sua aceleracdo translacional e rotacional. A localizacdo, velocidade, aceleracao e

atitude permitem descrever totalmente a cinemadtica do corpo em movimento.

4.1. Definicao de Sélido

Uma particula ¢ idealizada como um corpo com dimensdes fisicas infinitesimais, o que implica
ter toda sua massa, considerada ndo desprezivel, concentrada em um unico ponto. Uma particula
¢, portanto um ponto material com massa nao nula. A posi¢ao da particula pode ser identificada
por um unico vetor posi¢do, descrito em um sistema de coordenadas. Negligenciar sua dimensao
significa também ignorar sua atitude e movimento de rotagdo. Um grande conjunto de particulas
forma um corpo extenso e deformavel. Se, entretanto as deformagdes forem, numa primeira
aproximacao, consideradas despreziveis face aos movimentos globais do corpo, constitui-se um
corpo indeformével ideal. Portanto um agregado de particulas com distancias entre elas
invariante, constitui-se um corpo rigido. Neste caso o SOLIDO ou corpo rigido, deve ter
obrigatoriamente sua atitude descrita por seu movimento de rotagdo, além da posi¢cdo de um de

seus pontos.

4.2. Graus de Liberdade e Vinculos

A movimentacdo composta pela variagdo da localizacdo e a variacdo de orientacdo de um corpo

rigido no espago Euclidiano R’ é perfeitamente determinada pela movimentagio de um de seus

pontos (3 graus de liberdade) e pela variagdo dos angulos de atitude (3 graus de liberdade).

Portanto um corpo rigido em movimento livre no espaco possui 6 graus de liberdade.
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Vinculos sdo elementos construtivos mecanicos que podem restringir a movimentagdo em um ou

mais graus de liberdade. Exemplos de vinculos: articulacio ¢ apoio de rolamento sem

escorregamento, conforme ilustrado na Figura 22 superior e inferior respectivamente.

b) —

el

ﬁ
Va=0 Diagrama de
Barra em Rotagédo o——> Velocidades

1X
Disco em Rotagéo Diagrama de Velocidades

Figura 22 — Exemplos de Vinculos

4.3. Localizagao do Corpo no Espacgo

Um corpo rigido tem sua localizacdo caracterizada por pelo menos trés de seus pontos (nio
alinhados). A sua localizagdo no espago também pode ser realizada pela posi¢do de um de seus
pontos (trés escalares) e mais trés angulos de orientacdo ou atitude (trés escalares), conforme

apresentado na Figura 23:

(R-0)=F =x¢+y,6+2¢& e (40y) (57)
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Note que o angulo ¢ (phi) foi definido no plano E e; e, sobre a proje¢do do corpo denominado
“angulo de direcao”. A “elevac¢ao” do plano do corpo (versor lg) ¢ quantificada pelo angulo &
(teta) formado pela linha média do corpo, medido em relacao a linha projetada no plano E e; e;.
Finalmente a rotagdo propria descrita pelo angulo w (psi) em torno do eixo longitudinal do corpo

(linha GP, da Figura 23).

////IY \~ Posigio e Atitude
=

Figura 23 — Localizacdo do corpo no espaco
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4.4. Propriedade Fundamental

Considere o s6lido S em movimento pontos. Os pontos P; e P, possuem velocidades V,, e V,,,

conforme ilustrado na Figura 24. Propriedade Fundamental do Sé6lido: Durante o movimento
de um sdlido S, a distancia entre dois quaisquer de seus pontos P; e P, permanece constante.

Portanto tem-se que:

|P,—P|=cte = |P2—P1|2:C'[e = (B-R)(P-R)=cte (58)

Figura 24 — Velocidade de Pontos do Solido

Realizando a derivada temporal do produto de segmentos de reta, tem-se:

(39)

Utilizando a propriedade distributiva do produto constata-se que, a cada instante ¢, a projecao das
velocidades dos pontos P; e P, sobre a reta que os une (P, - P;) ¢ idéntica, conforme ilustrado na

Figura 25, de forma que:

V,(R,-P)=V,-(P,-P) (60)
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Figura 25 — Projecdes das Velocidades sobre a linha entre os Pontos

Exemplo: Considere os pontos P, Q e M alinhados, pertencentes ao sélido § em movimento.

Determinar a velocidade do ponto M em funcao das velocidades dos pontos P e Q.

Figura 26 — So6lido S em movimento

Resolucio: Sistema: corpo rigido e pontos notaveis; Diagramas: DVCL; Referencial ¢ Poélo;
Teoremas: considere o versor unitario # alinhado com os pontos P, Q e M, conforme

apresentado na Figura 27. O versor u pode ser escrito como:

__(0-P)_(u-P)

a b

Derivando em relagdo ao tempo obtém-se:
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Figura 27 — Diagrama de Velocidades

otVp

Se M for o ponto médio do segmento PQ sera b=a/2 e VM = 5

Q| >

45
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4.5. Tipos de Movimentos do Sélido

Os movimentos de um sélido podem ser agrupados em quatro tipos basicos distintos:

e Movimento de translagao;
e Movimento de translag¢ao curvilineo;
e Movimento de rotacao;

e Movimento geral de roto-translagao.

a) Movimento de Translaciao

Definicdo: o movimento de translacdo de corpo rigido ¢ caracterizado pela invariancia da
direcao de uma linha tragada no corpo. Retomando a férmula fundamental da cinematica, tem-se

que para quaisquer pontos P; e P, de corpo rigido vale (P2 -P ) =¢ onde ¢ ¢ um vetor constante

(ou seja uma linha pertencente ao corpo). Derivando no tempo:
_(PZ_PI):O = (2_ 1)20 = V2:V1 (61)

Portanto, longo do tempo, o vetor ¢ tem sua dire¢do preservada (ndo muda de dire¢do) devido a
igualdade das velocidades de suas extremidades, conforme ilustrado na Figura 28, em dois
instantes de tempo consecutivos. Ou seja, todos os pontos do corpo terdo sempre a mesma

velocidade, o que caracteriza um movimento de TRANSLACAO.
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le) X Instante: ¢

t+ At

Figura 28 — Translac¢ao de Sélido

b) Movimento de Translacao Curvilinea

Definicdo: quando as velocidades dos pontos do corpo rigido sdo todas idénticas mas sua direcao

se altera ao longo do tempo, sem que o vetor ¢ mude de dire¢do, o0 movimento ¢ chamado de

Translacdo Curvilinea. Considere o movimento do corpo ilustrado na Figura 29a. Observe que,

devido as duas articulagdes, o corpo de desloca lateralmente com mudanga da direcao das

velocidade dos pontos P; e P, para o instante (¢ + Af) sem entretanto mudar a dire¢do da linha ¢

(ndo ha mudanga de atitude do corpo).

[ ————

| N\,

| |

0 '

/ v Al t+a

e

I P2

|

: - -

c

P ki

1 - !

. Vi .

Instante: ¢ Translacédo

0] Curvelinea

Instante: t

[ ——— il

Rotagao

Figura 29 — Movimento de Translacao Curvilinea e Rotacio
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c) Movimento de Rotacao

Definicdo: O movimento de um so6lido § ¢ dito de rotacdo se dois de seus pontos permanecerem

fixos durante este movimento. Esse conjunto de pontos é chamado de EIXO DE ROTACAO.

Considere os pontos P; e P, fora do eixo de rotagdo do sélido que gira com velocidade angular
&= wk , em torno da linha TQ, conforme ilustrado na Figura 30a. Considere ainda os planos
passantes pelos pontos P € P, e o eixo de rotacao k , formando as angulos @, e 6, em relagdo a
uma referéncia qualquer, conforme ilustrado na Figura 30b. Devido a rigidez do corpo, o angulo

@ entre os planos passantes pelos pontos P, e P, , ndo se altera. Portanto, pode-se expressar e

derivar com relagdo ao tempo, como:

¢=0,-6 =cte  derivandonotempo 6,-6,=0 = o, =0, (62)

Ou seja todos os pontos do solido tem, a cada instante, 0 mesmo e tnico movimento de rotacao

com velocidade angular @(¢) = () em torno do eixo de rotagio z passante pela linha TQ.

Eixo de
Rotacéo a) | b)

Figura 30 — Movimento de Rotacio

Note que o versor k coincidente com o eixo de rotagao z , sendo orientado por pelo menos dois

pontos fixos do corpo (Q e T), conforme ilustrado na Figura 30a.
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d) Movimento de Roto-Translacao

Definicdo: O movimento geral de um so6lido § ¢ dito de roto-translacio quando translada e

rotaciona.

e) Movimento Plano

Definicdo: O movimento do corpo rigido ¢ plano quando trés de seus pontos ndo alinhados,

permanecem contidos no plano.

4.6. Derivada Temporal de um Vetor

Considere o movimento plano circular de P em torno de O fixo, conforme ilustrado na Figura 31.

A derivada do vetor de MODULO CONSTANTE (P—0)=7 =rii, em relagdo ao tempo é:

dt dt dt dt (63)

\ B

Figura 31 — Derivada de um Vetor

Relembrando da figura constata-se que o versor unitario u# =cosé@i +sené j ¢ sua derivada em

relagdo a @ resulta em um versor 7 ortogonal rodado de 90° no sentido anti-horario (positivo):
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iﬁ:—sen6’17+cose =7 (64)
do

Derivando o versor u# em relagdo ao tempo, fazendo 0= e substituindo na expressdo da

velocidade obtém-se:

ﬁ:i}':(—sen99f+00509]):9?:a)5 = szrﬁ:ra)f (65)

SR

Note ainda que na base tri-ortogonal positiva tem-se que k Aii =7 e utilizando na expressdo

anterior e rearranjando:

17},:7%0f:ra)(lg/\ﬁ):a)lg/\rﬁ:(?)/\77 (66)
VP:C()/\I" ou VP:C()/\(P—O) (67)
Note também que: ﬁ:a)f:a)(lgAﬁ):a)l;/\ﬁ:cB/\ﬁ = U=m0Au (68)

ou seja, a derivada temporal de um versor ¢ o produto vetorial da velocidade angular que o
arrasta, multiplicada vetorialmente pelo proprio versor. A demonstragdo desta propriedade pode

ser apreciada em Franga (2011). Portanto, na base tri-ortogonal cartesiana Oxyz tem-se:

~.l
[l
S
>

~.!
.
[l
ol
>
=

i=dAi (69)
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4.7. Velocidade de Ponto do Corpo

A velocidade de um ponto material P pertencente a um corpo rigido, descrito num referencial
fixo Oxyz, € obtida da variagdo de sua posi¢ao (P — 0) em funcao do tempo. Para tanto, faz-se a

derivada temporal do vetor posi¢do:

7= L(p-0)=L()

7oe o p Lo kit i+ ihxityitzk (70)
Podt at Y ¥

P - . - - - -
PZC;—tZ)'Ci+)'/j+Z'k=VXi+Vyj+Vzk

A derivada temporal de cada coordenada ¢ descrita com o ponto superescrito que também ¢

identificada como a componente da velocidade naquela diregdo: x =V, . Note ainda que no caso
do sistema de coordenadas ser fixo, a origem e os versores ndo se movimentam e a derivada

temporal de O e dos versores i, j e k sdo nulas e portanto ndo comparecem na expressao.

4.8. Diagrama de Velocidade do Corpo Livre - DVCL

Para o estudo da movimentagdo cinematica de um corpo rigido é recomendada a identificacao

das velocidades de pontos notaveis do corpo. Trata-se portanto de fazer um diagrama das

velocidades de pontos do corpo livre de seus vinculos, incluindo as velocidades decorrentes de

restrigdes geométricas vinculares ou outras informagdes eventualmente disponiveis, conforme

ilustrado no exemplo da Figura 32.

Exemplo: Diagrama de Velocidade do Corpo Livre - DVCL

Determine o campo de velocidade do ponto P ao longo do raio r de um disco em rotacdo em

torno do ponto fixo G (movimento plano). Resolu¢fo: Sistema: disco de raio R. Diagramas:
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DVCL onde para cada ponto P do disco, distante r do centro G com velocidade nula, vale:

V,=dn(P-G). Utilizando o sistema de coordenadas fixo Oxyz obtém-se:

- d d d - ~
V,=—(r)=—(P-0)=—rlcosfi +senf j
r dt( ) dt( ) dt ( j) (71)
I7P = r(—sen@é’f+cos&’9]‘)= 9r(—sen0?+cos 6’])
Disco em 0z ) Diagrama de
Rotacéo a) | b) X Velocidades
Figura 32 — Diagrama de Velocidades do Corpo Livre
Alternativamente pode-se utilizar o sistema de coordenadas movel Gu 7 k obtendo-se:
V,=or(P-G)=wk rri=wrT (72)

4.9. Aceleracao de Ponto do Corpo

A aceleracao de um ponto material P do corpo ¢ obtida da variagdo da velocidade em fungao do
tempo. Para tanto se faz a derivada temporal do vetor velocidade, descrito no referencial fixo

Oxyz obtendo-se:

5P=%(17):%(VxZ+Vyj+VZ/€)=VX?+Vyj+V'Zl€ (73)

a,=a i+ayj+azl€ (74)
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No exemplo anterior, expressando na base fixa Gxyz tem-se para r = cte:

*P—diﬁ ——[Hr( sen@i +cos(9])] ér(—sen&’f+cos6’])—92r(cos@f+sen6’]) (75)

Alternativamente, expressando na base movel Gu 7 k tém-se as derivadas como:

ap:%VP:%(a)rf):[%wjr?+a)(%rjf+a)r(%fj (76)

Para r = cte e 7 =-6u obém-se, explicitamente, o termo tangencial na dire¢do 7 e o termo

normal (centripeto) na diregdo u :

ap,=0rtT—o ru (77)

4.10. Movimento Geral do Corpo

O movimento geral do corpo ¢ uma roto-translacio. Considere o sélido .§ em movimento em

relacdo a um referencial fixo ZXYZ. Considere ainda outro referencial auxiliar mével, solidario
ao corpo e, portanto outro sistema de coordenadas Oxyz. Um ponto P qualquer de § tem sua

posicdo expressa em relagcdo a O também pertencente ao corpo no referencial mével descrita por:

(P-O)=xi+yj+zk (78)
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Velocidade de Ponto

Figura 33 — Velocidade de um ponto do corpo

e sua derivada temporal dada por:

P=O+x?+y3+zl€ = %(P)=%(0)+%(x;+y}+ﬂg) (79)

v, :170+x?+y‘j+z'/€+x?+y}+zl€

Note que as coordenadas {x, y , z}' do ponto P, expressas no referencial mével, sdo constantes e,

portanto suas derivadas sdo nulas.

Note, entretanto, que os versores da base movel sdo arrastados pelo movimento angular do
corpo. Considerando a velocidade angular genérica do corpo como: @, =i+, j+@. k ,

tem-se que a varia¢do dos versores da base mével, conforme descrito no item 3.6 sdo dados por:

|

~.
[l
>
bl
I
S
>
bl

B, NL| 5 |]=B, N e (80)

i Xityjrzk=x-GAT+y-@Ajrz-BAk
Substituindo em: yJ y J

(81)

c?)/\(xl?er]'Jrzlg):c?)/\(P—O):c?)/\F

Resultando finalmente na Férmula de Campo de Velocidades em funcao da posi¢ao do ponto

P:




CINEMATICA

VoV 1 anF| o =T, +dA(P-0)

55

(82)

Para a verificacdo da Férmula de Campo de Velocidades basta multiplicar escalarmente por (P —

0) e resgata-se a propriedade fundamental dos corpos rigido conforme descrito no item 4.4 (o

produto misto com dois vetores alinhados ¢ nulo):

(83)

Note ainda que se existissem duas velocidades angulares distintas do mesmo corpo

@, (t) # @, (), estas seriam idénticas conforme:

V,=V,+&, A(P-0) e V,=V,+d, n(P-0)
V,~V,=&,A(P-0)-d,An(P-0)=0 = (& —-&,)r(P-0)=0
para (P-0)%0 = & =,

(84)

sendo a velocidade angular, portanto independente da base que as descreve e valido para todos

os pontos do sélido S.

As componentes da formula de campo de velocidades sdo facilmente identificadas, conforme

ilustrado na Figura 34. A velocidade do ponto P ¢ dada por V,=V,+@&A(P-0) onde

(P-0)=7 =rii . Substituindo na expressio anterior: V, =V, + wk Arii =

Vo
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Figura 34 — Campo de Velocidades no Movimento Plano
Note que se ¥, =0 o movimento é de rotagio em torno de O, com velocidade angular &. Se

@ =0 =0 todos os pontos do corpo terdo a mesma velocidade ¢ 0 movimento sera de translagao.

Consequéncias da Férmula de Campo de Velocidades:

1. Se &(t)= 0, todos os pontos de § tem a mesma velocidade (movimento de translagao);

2. Se o(1) # 0 sera neste instante VP = 170, se e somente se @//(P— 0) (eixo instantaneo de
rotacao);

3. Se no instante ¢: I7P = 17'0, para qualquer P resulta que E)A(P—O): 0 , o que implica
o) =0;

4. A projecao da velocidade de qualquer ponto do so6lido na dire¢ao da velocidade angular ¢

idéntica V,-@=V,-&=1,
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4.11. Resolucao de Problemas

Uma forma de resolugdo dos problemas de mecanica recomenda seguir uma sequéncia de
atividades estruturadas para facilitar a analise e compreensdao do problema, identificagdo das
informagdes fornecidas, obtencdo de informagdes complementares e utilizar os
conhecimentos/teoremas disponiveis para a montagem das equacdes para resolucao de

problemas. Como sugestao recomenda-se seguir as seguintes etapas consecutivas:

e SISTEMA: Identificar qual(is) corpo(s) rigido(s) deve(m) ser tratado(s), qual(is)
vinculo(s) atual entre corpos, quais as informagdes disponiveis e quais perguntas devem
ser respondidas ou incognitas a serem determinadas;

o DIAGRAMAS: fazer os diagramas de velocidades do corpo livre (DVCL), facilitando a
compreensdo dos movimentos e restricdes vinculares. Identificar eventuais equagdes
cinematicas e/ou restri¢cdes vinculares;

e REFERENCIAL, BASE e POLO: sclecionar um referencial apropriado/conveniente
(fixo ou moével) para expressar os vetores numa base de coordenadas;

e TEOREMAS: explicitar e aplicar os teoremas disponiveis: formula de campo de
velocidade e aceleragdes. Montar as equagdes considerando os diagramas e resolver o

sistema de equagdes. Apresentar de forma clara os resultados obtidos.

Exemplo: Corpo em movimento com ponto vinculado

A barra AB articulada em A de comprimento L, gira no plano com velocidade angular @ = wk ,

conforme ilustrado na Figura 35a. Determinar a velocidade no ponto B.
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Diagrama de
Velocidades

Figura 35 — Movimento plano do corpo em torno de ponto vinculado

Resolucio: Sistema: barra articulada em 4. Diagramas: DVCL movimento plano da barra em
torno de A. Base Oxy ou Au7 , conforme ilustrado na Figura 35b. Teoremas:

Vo=V, +aA(P-0).

Nabase Oxy: V,=V,+&~r(B-4) = 173:0+a)l€/\L(c0s017+sen¢9]) =

V, = Lw(cos@j—sen@f)

Nabase Aii7 : Vy=V,+@r(B-4) = V,=0+wknrli =|V,=Lot

Note que: 7=cos6d j—senfi

Exemplo: Corpo em movimento com ponto apoiado

O disco de raio R gira com velocidade angular @ =—@k e rola sem escorregar sobre o pano,

apoiado no ponto C, conforme ilustrado na Figura 36a. Determinar a velocidade do centro G do

disco e do ponto P na periferia no disco na posi¢ao €.
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X
Disco em Rotagéo Diagrama de Velocidades

Figura 36 — Corpo em movimento em torno de ponto de apoio sem escorregar

Resolucio: Sistema: disco de raio R, vinculos de apoio em C; Diagramas: DVCL do movimento

—

plano, conforme ilustrado na Figura 36b. Base Oxy; Teoremas: V, =V, +@ A (P-0).

Velocidade do centro G do disco: V, =V, +&dA(G-C) = V,=0+ (—a)k)/\ Rj =

V.=wRi

Velocidade do ponto P do disco: V, =V, +@A(P-G) =

v, =wa+(—w/€)AR(cosﬁf+sen9j) = Vp =wR[(1+sen9)f—cosej]

Exemplo: Sistemas de corpos com pontos vinculados

Existe uma classe de problemas de sistemas de varios corpos interligados por vinculos com
velocidade relativa conhecida. Neste caso propaga-se sucessivamente a formula de campo de

velocidade para o corpo vinculado. Considere o disco 4 de raio ra tem velocidade angular

®, =,k erolasem escorregar, sobre o tubo fixo de centro em O, conforme ilustrado na Figura
37a. O centro disco A4 esta articulado com a barra A0OB. Determine a velocidade do ponto P na
vertical do disco B, de raio rg, que também rola sem escorregar sobre o tubo e est4 articulado

com a barra no ponto B.
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Diagrama de

Discos em Rotagéo X Velocidades

Figura 37 — Sistemas de corpos com pontos vinculados

Resolucio: Sistema: disco de centro em A, disco de centro em B, barra AB ¢ vinculos em O, A,
B, C ¢ D; Diagramas: DVCL movimento plano onde para cada ponto P do disco, distante do
centro O, vale: V, =V, +dA(P-0).

Para o disco de centro em 4, com velocidade angular conhecida @, e considerando o ponto C de
contato de rolamento, sem escorregamento, tém-se:

V,=Vetd, ANA-C)=0+w, knrji=r,0,7.

Para a barra AB de centro em O fixo e conhecida a velocidade do ponto A, propagando o

movimento determina-se a velocidade angular barra AB:

V,=V,+d,(4-0)
rAwAf=6+wol€A—(R—rA)ﬁ=—a)0(R—rA)f
0, = ——1__q

¢ (R_rA) !

B " ) R- .
V,=0- L k/\(R—VB)U:—HG)AT

Para o disco de centro em B, considerando o ponto D de contato de rolamento, sem

escorregamento, tém-se:
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V,=V,+@y, A(B=D)=0+aw,k n—r,ii

R—- - -
_—F?I(Q—r:l;)a)/l T=—r,w,7

_ (R_FB)C()
4
g (R_FA)

Finalmente a velocidade do ponto P do disco de centro em B, obtém-se de:

V,=V,+@, A(P-B)

. R— - R— - - _
V, _F?I(Q—rAlj)wA r+%a& k A1y (~cos@7 —sen Qii).
VP:—%;I/’;)% (cos @ii —(1+sen 67))

A

Note que as projecoes de u 7 k na base fixa Oxy sio feitas com o angulo @ de inclinagdo da barra

AB.

Exemplo: Corpo em movimento com pontos apoiados

A barra AB de comprimento L esta apoiada no plano horizontal e na parede vertical. O ponto 4
tem velocidade horizontal ¥, =V,i, conforme ilustrado na Figura 38a. Considerando o

movimento plano e que ndo haja perda de contato nos apoios, determinar a velocidade no ponto

B da extremidade da barra.

a)| b) -
B Vs B
%
w
L L
>
- A J ‘s
Va o) A Va
: ’ ! 0 o%» Diagrama de
i X Velocidades

Figura 38 — Movimento plano do corpo bi-apoiado
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Resolucio: Sistema: barra apoiada em A4 e B. Diagramas: DVCL movimento plano da barra,

com velocidades I7A =V,i e 173 =V, j, conforme ilustrado na Figura 38b. Base: Oxy ,

Teoremas: V, =V, +dA(P-0).
Nabase Oxy: V,=V,+&@~r(B-4) = VB]':VAf+wl€AL(c0sef+sen0]) =

V,=wLsend v,
= o=
Vy,=wLcos® L senf

VBj=VAf+wL(cosej—senef) = {

V,=V,6-cotand = V,=V,-cotanf j

Alternativamente pode-se utilizar a féormula fundamental da cinemdtica de corpo rigido
(conforme item 4.4) : V,-(B—4)=V,-(B—-4) =

VB]-L(cosef—senej):VAf-L(cosef—senHj) = V,=V,-cotand
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4.12. Centro Instantaneo de Rotacéao (CIR)

O Centro_Instantineo de Rotacdo (CIR) de um corpo rigido ¢ o local geométrico onde a

velocidade do movimento plane do corpo ¢ nula. Para a determinagdo do CIR, utiliza-se da

formula de campo de velocidades aplicada a dois pontos distintos:

V,=Vep+@n(P-CIR)= & (P—-CIR) (85)

ou seja sempre: I7P 1 (P—CIR). Determina-se portanto o CIR a partir da intersecao das

perpendiculares a dois pontos com velocidades conhecidas, conforme ilustrado na Figura 39a.
Caso as velocidade disponiveis de dois pontos sejam paralelas, a interse¢do sera entre a
perpendicular e a linha de seus modulos (linha de proporcionalidade), conforme ilustrado na

Figura 39b.

Linha de ™
Proporcio-
nalidade

Velocidades
o—>» b) Paralelas

Figura 39 — Localizacao do Centro Instantaneo de Rotac¢ao - CIR

A posi¢ao do CIR ¢ determinada numericamente por I7P = A (P - C]R) ou seja:

[P—CIR|=|7,|/j@| ou |0-CIR|=|V,| /] (86)
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Utilizando o sistema de coordenadas ii,7,k tem-se para @&=wk e 7 =rii=(CIR—-P).

Derivando e relagio ao tempo rii = (ch - I7P):

VC,R: Ctrort=0 = r=—7 = ru=— (87)

Exemplo: Barra arrastada no movimento plano

Considere o disco rigido de raio R rolando sem escorregar sobre a superficie em movimento
plano com velocidade angular @. A barra PQ ¢ articulada em P e o ponto Q desliza sobre a

superficie sem atrito e sem perder o contato, conforme ilustrado na Figura 40. Determinar a

velocidade angular Q da barra PO na posicao indicada e a velocidade do ponto Q I7Q .

Figura 40 — Sistema Disco Barra

Resolucio: Sistema: disco com raio R , barra PQ de comprimento L e vinculos em Q, P, C;
DVCL: velocidade @ . conforme Figura 41; Referencial e polo Oxyz; Teoremas: localizagdo do

CIR e relagdes trigonométricas; formula de campo de velocidades para o disco que rola sem

escorregar ( I7C =0) tem-se:

I7 =V.+&dn(P-C)= 0+a)k/\( G)+(G—C)=wlgA[—R(cosﬁf+sen05)+Rj]
=k ( Rsen@i —R(1- cos&’)j)zwR(—senH]Jr(l—cosH)f)
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A localiza¢ao do CIR ¢ obtida da interseccao da reta CP com a perpendicular em @, conforme
ilustrado na Figura 41. Para o movimento plano, as relagdes trigonométricas fornecem:

R-senf -

L-sen¢=R(l—cosH). Diferenciando: L-cos¢-Q=R-senf- 0 = Q:L ¢a)k
-COs

Diagrama de
- Velocidades

o
=
S

Figura 41 — Diagrama de Velocidades e Posi¢ao do CIR

A velocidade do ponto Q (VQ = VQf) pode ser obtida da férmula fundamental da cinematica
onde:

7y (P-0)=7,-(P-0) 5 Ty=0R(-sen0j+(1-cos0)i) e (P-0)=Llcossi +sens;)
Vyi-(cosgi+sengj)=wR-((1-cos6)i —sen6 j)-(cos pi +sengp j)
Vycosg=wR-[(1-cos@)cos g —sen Osen ¢

Vy=wR-(1-cosf—sentang)i

Exercicios: Determinagao grafica do CIR

Determine graficamente o CIR dos dispositivos em movimento no planos ilustrados na Figura 42
e Figura 43, considerando que os deslizamentos ocorram sem descolamento e o rolamento ocorra

sem escorregamento.
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Q
L
%
o P Vp
CIR da Barra CIR da Barra CIR da Barra
Figura 42 — Localizacao do CIR (Restricoes geométricas)
ﬁ
Vi
N7
%
V2
I F—>
O Q

CIR do Carretel

CIR do Disco A

CIR da Barra

Figura 43 - Localizacao do CIR (Restricées cinematicas)

CIR da Barra

CIR da Barra

Z/\
Lo

CIR do Hélice

Figura 44 — Localizacao do CIR (Fonte Internet e autor)
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Exemplo: CIR no movimento apoiado

Considere a barra AB de comprimento L, escorregando sobre o ponto C sem descolar e
percorrendo a semi-circunferéncia de raio R e centro em O, apoiado em A, conforme ilustrado na

Figura 45. O ponto A da barra estd em contato constante com o semi-circulo e tem velocidade de
modulo constante ‘17/1‘ = cte. Determinar a velocidade angular @ da barra na posigdo 6(f) e a

aceleracdo do seu ponto B.

Figura 45 — Sistema Barra Semi-circulo

Resolucio: Sistema: barra AB de comprimento L e vinculos de deslizamento em C e A; DVCL:

Velocidade do ponto A ¢ tangencial a circunferéncia e a velocidade em C tem a direcdo da barra
VC =V.u (caso contrario descola) e velocidade angular @ = wk da barra a ser determinada,
conforme ilustrado na Figura 46; Base ¢ polo Cii7k; Teoremas: localizagio do CIR e

utilizando relagdes trigonométricas o AACO & isosceles, 0 ACIRCO também ¢ isosceles e

portanto no tridngulo ACIRCA =  (4-CIR)=2R; Na base selecionada tem-se:

V,=V,(cos¢7 —sengii) e (4—CIR)=—-2R(cos@ii +senp7)
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DVCL

Figura 46 — Diagrama de Velocidade da Barra

Utilizando a formula de campo de velocidades para a barra que rola apoiada em 4 ¢ C no

movimento plano tem-se: ¥, =V, + @A (4-CIR) =

L v . -
V,(cosp7 —sengii)=0+wk A—2R(cospii —senp7) = a)=—§ na direcdo £ .

L . . NV, -
Para o ponto B tem-se: V, =V, +@&A(B—4) = VB=VA(cos¢T—sen¢u)—ﬁk/\Lu =

_ L ). -
V, = VAKcosqﬁ—ﬁjr —sen¢u}

Derivando a velocidade em relacdo ao tempo para: R; Le ‘VA‘ =cte ;

az =V, i{(cosqﬁ—%ji—sen@?} = V/{—sen¢¢ﬁ+[cos¢—%jr;—cosmiﬁ—senmﬂ

dt
F. V, . L . oV, . . .
sabendo que: uUu=oAU= —ﬁr € T=0OAT= ﬁu ; substituindo na expressao anterior:
V; VL .

d, =—2(cosdu +seng7)——-4
5= (cosgii+seng7)-2




CINEMATICA

4.13. Eixo Helicoidal Instantaneo — (EHI)
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O lugar geométrico dos pontos E do sélido § que tem velocidade paralela com a velocidade

angular @ num certo instante, ¢ uma reta paralela com @. Esta reta ¢ chamada de Eixo

Helicoidal Instantaneo (EHT) do s6lido § no instante 7. A velocidade dos pontos ao longo deste

eixo ¢ minima.

Demonstracio: a velocidade do ponto E ¢ dado por: I7E = 170 +67)/\(E —0) e impondo que a

velocidade de E seja na direcdo @, portanto VE =h-®, obtém-se uma equagdo vetorial com uma

incognita:

Eixo Helicoidal
Instantaneo

Figura 47 — Eixo Helicoidal Instantaneo

A soluc¢do da equagdo vetorial com uma incégnita ¢ dada por:

(88)
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fni=b = =704

o B (89)
(E—O)—wA(Tﬂzh a))+/15?)=w|/:£/0+/1c?)

) [0

onde h:(@-VO )/ o’ . Entdo qualquer ponto P fora do EHI tera velocidade maior que a

velocidade dos pontos deste eixo (I7E =h-®) pois 0 termo @ A (P—E ) ¢ ortogonal a I7E naquele

instante, conforme ilustrado na Figura 47:

V,=hd+dn(P-E) (90)

Portanto a velocidade de qualquer ponto P do corpo, num determinado instante ¢, ¢ composta de
uma parcela de transla¢do na dire¢do da velocidade angular (175 =h-®) e um termo ortogonal ¢

reverso com o ¢ixo de rotagdo (@ A (P -E )).

4.14. Invariante Escalar da Velocidade

A projecao da velocidade de qualquer ponto de um corpo rigido na direcao da velocidade angular

¢ um invariante. Demonstracdo: tomando a féormula de campo de velocidades e projetando na

direcdo da velocidade angular determina-se o invariante escalar Iy (vélido para qualquer ponto

pertencente ao corpo):

o
Il
AN
S
>
~
|
S
U
o
o]
1l
o
o]
+
B
>
7
S
)

C2))

|

N

S

Il

O‘ix +
S

Il

~

~

Portanto quando a velocidade de um ponto for nula, o invariante escalar da velocidade serd nulo

e todas as velocidades ao longo deste eixo serdo nulas, correspondendo a um movimento de

rotagdo no plano (CIR). Para velocidade na dire¢do do vetor rotagao I7E /l @ tem-se:
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(E-O)n&=V,~h-& = Fnri=b = x:‘]fzbma (92)
a
oAV, 1
E-0)=22204)15=-—
O e

Exemplo: Movimento 3D

Considere o disco rigido de centro em O e raio R, girando com velocidade angular @ = wk
conforme ilustrado na Figura 48. A articulacdo A4 do disco arrasta a barra AB que esta articulada
na guia B que desliza na direcao CD. A barra AB nao gira no seu eixo proprio. A guia CD tem
orientacdo na dire¢do z e distdncia —2R no eixo y. O comprimento da barra ¢ L =5R . Determine

a velocidade angular da barra AB quando o angulo for 8=0.

Figura 48 — Sistema Disco Barra

Resolu¢ao: Sistema: disco OR com velocidade @, barra AB comprimento L e vinculos em O,
A, B; DVCL conforme; Referencial e polo Oxyz; Teoremas: localizagdo do CIR e relagdes

trigonométricas; formula de campo de velocidades para o disco OR ¢ para barra AB
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I7A =I70+5)A(A—O)=6+w/€/\Rﬁ=a)-Rf
=cos@ j—sen6i

v, =—coR-(cosl9f+sen¢9j)

<y

A barra AB tem velocidade com velocidade angular Q:Qxf+Qyj+Qzl€ e comprimento
L=5R. O ponto B tem velocidade apenas na dire¢do da guia CD (173 :VBIE ) e a posi¢ao:

(B—A):—3Rj+4Rl€, quando o angulo for #=0. Utilizando a féormula de campo de

velocidades:

V,=V,+QnA(B-4)
VBIQ=—wR~(cos97+sen9])+(QX7+Qy]+QZ E)AR(—3]+4I€)
v,k :—coR-(cost+sen6’])+R(—3Qxl€—4QX ]+4ny+3sz)

Separando em cada direcao:

—@R-cosOi +R(4Q, +30.)i =0 4Q,+3Q. = w-cos 0
~wR-senf j—4RQ_j=0 = Q =-w-senb/4
Vpk=-3R-Q.k VB:—3R-Qx:%Rsen6’-a)

Como a barra ndo gira em torno do seu proprio eixo: Q- (B - A) =0

(@.7+0,7+0.k)(-3Rj+4RE)=-3RQ, +4RQ. =0 = Q,=-0Q

- 3 -
Resultando em |V, = 2 @WR-senbk| e

Q, =-w-senf/4 ; Q =w-cosf/6 ; Q =3w-cost/25
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Exemplo: Eixo Helicoidal Instantaneo (EHI)

Qual a localizagao do Eixo Helicoidal Instantaneo (EHI) de um o disco rigido de raio R, girando

com velocidade angular @=wk em torno do centro em O que tem velocidade 170 =V, (—f+ k ),

conforme ilustrado na Figura 49.

Resolucio: O eixo helicoidal instantaneo do disco tem diregdo @ e velocidade ¥, minima,
14

S @RV TAE) o Ve o
()

OnT, +Ad

sendo obtido da expressao: (E - 0) =— 2
] ]

Figura 49 — Localiza¢do do Eixo Central

Ou seja o EHI tem diregio &= wk e o ponto E esta localizado em (E—0)=—
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4.15. Campo de Aceleragcées

Derivando a formula de campo de velocidades de corpo rigido com respeito ao tempo, obtém-se

a aceleracdao do ponto P de um corpo rigido:

V,=V,+dA(P-0)

i dp _dp o oo d(pe

Qp=— P—dtVO+dta)/\(P 0)+a)/\dt(P 0) (93)
G,=d,+dA(P-0)+dn[dA(P-0)
Gy=d,+&ON(P-0)+dr[&A(P-0)] (94)

que ¢ a Férmula de Campo de Aceleracoes de qualquer ponto P do corpo rigido. Note que o
termo @A (P—0) é a aceleragio tangencial e o termo @A [@ A (P—0)] é a aceleragio normal

(centripeta).

Exemplo: Campo de Aceleragées do Disco com Velocidade Constante

As componentes da Formula de Campo de Aceleracées sio facilmente identificadas em um

movimento plano. Considere um disco rigido de raio R rolando com velocidade 176 constante
sobre um plano sem escorregar ¢ sem descolar, conforme ilustrado na Figura 50a. Se o
movimento ¢ sem escorregamento € sem descolamento: I7C =0. Utilizando a formula de campo
de velocidades:
V,=V.+@&r(G-C)=0-wk AR ] =Rwi . Portanto se @ for constante, V, serd constante
(R =cte). Derivando 170 em relacdo ao tempo tem-se:

d d

5G=EVG=E(Ra)z7)=(%Rja)f+R(%wjf+Ra)[%fj para R=cte; @=cte e i fixo:
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i, =0|

Note entretanto que a derivada de VC nao ¢ nula pois, trata-se de uma posicao particular.
Utilizando a formula de campo de aceleragdes: d,. = d, + @ A (C-G)+dA[dA(C-G)| tem-se
que: G, =d, +&A(C-G)+dn|lor(C-G)|= 6+6+wl€A[wl€A(—R])J=Ra)2] que
corresponde a aceleracdo centripeta do ponto C. Note que nesta posi¢do particular a velocidade

de C é nula (I7C =6) mas a sua aceleragdo ndo (da. # ()). Para os demais pontos (4, B ¢ D),

ilustrados na Figura 50b, ocorrerdo de maneira similar, aceleracdes centripetas apontadas para

o centro do disco.

0 X a) | b)

Figura 50 — Campo de Aceleracdes no Movimento Plano

Exemplo: Corpo em movimento com pontos apoiados

A barra AB de comprimento L estd apoiada no plano horizontal e na parede vertical. O ponto A
tem velocidade horizontal ¥/, =V, i constante, conforme ilustrado na Figura 51a. Considerando

o movimento plano e que ndo haja perda de contato nos apoios, determinar a aceleracdo no ponto

B da extremidade da barra.
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a)| b) -
B Vs B
H
[0}
L L
g
- A J >
Va o(t) A Va
: ’ o o%—» Diagrama de
i X Velocidades

Figura 51 — Movimento plano do corpo bi-apoiado

Resolucio: Sistema: barra apoiada em A4 e B. Diagramas: DVCL movimento plano da barra,

com velocidades I7A =V,i constante e 173 =V, j, conforme ilustrado na Figura 51b. Base: Oxy
, Teoremas: formula de campo de aceleragdes d, =d, + @A (P—0)+d Ao A(P-0)].

Nabase Oxy: V,=V,+&@~r(B-4) = VB]':VAf+él€AL(c0st+senef) =

V,=0Lsend : v,
. = |0=
V,=6Lcos@ L sen@

=

VszVAf+9L(cosej—sen9f) = {

Derivando a velocidade angular da barra obtém-se:

a:i(é):&i( 1 j:_&(coszﬁ 9-j
dt L dt\senf L \sen” 0

Utilizando a formula de campo de aceleragdes: d, =d, +@dA(B—A)+dnlon(B-4)] =

a, :O—%(S:ISZ% a)jlgAL(cosﬁz?+sen0])+a)l€/\[wEAL(cos9f+sen9])] =

a, = A(%wj(cos@j—sen9?)—w2L(cosﬁf+sen9j) =

2 2
dg = Vi [_[sen@ COS@J—@LCOS@}?+VAK—COSZej—a)LsenG}]

B 2
Lsen® sen” @ sen
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Exemplo: Campo de Aceleragées do Disco Acelerado

Considere agora que o disco rigido de raio R tenha aceleragdo angular @ # 0, conforme ilustrado
na Figura 52a. Desenhar o diagrama das aceleragdes do corpo livre (DACL) dos pontos na
periferia do disco. Resolucfo: Utilizando as informacgdes anteriores na formula de campo de

aceleracdes, obtém-se a aceleragao de translagao do centro de massa G

g =5C+a;)/\(G—C)+a")/\[c?)/\(G—C)]=Ra)2]—@EAR]’+0)/€/\[&)/€/\R]‘J=R(E)?

O —»X a) | b) Ro Ro DACL

Figura 52 — Campo de Aceleracdes do Disco com Aceleracio Angular

Para o ponto A obtém-se: G, =d, + @ A(A—G)+ @ A|@A(A-G)|=2Roi —Ra’ ] .

Ou seja, para qualquer ponto na periferia do disco tem-se: aceleragdo de translagdo para a direita
(Réi em vermelho na figura), mais a aceleragdo tangencial perpendicular ao raio (|R a)| em
azul) e mais a aceleracdo radial (centripeta) apontando sempre para o centro G (‘R a)z‘ em

verde), conforme ilustrado na Figura 52b. A aceleracdo total de cada ponto ¢ a soma destas 3

componentes.
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5. COMPOSICAO DE MOVIMENTOS

Em dispositivos mecanicos ¢ comum haver movimentos cadenciados entre os componentes
vinculados do sistema. Por exemplo, um braco robotico de trés partes, com vinculos formando
uma cadeia cinematica aberta de corpos rigidos, conforme mostrado na Figura 53. O sistema tem
seu o0rgado terminal arrastado por dois movimentos de partes antecessoras. Note que ha um ponto
em comum entre cada parte. Neste caso ¢ possivel equacionar os movimentos de cada parte do
sistema a partir do ponto comum, transferindo as informagdes cinematicas para o corpo rigido

seguinte.

Orgéo Terminal

Figura 53 — Rob6 com bracos interligados (foto da internet)

Entretanto ha dispositivos com deslizamento relativo entre suas partes, que restringe a aplicacao
desta técnica (ndo ha ponto comum). Para descrever movimentos de sistemas mecanicos

complexos tridimensionais € conveniente, portanto utilizar a técnica de Composicdo de

Movimentos.

Considere um referencial fixo OXYZ e outro referencial movel Qxyz no qual a posicao de um

ponto P ¢ descrita por 7 = (P — Q) =xi+yj+ zk , conforme apresentado na Figura 54.
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Figura 54 — Composicio de Movimento (Referenciais)

Defini-se MOVIMENTO RELATIVO do ponto P, aquele em relagdo ao referencial movel

Oxyz. Ou seja, ¢ o movimento do ponto P, observado do ponto de vista de Q (boneco vermelho).
Defini-se MOVIMENTO ABSOLUTO do ponto P, aquele em relacdo ao referencial fixo
OXYZ.

O MOVIMENTO DE ARRASTAMENTO do ponto P, num certo instante, ¢ o movimento do

ponto como se estivesse ligado ao referencial movel e, portanto arrastado por ele.

Por obvio, o movimento ABSOLUTO ¢é o movimento RELATIVO adicionado ao
ARRASTAMENTO produzido pelo referencial mével.

5.1. Composicao de Velocidades

Considere o ponto P do disco de centro em G, com posi¢do 7 = (P—Q): xi+ y]'—i—zl; descrita
no sistema de coordenadas movel Qxyz solidario a estrutura ABQG, conforme apresentado na
Figura 55. A posi¢do absoluta do ponto P em relacdo ao referencial fixo ¢

(P-0)=(P-Q)+(0-0). conforme apresentado na Figura 54.
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Note que o sistema de coordenadas moével Qxyz, selecionado convenientemente solidario ao
corpo intermediario (estrutura ABQG), se movimenta em relacao ao referencial fixo OXYZ,

arrastando o disco. Por sua vez o disco se movimenta relativamente ao referencial movel.

Figura 55 — Composicio da Velocidade

A velocidade absoluta do ponto P ¢ a taxa de variagdo temporal da posi¢do absoluta:

(P-0)=(P-0)+(0-0)
<(P-0)=2(P-0)+2 (0-0)
(95)

_ . od( - s - =
VP=E(P—Q)+VQ:E()CZ+y]+zk)+VQ

v, :('f+jz]’+z'l€)+[%+x?+y}+zl€j

onde O ¢ fixo, portanto dO/dt = 0 e os versores da base movel ?j/é possuem variagdo temporal.

Identifica-se perfeitamente no primeiro termo a velocidade RELATIVA do ponto P como sendo

a variacdo temporal de suas coordenadas, descritas no referencial movel:

V., =xi+yj+zk (96)
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O segundo termo ¢ chamado de velocidade de ARRASTAMENTO:

V VQ+xz+yj+zl€ (97)

arr

Note ainda que, se a velocidade angular de arrastamento no referencial mével (Qxyz) for @, ,

obtém-se:

= arr/\i > .]: arr/\.] © k: arr/\k
V(m.:VQ+xf+yj+zk:VQ+x-a3mAf+y-5)arrAj+z-a3ar,./\k (98)
V., = Q+a)m/\(xi+y]+zk):VQ+a)m,r/\(P—Q)

que ¢ exatamente a formula de campo de velocidades aplicada ao ponto P, considerando a

posicao relativa (P — Q) naquele instante e arrastado pelo movimento angular @, do sistema de

coordenadas moével, conforme defini¢do apresentada no item 4.7.

Finalmente conclui-se que a velocidade ABSOLUTA do ponto P é:

Vabs = erel + Varr (99)
onde:
. sz =Xi+y]+ zk — ¢ a velocidade relativa, ou seja, a derivada temporal da posi¢ao do
ponto P expressa no referencial movel e;
o 17”,,, = VQ +a,, A (P—Q) — ¢ a velocidade de arrastamento do ponto P na posi¢do

instantanea (P — Q) devido a movimentagdo angular @, do referencial mével.

Note que a base de coordenadas selecionada pode ser movel e vinculada ao corpo intermediario,
facilitando a identificacio do movimento rotacional relativo e de arrastamento. Esse resultado

pode ser generalizado para um nimero finito de movimentos componentes (Franga, 2011):

e (100)
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Exemplo: Composicao de Velocidade

Considere o disco rigido de raio R rolando sobre o eixo x com velocidade angular relativa @

rel °

conforme ilustrado na Figura 56. A estrutura AQBG apoiada na articulacao A4 e anel em B, gira

com velocidade angular @, em torno do eixo vertical AB. Determinar a velocidade do ponto P

localizado na periferia do disco, no instante em que a posi¢do angular do disco¢ =7/2.

Figura 56 — Composicao de Velocidade

Resolucao: a) Sistema: disco de centro G ¢ estrutura AQBG e vinculos em A, B ¢ G; b)

Diagramas: DVCL velocidade angular relativa ®,, do disco e velocidade angular de

arrastamento @, da estrutura; c) Referencial e polo: base movel Qxyz solidario a estrutura; d)

Teoremas: formula de composig¢ao de velocidades: V.=V +V  ede campo de velocidades:

abs rel arr

|

=V, +&~(P-0).

v

g = KT+ 942k =V 4@, A(P-0)=0+w,, 7 AldT +RE)=—Ra,,
=V, +@,. A(P—Q):6+war,lg/\(d17+RI€):da) j

Qarr arr
= (da)arr - Ra)rel )]

Parr

—

= VPrel + V

Parr

o
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5.2. Composicao de Aceleragées

Considerando apenas dois movimentos componentes pode-se derivar em relacdo ao tempo a

expressao da composicao de velocidades:

VP:VQ+x?+y‘j+z'/€+x?+yj+zl€
74y +i[ﬁ+,f+2l€+x?+ %+zl§) (101)
dt " dt °dt ¥ ¥

a =5Q+(x?+;v‘j+2/€)+2(x?+y}+z'l€)+(xf+yj+zl€j

O segundo termo se reconhece imediatamente como ACELERACAO RELATIVA i . O

Gltimo termo pode ser expresso em conjunto a d,, com ACELERACAO DE

ARRASTAMENTO:

d,, =d, +[xl7+y]+zlzj

?:%i:%(@m Ai)=d,, AT+, AT (102)
Xi =@, AXI +d,, /\(c?)ar,. /\xf) idem para yj e zk
Ziarr = a>Q +a;)arr /\(P_Q)-i_a_jal"}’ /\ [E)GVV /\(P_Q)] (103)

O termo cruzado intermediario é chamado de ACELERACAO COMPLEMENTAR ou

aceleracao de CORIOLIS:
i =2(x?+y'}+z'l€j
(=@, N 5 j=d,r] ¢ k=@, rk (104)
Zlcom :2(x _.arr /\7+)‘}.C_&arr AJ+Z.C?)arr /\]_(.)
acam :2&.)(11’1’/\()(:17_{_.).}]_{_2.];
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|

com — 2 arr A rel (105)
Finalmente a aceleracdo absoluta do ponto P ¢ identificada pela soma das trés parcelas:
aabs = arel + aarr + acor (106)

onde:

O termo: d,, =Xi+jj+%k —éa ACELERACAO RELATIVA, ou seja, a derivada

segunda da posi¢ao do ponto P expressa no referencial mével;

O termo: d,, =d,+a,, AN(P—-0)+&,, Ald,, A(P-Q)] — ¢ a ACELERACAO DE

arr

ARRASTAMENTO obtida pela formula de campo de aceleragdes, considerando a

posi¢do instantanea (P — Q) e a velocidade angular de arrastamento @,,, do referencial
movel;

O termo: &, =2-@, AV, — é a ACELERACAO COMPLEMENTAR, ou de

CORIOLIS (atribuida ao francés Gaspard-Gustave Coriolis, 1835), obtida do produto

da velocidade angular de arrastamento e a velocidade relativa do ponto P.

Exemplo: Composicao da Aceleragao

Considere novamente o disco rigido de raio R rolando sobre o eixo x com velocidade angular

relativa @,, e aceleraciio angular &,,. Conforme ilustrado na Figura 57. A estrutura AQBG

apoiada na articulacdo A4 e anel em B, gira com velocidade angular @, constante em torno do

eixo vertical AB. Determinar a aceleracdo do ponto P localizado na periferia do disco, no

instante em que a posicao angular do disco ¢ 8 =7/2.
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Figura 57 — Composicio de Aceleraciao

Resolucio: a) Sistema: disco de centro G, estrutura AQBG ¢ vinculos em 4, B ¢ G; b)

Diagramas: DVCL velocidade angular relativa ®,,, aceleragdo angular @, e velocidade
angular de arrastamento @,, ; ¢) Referencial e polo: base movel Oxyz; d) Teoremas: formula de
composi¢do de aceleragdes: a, =a,,+d,, +ad,, e de campo de aceleracdes:

i, =i, +&@A(P-0)+dA[@A(P-0)

Gy =0+, 7 AldT+RE )+, T Ao, 7 AldT+RE)|=—Ra,, j-Ral, k
i, =0+0+a, k Alo, k Ald7 + RE)|=—dw?, T

arr

—

acor = 2 .a)arr N I/vrel = 2 .a)arr k /\—RCO

re

[ ] = 2Ra)arr a)rel l

a, :(2Ra)m o, —do, )z?—Ra')re,j—Ra)2 k

arr rel

5.3. Composicao de Vetores de Rotagao

Considere dois toca-discos T e T> de centros A4 e Q, com velocidades angulares @, ¢ @

rel

respectivamente, conforme ilustrado na Figura 58. A base do toca-discos 7 estd apoiado no

plano OXY fixo. O primeiro disco tem velocidade angular de arrastamento @

arr

(boneco verde),

conforme observado do referencial fixo, ilustrado na Figura 58. O sistema de coordenadas moével

Qi jk solidario a base do toca-discos T, esta apoiado sobre o disco de centro em A, sendo
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arrastado por sua rotacdo. Por sua vez o disco de centro em Q tem velocidade angular @,

(movimento do boneco azul) relativa a sua base (portanto observado do boneco verde, que esta

sendo arrastada por @, ). A velocidade angular do disco de centro em Q do toca-discos T é

arr

dado simplesmente pela soma vetorial de cada vetor de rotacao:

a)abs = Wy + a)arr (107)

Neste caso a velocidade angular relativa ¢ ®,, =, k e a velocidade angular de arrastamento

@, =0, K . Portanto a velocidade angular absoluta do disco de centro em @ do toca-discos T»

expresso na base mével Qxyz solidaria ao corpo intermedidrio 75 sera:

@

abs

K

= a)rel + a)arr =0

rel arr

j (108)

@, = O,

abs rel arr

Figura 58 — Composicao do Vetor Rotacio

Para mais detalhes e deducao analitica, veja Franca (2011).
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Exercicio: Composi¢cao de Movimentos (uma rotagao e uma translagao)

Uma particula P percorre o interior do tubo articulado em @ com velocidade relativa 17,6,
constante. Por sua vez o tubo gira em torno de Q no movimento plano com velocidade angular
@ =0k constante, conforme ilustrado na Figura 59a. Determinar a velocidade e aceleracao da

particula P.

a) | b) DvCL

Figura 59 - Composiciao de Movimento (rotacio e translacio)

Resolucio: a) Sistema: composto por uma particula P e um tubo articulado em @, com rotacao

@&=wk constante; b) Diagramas: DVCL conforme ilustrado na Figura 59b; c) Base e Pdlo: base
moével Qurt k solidaria ao tubo; d) Teoremas: formula de composicdo de velocidades:

I7abs = sz +V. e de campo de velocidades: VP = 170 +aon (P— O) .

arr

e =XI+YVj+Zk=7u

=V,

parr =V oarr T Qe N (P - Q) =0+ow, kntu=row, 7
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Formula de composicdo de aceleragdes: a, =a,, +a, +ad., ¢ de campo de aceleracdes:

a

p =4y +Z)/\(P—Q)+E)/\[E)/\(P—Q)]

QY

P,rel =ru

v =gy +AN(P=0)+d,, A|@,, A(P-0)|=0+0+a,, k Alo,, k Ari)=—6"ri

Q

[

i, =2-@, AV, =2-0k Niii=2F07

rel

G, =-0"ri+2707

Note que o movimento da particula para V,,, =0 ¢ @=wk e R constantes ¢ um circulo.
Portanto o perimetro percorrido a cada volta € constante (27 R ). Se houver variagdo do raio para

Vi, >0 haverd aumento do percurso a cada volta (trajetoria espiral). Portanto a velocidade

tangencial vai aumentar o que ¢ retratado pela componente de aceleragdo complementar

(Coriolis): |a,,, =27 o7 |que tem a dire¢do tangencial.

Exercicio: Composi¢cao de Movimentos (duas rotagoées)

Um anel esbelto de raio R , contido no plano Oxz da base mével solidéria a
primeiro corpo, gira em um eixo vertical com vetor rotagio @=wk e vetor
aceleracdo angular =@k . A barra diametral BP percorre o anel de forma

que a velocidade relativa v do ponto P ¢ conhecida e de modulo constante
[y|=v. Considerando o instante em que o ponto P esti na posi¢do & do

anel, determine em fungéo de & :

a) o vetor (P—0), o vetor rotacio 6 da barra BP em torno de Oy eovetor
rotacdo absoluta Q da barra BP;

b) a velocidade relativa v,,,, a velocidade de arrastamento v,, € a
velocidade absoluta v, do ponto P da barra BP;

c) a aceleragdo relativa a,,, a aceleragdo de arrastamento ad,,, a
aceleragdo de complementar (Coriolis) dp, € a aceleragdo absoluta a, do

ponto P da barra BP;
d) o vetor aceleragdo angular absoluta & da barra BP.

Obs.: adote o piso 4 como referencial fixo, o anel como referencial mével e use os versores
i jk do sistema mdvel Oxyz, solidario ao anel, para expressar as grandezas cinematicas.
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Resolugiio: a) Sistema: O sistema é composto pelo anel de centro em O, com rotagdo &= wk

que arrasta a barra BP, que possui velocidade angular relativa 0. b) Diagramas: DVCL; c) Base

e Polo; d) Teoremas. Para determinar o vetor rotacdo 0 da barra BP, considera-se

(P-0)= R(— cosOi +senfk ) e faz-se a derivada temporal:

—

Vi, =V =Y, +6 /\(P—O)z6’}/\R(—COS€?+senHI€) = Vg :17:R6"(cos0]€+sen0f)

=|\7|=v = RO=v = 6"=%]’ Q=d,,+ad, = fl:%]’erl;

Do enunciado: ‘vP,re,

b) Velocidade Relativade P: v, = v(sen&’ i +cosOk )

Arrastamento: v, ., =V, +dA(P-0)= wk /\R(— cos&’f+sen6’l€) = |Vpar = ~Rwcos O j

Absoluta: v, =v, ., +V,, :v(sen017+cosﬁlg)—Ra)cosﬁf = |Vp=vsendi — Rwcosd j +vcos Ok

c) Aceleragdo de P: Relativa: a,,, =ad, + 0 A (P-0)+ 6 A [é A(P- 0)}

2
. z - - % - -
dp=0 e 6:% (constante) = € =0, portanto: |, =E(cosé’z —sen&’k)

Arrastamento: d, ., = d, + &, A (P-0)+a,, Alo, A(P-0)] =

ﬁpm=a')l€/\(P—O)+a)l€/\la)l€/\(P—O)J = 5P,a,,:R(a)zcosﬁz?—d)cosﬁj)

Complementar: a, ., =20, AV, =20k A v(sen@z +cos Hk) = |dp,,, =2vwsend |

2

2
i, =| —+Ra’ cos@f+(2va)sen6’—Ra')cos€)]'—v—sen0k
"R R

d) Aceleragdo angular da barra BP:

a=a,,+a, +o, "o, = a=0+ok+okn

7

~.!
Uy
Qi

=Y oi +ak
R
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Exercicio: Composi¢ao de 3 Movimentos (duas rotagées e uma translagao)
A placa RSTW gira em torno do eixo RW com vetor
de rotagdo @, de modulo constante. Sustentado por

a
mancais solidarios a placa em C e D, o eixo CED 2@%_» y
possui vetor de rotagdo @, de mddulo constante em ( H

relagdo a placa. A barra EH ¢ soldada ao eixo CED

T

—

e sustenta, em H, um tubo paralelo ao eixo CED.

) ) R . ®
No interior do tubo o émbolo F de um cilindro 2

hidraulico desloca-se com velocidade de modulo V, % F >
constante em relagdo ao tubo. Determinar, para o R z
instante mostrado na figura e representando os

vetores na base vetorial solidaria a placa RSTW- a) O vetor rotagio absoluta Q da peca CDEH:;

b) O vetor aceleragdo rotacional absoluta f) da peca CDEH; c) O vetor velocidade absoluta do
ponto F do émbolo; d) O vetor aceleragdo absoluta do ponto F do émbolo. Dados: ME =5a;
EH =3a; (F-H)=ai

Resolucgiao: Sistema: placa RSTW, peca CDEH e o émbolo F. DVCL: placa RSTW, com
velocidade angular @, ; Peca CDEH , com velocidade angular @, e émbolo F com velocidade

constante V. Utilizando composi¢cao de movimento, considerando a base mével Exyz, solidario a

placa RSTW, tem-se para a peca CDEH a velocidade angular absoluta compota por:

=0,+0, = |Q=wi+ok

Q
A aceleragdo angular da pega CDEH :

=

= Q:6+6+wzl€Awlf = Q=0-0,]

Q=0,+0,,+0, NO

rel arr rel

Utilizando a composigdo de movimento, obtém-se a velocidade do émbolo F: V, = VF’M + I7F’

arr

Velocidade relativa de F em relacao a base mével Exyz:

Vera =Vera * Vs =Viu + [VE,,Q, +é,, AH - E)] =Vi+ (0 +w i A3a ]) =3

Jrel = rel

I7F~re, =Vi+3am, k
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A velocidade de arrastamento de F expressa na base movel Exyz:

Voo =V, +@, AF-M)=0+ak A (6af + 3aj‘) = |V, =6aw,j-3aw,i

F.arr

A velocidade absoluta: VF = VF

arr

Ve = V. =(V-3aw,)i +6aw, ] +3am, k

sre

A aceleragdo relativa do émbolo F sera:

rel rel

p o :éE,rd+a;) /\(F—E)+c?) /\[c?),el /\(F—E)]:6+6+a)1fA[wlfA(af+3aj)]

- e "y - _ 2
Ap g =01 N3aw k = Ay, =—3a0;] |

A aceleracdo de arrastamento do émbolo F sera:

Ap e = Apg o +c§m /\(F—M)Jrc?)m /\[c?)m /\(F—M)]:6+6+wzl€A[wzl€A(6af+3aj)J

- 7 e e - _ 27 2
Ap oy =Wy k /\(6aa)2]3aa)2 z) = |Ap,, =—6aw;,i-3aw; j

A aceleracdo de Coriolis do émbolo F sera:

dp p =20, /\VF :200212/\(Vz?+3aa)1 Ig)

,rel

aF,cor = 2a)2V .]

—

Finalmente a aceleracio absoluta sera a soma: |d, =—6aw; i + (2a)2V -3aw} -3aw; ) J

Note que a escolha conveniente do sistema de coordenadas movel deve permitir a identificagao
do movimento relativo (aquele que acontece quando o movimento de arrastamento ¢ ignorado) e
a identificacdo do movimento de arrastamento (quando o ponto em analise estd numa
determinada posicdo relativa). Tipicamente seleciona-se o corpo intermedidrio como sistema de

coordenadas movel.
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Exemplo do efeito de Coriolis: Considere um carrossel com movimento angular @

arr ?

arrastando o corpo em movimento relativo conforme ilustrado na Figura 60. Qual a

rel >

aceleragdo do corpo devido ao efeito de Coriolis?

Figura 60 — Efeito de Coriolis

acor =2 a)arr A I/rel

acor = 2 : a)arr k A I/rel l

acor =2 I/rel a)arr J
Note que o perimetro percorrido pelo corpo varia gradativamente de forma crescente em fungdo
do raio (2 ® R), aumentando a componente tangencial da velocidade (ou seja, havera aceleracao

naquela direcao).



CINEMATICA 93

d)

2

h)
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7. Anexo A — Operagoes com Vetores

A representagdo de um vetor estd associada a um sistema de coordenadas adotado. Considere o

sistema de coordenadas Oxyz, cartesiano tri-ortogonal, orientado segundo a base de versores
unitarios i, j e k independentes. Um vetor 7 ¢€ representado nesta base por trés escalares (x, y,

z) sendo respectivamente um em cada diregao:
Foxi+yjezk (109)

O MAGNITUDE do vetor 7, que corresponde ao seu comprimento, ¢ obtido por sua norma:
| =y +y* + 2 (110)

Note que o norma ou médulo do vetor ||F|| ¢ invariante e independe da base que o descreve.

O PRODUTO ESCALAR dos vetores u e v, ¢ um escalar que corresponde a projecao de um

vetor sobre o outro, sendo obtido por:

u=ui+u,j+uk

V=vi+v, j+vk
u

V=uU VU, VUV, (111)

Note que no produto escalar dos versores: i -i =1 ;7-;=0;17-k=0
O PRODUTO VETORIAL dos vetores i e v, nesta ordem, é o vetor unico # Av € R’

(Carmo, 1976) caracterizado por:
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w-(ii AV)=det(w,u,v) (112)

para qualquer sistema de coordenadas unitario w € R’. O determinante det(w,u,v) significa

que se expressa na base natural {e;} no R’ onde: i=1,2¢e3.

wp W, W,
det(w,u,v)=lu, u, u, (113)
i Vo W
T (L U U u u,
UAY = e — e, + e,
Vo, W i W i

onde: w=w, e +w,e, +w, e, ¢ uma base unitaria: w,=w, =w, =1.

Propriedades:

A UAV=UXV (produto vetorial ou cruzado);
(ordem dos termos afeta o produto);
c) (a u+b Vv) AV=auAv+bwav (propriedade distributiva);
0 (somente se u e v forem linearmente dependentes - alinhados);

e) (i AV)-ii=(iAV)-V=0 (pois (i A¥)-ii =(ii-ii)A(V-ii)=0 pois sio paralelos);

Decorre de e) que o produto vetorial ndo nulo é normal ao plano gerado por u e v. O produto

vetorial tem modulo idéntico a area do paralelogramo formado pelos dois vetores e tem direcao

perpendicular ao plano formado por eles, sendo obtido por:

i AV = (ty vy =1y v, )7 (g vy = vy ) o+ vy =y v, ) (114)

|ﬁ/\\7|:|ﬁ|-|\7|-sena
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Finalmente se os vetores u(?) = (ui(?), ux(t), us(t)) e v(t) = (vi(t), va(¢), v3(¢)) varidveis no tempo,

sdo diferencidveis no intervalo (a, b) do R*, com ¢ € (a, b) decorre que:

dio ooy di oo dV
E(u(t)/\‘)(t))_ ” AV(t)+u(t) A " (115)

Note que no produto vetorial dos versores obtém-se: 7 A j =k ; ]/\lg =i e kni =7 que

corresponde a regra da mao direita (sentido anti-horario positivo).

O PRODUTO MISTO de trés vetores @, b e ¢ é um escalar que corresponde ao volume do

paralelepipedo com area da base formada pelo produto vetorial (termos entre paréntesis) vezes a

altura (produto escalar):
i-(bne)=c-(anb)=b-(c na) (116)

A sequéncia dos vetores pode ser permutada e basta que dois vetores sejam alinhados (produto

vetorial nulo) para que o produto misto seja nulo.

DUPLO PRODUTO VETORIAL
inlbné)=(a-c)b-(a-be (117)

Note que o produto vetorial (5 AC ) sera um vetor perpendicular ao plano formado por eles. Ou

seja, ndo tera componentes na dire¢do deste plano. Portanto o produto vetorial a /\(E AC ) nao

terd componentes na dire¢do de a conforme o lado direto da equagao.

Na forma matricial:

anlb né)=[alalc) (118)
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8. Anexo B — Regras de Integracao

Seja a fungao: y=f (x)z x . A integral da fungdo y=f (x), definida entre os intervalos xy € x;

g+l

sera dada pela fungio ANTIDERIVADA F(x)=—

(g+1)

da fungio f(x)=x? com g #—1.

A integral da fungdo y= f (x) =x ¢ dado por:

' £e)de = Fx)- Flx,)

Para g=1 = F(x)=%x2 = rxdx=%x =——7

Exemplo de integragdo de fungdo y = f(x)=+/x = x"2.

K12 x 232 2x3/2

A ANTIDERIVADA F(x):m:§x3/z Portanto jx&dx=§x3/2 == :
+ Xo X,

o

Exemplo de integragio de fungio y = f(x)= LN J-x x'dx=Inx+k
x

9. Anexo C — Regras de Derivagao

Algumas regras de derivagdo sdo utilizadas neste texto e suas relagdes sdo lembradas a seguir:
Regra do PRODUTO: considere as fungdes x(t) e y(t):

d

d _d a
E(x(t)-y(t))— X0 YO+ x(0)- ()
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Exemplo de derivada de fungdo utilizando a regra do Produto

Considere as fungdes: x(¢)=senfd e y(t)=cosd

%(sen@-cos@):(0050-9)-c0s0+sen9-(—sen@-é)

%(sen 0-cosf)=0- (cos2 0 —sen’ 9)

Regra do QUOCIENTE: considere as funcdes x(t) e y(t):

d d
¢ (X(I)J OO0 0

dt\ y(1) ¥ (1)

Exemplo de derivada de fun¢do utilizando a regra do Quociente

Considere as fungdes: 6(¢) ; x(t)=cosf e y(t)=senf

d(cos@j (—senH-9)-sen0—c0s9-(c0s0-9)
dt\ send sen’ 6

i(cos&’j
dt\ sen@

Regra da CADEIA: considere as fungdes g(t) e f(g(t)):

0
sen’ @

-(sen2 6 + cos’ 0): -

sen’ @

d d d
Ef(g(t))=5f(g(t))-5g(t)

Exemplo de derivada de fung¢ao utilizando a regra da Cadeia

Considere a funcao f(t)=senf e g(t)=86

isen&’(t) :isenﬁ-iﬁz cosd-6
dt dt dt

98
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10. Anexo D — Taxa de Variagao de um Vetor

Considere o vetor u descrito em um sistema de coordenadas movel Oxyz:

—

d=ui+u,j+uk (119)

A variacao temporal do vetor ¢ dada por:

—

4 (@) =ii =i, T+, i K+ i +u, j+uk (120)

Os primeiros trés termos correspondem a variacao temporal relativa do vetor, quando observado

do referencial movel:

i(u)relativo :ux;+uy]+uzl€ (121)

Os demais termos correspondem a variagcdo temporal do sistema de coordenadas auxiliar cujos

versores se movem angularmente arrastados pelo movimento da base @, . Utilizando as

— -

derivadas dos versores unitarios d base movel: i =@, Ai ; j=@, AN] e k=a, Nk

arr

obtém-se rearranjando os termos:

u i +u, jru k=u, @, ~i+u, @, AJ]+u.-d, rk
! g (122)
u_i+u ]+uzk="(m/\(uxz+u Jj+u k)zc?)ar,./\ﬁ
4id)=ii = (L), +@,, Aii
dt dt ™ Jrelativo arr (123)

ou na forma matricial utilizando a matriz anti-simétrica [@W ]:

Lt =) o + @, ] 1} (124)
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11. Anexo E — Formulas de FRENET

TRIEDRO DE FRENET - Seja a posicdo do ponto P(t) uma fung¢dao do parametro (t). As
coordenadas do ponto P(7): x(1), y(1), z(t) sdo as equagdes paramétricas da curva orientada §

descrita pelo movimento geométrico de P no espago R’ ao variar o pardmetro (1) com

continuidade, conforme ilustrado na Figura 61a.

P(r)=0+7(z) (125)

Portanto se o ponto P = P (S) que percorre a trajetoria orientada S no espaco R’ tem sua
posicdo, velocidade e aceleragio descritas na base movel intrinseca P77 b moével solidaria ao
ponto P, com o versor binormal b=1nii, que ¢ chamado de triedro de FRENET. Para os

pontos P(S—dS), P(S) e P(S+dS) quando dS — 0, forma-se o plano tangente a S, chamado de
plano OSCULADOR (Boulos, Zagottis, 1991) onde ocorre o movimento com velocidade

V,=V,f e curvatura na direcdo 7, conforme ilustrado na Figura 61b.

A z
S S
Py P(S+dS)
ﬁ
() p .
O O{Ew) ds
.
\\\ t
9
n
P(S
s (S)
X

Figura 61 — Curva S no Espaco R’
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Derivemos a relacao b-T=0 em relacdo a .

|
|
!

f+b- i ecomo b-ii=0 (126)

ab
ds

Resulta em ﬁ-f=0 logo ab énormala 7 ea b .. paraleloa 7
ds ds

— —

Suponha que % =yn onde y= %ﬁ ¢ chamado de TORCAO da curva P (S). O inverso é

chamado de RAIO DE TORCAO.

Derivando 7i=b AT em relacdo a .S tem-se:

ai_ ai

ds P ds 0 x O0][7] |7
fl—;:—yé—zc? ou ”é_g ok 0 —y|dal=di (128)
—=yn A

ds ds

Portanto as equagdes intrinsecas da curva de S na base movel Pt 7 b sio as chamadas equagdes

de FRENET, conforme ilustrado na Figura 62.
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Triedro de
FRENET

Figura 62 — Triedro de FRENET

Identificam-se os planos OSCULADOR (7 A7), onde ocorre o movimento, com velocidade

I7P =V,f com curvatura na diregdo 7, plano NORMAL (ﬁ/\E) e plano RETIFICANTE

(Z; At ), conforme apresentado na Figura 63.

e Plano

Normal

P_/qno N

Retificante nAb
- -
b At

- —
t An

Plano
Osculador

Figura 63 — Identificacio dos Planos

Um movimento plano ocorre no plano OSCULADOR identificado por b =7 A7, quando a

diregdo do versor binormal b ¢ invariante e pode ser determinado por: b =7 A

<
>
Ql

)
Il
<
>
Q
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Finalmente ilustra-se e a tor¢do da curva § , apresentado a variacdo da dire¢do do versor

binormal b, conforme mostrado na Figura 64. Note que o movimento ocorre no plano

Osculador que teve sua atitude modificada pela Torg¢do da trajetoria.

Plano Osculador

P
-
t

Al

Torgéo y

- -
t An
P
n

Figura 64 — Torc¢ao da Curva S

CURVATURA: y = HV:&H
q
TORCAO: y = V/\ﬁé
P ~al

Relacoes Uteis

Considerando curva no plano cartesiano onde y =y (x) tem-se que:

y=y(x) = R=

(129)

(130)

(131)
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12. Anexo F - Movimento Cicloide

Um disco de raio R rola sem escorregar para a direita sobre o eixo x. Nessas condigdes, um
ponto P da periferia do disco descreve uma curva chamada CICLOIDE. O parametro da curva ¢
o angulo central @, contado no sentido horario a partir da vertical. A funcdo horaria da atitude ¢

dada por: € =wt sendo @ a velocidade angular do disco, supostamente constante. Derivando

em relagdo ao tempo obtém-se: O=w ¢ O=o=0.

Figura 65 — Movimento Cicléide

As equagdes paramétricas da curva cicldide sdo: x=RO—-Rsenf e y=R—-Rcoséd.
O vetor posicao de P(6) se escreve como:
7(0)=(P-0)=xi+yj= R-[(&'—senﬁ)f+(l—cos6’)]’]
Derivando com relagdo ao tempo, obém-se a velocidade de P(6):
F,=V,=oR- [(1 —cos@)i +sen0]’]
Derivando mais uma vez, considerando aceleragao angular nula, resulta a aceleragdo de P(6):

d,=oR- [(l—cos 0)?+sent9j‘]+ sz(sen0f+cost9j): sz(sen0f+c0s6’])
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Identificagio do Triedro de Frenet. O versor tangente ¢ tem direcdo da velocidade sendo

coR-[(l—cos@)f+sen0]] _ (1-cos@)i +sen@ j
a)R-\/Z-(l—cosﬁ) \/2-(1—0059)

|V1

obtido por: 7 = = ‘VP‘:Q)R- 2-(1-cosf) =

<t

f=

A expressao intrinseca da velocidade (na base de Frenet) resulta: I7P =wR-J2-(1-cosO)t

- 3p2
ch __OR (I_COSH)]E:_IE
Ad

Para o versor binormal tem-se: b = -———
‘ @R (1 —cos 0)

O resultado encontrado para a binormal é esperado, pois a curva esta contida no plano x-y.

o . . = - senfi—(l—-cosf)j
Para uma base positiva o versor normal corresponde a: n=b At = \/ﬂl(—ﬁj )]
(1-cos

‘Vr _ @'R*y8(1-cos )’

O raio de curvatura € obtido de: p=— = T~ =2R,/2(1—cos@
‘V/\ﬁ‘ @’ R (l—cose)
Note-se que, para § =, ponto mais alto da trajetéria, p =4 R.
., N . - = 9 sen
As componentes intrinsecas da aceleracdo sdo: a,=d-t=w" R e

' 1/Z-il—cos@i

a =da-n=w"R (1—cos9) de onde verifica-se que: a, =V*/p

" J2-(1=cos )
Finalmente a aceleragdo vetorial, na base de Frenet, resulta em:
L - B o’ R
a=a,t+a,n=

" J2-(1-cos®)

1) Note que, para 8§ = 0 , tem-se p = 0, ou seja, a curvatura ¢ infinita. Nesse ponto a cicloide ¢

[sen 07 (1-cos 0)ii]

continua, mas ndo diferenciavel (aparece um bico na curva). A velocidade se anula (17 = 6) €eo
versor tangente fica indefinido (7 :6/0). A aceleracdo nesse ponto ¢ vertical e dirigida para
cima e vale a = a)zR]' . Para @ =2nn, paran=0, 1, 2,..etc,. a base de Frenet perde o significado
e deixa de existir.

2) A aceleragdo a tem modulo constante |c7| =®’R e aponta para o ponto G (centro do disco).

3) O centro de curvatura 4 esté situado na reta que une os pontos P e C, de modo que: (4 — P) =

2 (C — P) sendo o raio de curvatura: p = |A —P| = 2|C - P| =2R,/2(1—cosé
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13. Anexo G - Movimento Retilineo

Sabendo que para o movimento retilineo a velocidade ¢ a de variagdo temporal da posicao, tem-
se a integragio dos dois lados da equagdo com a correspondente SEPARACAO DE
VARIAVEIS como:

ax

V(t)= 7

= dx=V(@)-dt = jdxzjV(z)-dt (132)

Fazendo a integral definida com limite inferior correspondente as condi¢des iniciais para #) = 0;

x(tp) = xo € M(ty) = V), pode-se obter o resultado de posi¢cdo a qualquer instante de tempo ¢:

J:;dx = j V@ -di = xf = j V) -dt = x(t)=x, +j V(t)-dt (133)
para velocidade constante, obtém-se:

x(t) = x, +L:V-dr = x(t)=x, +V-J:)dt = x(t)=x,+Vt (134)
A aceleragdo do ponto ¢ a taxa de variacao da velocidade:

a(t):d—V = dV=a(t)-dt = jdV:ja(z)-dz
) dt (135)
[Yav=[aw-a = v =[awda = V©)=V,+[ a@)-dr

Para o movimento uniformemente variado (MUV), ou seja, com aceleragdo constante, obtém-se:

V(z):V0+L’a(z)-dt = V(t)=V0+a-fdt = V)=V, +at (136)
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Substituindo na expressdo anterior obtém-se para aceleragdo constante a tradicional formula do

movimento uniformemente variado (MUV):

)C(l‘):XO-}-J':V(t)-dt = x(t):xo"‘Jj(Vo‘i‘al‘)'dl‘ N X(l‘)zx0+J:tV0-dt++'[tat.dt

fo

1,y 1 (137)
x(t)=x0+V0-t|i +a-5t2‘t = )c(t)=9c0+V0-t+Ea-t2
Férmula de Torricelli
Tomando as expressdes da velocidade e aceleragdo e eliminando o tempo, obtém-se
y_dx L (138)
dt dt dx

Considerando a aceleracao como a = f(x) e integrando considerando as condigdes iniciais para £,
= 0; x(ty) = xo ¢ Mty) = V), e movimento uniformemente variado (MUYV), onde a = cte, resulta

€m:

Vedv=f(x)-de = jV:VdV:j;f(x)-dx - %Vz‘;:.[;f(x)-dx 139

V:=v; +2a-(x—x0)

que ¢ a formula de Torricelli.



