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1. INTRODUGAO

Esta monografia resume as notas de aula deste autor na disciplina de Mecanica I (PME3100),
elaborada ao longo do seu aprimoramento didatico junto a equipe de dindmica do Departamento
de Engenharia Mecanica (PME) da Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo (EP-USP).
O texto pressupde que o aluno domine os conhecimentos elementares de algebra vetorial, algebra
linear e de célculo diferencial e integral, adquirido nas disciplinas dos primeiros anos basicos

(biénio) do curso de engenharia.

O conjunto de notas de aula se inicia pelo trato da Estatica, Cinematica e finalmente a Dinamica.
Na estatica, sistemas estruturais, sdo modelados e analisados. Na cinematica, os movimentos €
composicdo de movimentos sdo tratados. Em dinadmica os teoremas de energia (Teorema da
Energia Cinética - TEC), Newton (Teorema da Resultante - TR) e Euler (Teorema da Quantidade

de Movimento Angular - TQMA) sao apresentados.

A notagdo vetorial (Boulos, 1991) € utilizada sistematicamente ao longo deste texto.

1.1. Espaco e Tempo

Segundo Newton (1687) o ESPACQO absoluto (referencial) permanece imdvel independente de
qualquer fator externo. O TEMPQO (absoluto ou MNewtoniano) escoa uniformemente

independente de qualquer fator externo. A SIMULTANEIDADE ¢ a correspondéncia de

posicio de movimentos de dois ou mais pontos. RELOGIO ¢ a medida de tempo por

comparagdo simultdnea de movimento (ex.: movimento angular de ponteiros ou astros).
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1.2. Principios Fundamentais

Primeiro Principio (Lei da Inércia) “Todo ponto material isolado no espago e tempo absolutos,

permanece num estado de repouso ou em movimento retilineo uniforme” (Lei da conservagao da
quantidade de movimento p=m-V ). O termo isolado significa auséncia de contato e, portanto

de forgas.

Segundo Principio (Lei Fundamental) “A variagdo da quantidade de movimento ¢ proporcional

a forga que age na particula ou ponto material, no espago e tempo absolutos, e se d4 na mesma

direcdo e sentido daquela for¢a” (para massa constante }3 =m-V+m-V=ma=F).

Terceiro Principio (Acdo e reagdo) “As forgas de contato que dois corpos exercem entre si sao

sempre iguais e diretamente opostas”.

1.3. Referencial e Sistema de Coordenadas

Um corpo rigido pode ser considerado um referencial, ou seja, de um de seus pontos se observa
movimentagdo de outros corpos, segundo um sistema de coordenadas. Os referenciais em geral
sdo associados a corpos (e se confundem com eles) e podem ser fixos ou moveis. A segunda lei
de Newton, que relaciona a variacao da quantidade de movimento com as forgas ativas, ¢ valida
apenas em referenciais fixos (Newtonianos) ou referenciais com velocidade e orientacdo
constante (Franga e Baruh). Nestes referenciais, os vetores de posicao, velocidade e aceleracao
tétm formas simples. Entretanto, em alguns casos da dindmica ¢ conveniente € vantajoso

expressar o movimento em um referencial movel.
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Figura 1 — Referencial

A melhor aproximag¢ao de um referencial fixo ¢ considerar uma estrela fixa distante. Uma
aproximag¢do menos precisa ¢ considerar o sol como referencial fixo. Entretanto, dependendo do
tipo de fendmeno, a terra pode ser considerado um referencial fixo para descrever movimentos
de corpos na sua superficie. Descrever por exemplo, o movimento de um veiculo utilizando o
referencial movel solidario a terra € simples conforme mostrado na Figura 1. Entretanto, ndo se
leva em consideragdo o pequeno efeito da rotagdo deste referencial movel, que no caso da

descri¢do da sutil movimentacao das marés, ndo pode ser desprezado.

Note que o centro da Terra viaja em torno do sol com velocidade de 30.200 m/s (ou 108.720
km/h) e tem na linha do equador a velocidade relativa periférica de 465 m/s (1.674 km/h). A
aceleragdo centripeta na superficie do planeta (raio médio de 6.371 km) devido a sua rotacdo
propria (0,2618 rad / hora) resulta em uma aceleracio centripeta de a. = V/R = 0,03 m/s” (ou
seja, 3 milésimos de g) que ¢ praticamente imperceptivel sendo uma simplificagdo plausivel para
alguns fendmenos na sua superficie. A aceleragdo da gravidade nos tropicos ¢ cerca de 0,53%

menor que nos polos.
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Sistema de Coordenadas: Um conjunto independente de versores unitarios constitui um sistema
de coordenadas. O sistema de coordenadas pode ser retilineo (aquele onde a dire¢do dos versores

nao se altera) ou curvilinear (aquele que incorpora a dire¢ao da trajetéria que a origem descreve).

Um sistema de coordenadas definida no espago Euclidiano R’ da geometria classica, ¢
composta por dois eixos ortogonais (portanto independentes), formando um plano, € um terceiro
eixo perpendicular ao plano (portanto independentes formando uma base positiva). A sistema de
coordenadas pode ser fixo Eejeye;, ou movel Oxyz, conforme apresentado na Figura 2. Um
sistema de coordenadas pode estar “soliddrio” a um corpo rigido e, portanto se movimentando

junto com ele.

Um vetor 7 que localiza a posi¢do do ponto P pode ser descrito na base movel, segundo os
versores unitarios i, je k (vetor representado por uma seta sobre a letra) ou, representado no
sistema de coordenadas fixo, segundo os versores e,, e, ¢ e, (letras em negrito identificando

vetor).

Figura 2 — Sistema de Coordenadas Fixo e Movel
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O movimento de um corpo rigido e, portanto de um sistema de coordenadas mével Oxyz, pode
ser retilinear ou curvilinear. Pode ter orientagdo invariante ou ter, por exemplo, um de seus eixos

acompanhando uma trajetéria (sistema de coordenadas intrinseco - base de Frenet).

A descrigdo da distribuicdo de massa de um corpo ¢ facilitada quando se utiliza de uma sistema
de coordenadas solidario ao corpo (a matriz de inércia torna-se constante). Entretanto, quando se
utiliza uma sistema movel, deve-se ter um cuidado especial no calculo da derivada de vetores.
Deve-se distinguir a derivada local, feita com respeito a um referencial movel, da derivada

total (ou global) que ¢ calculada em relacdo ao referencial fixo.
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2. DINAMICA DA PARTICULA

Os teoremas gerais da dindmica podem ser definidos para uma particula P, de massa m, com

posicdo espacial 7 = (P — O) no instante de tempo ¢, submetido a forca (F(@,7, i ),P):

2.1. Quantidade Movimento Translacional

Defini-se QUANTIDADE DE MOVIMENTO p de um particula P de massa m com

velocidade V' no instante ¢, o vetor:

p=mV () (1)

Derivando com respeito ao tempo e considerando a massa constante, obtém-se:

d_-_d A ema
P=m V(t)+m dtV(t) m-a(t) (2)

que resulta em:

p=F() 3)

ou seja, a variagdo da quantidade de movimento de uma particula ¢ decorrente da forca a ela

aplicada (segunda lei de Newton).
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2.2. Momento da Quantidade Movimento

Defini-se MOMENTO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO (ou Momento Angular) H o

de um particula P de massa m com velocidade V em relagdo ao polo O, o vetor:

H,=(P-O)Anp = H,=(P-0)rm-V (4)

2.3. Movimento Angular e Momento

De maneira muito simples pode-se correlacionar a quantidade de movimento angular /, com o
momento em relagdo a um poélo qualquer, fazendo a pré multiplicagdo da expressdo anterior

p=F vetorialmente por (P - G) obtendo-se de imediato:

(P-G)Ap=(P-G)AF (5)

ou seja, a taxa de variagdo temporal o momento angular, para uma determinada posi¢do, ¢ igual

ao momento em relacdo ao mesmo pédlo G. A dedugdo completa serd apresentada no item 7.

2.4. Equacao Fundamental

Existe um referencial fixo (ou Newtoniano) em relagdo ao qual um ponto material se move com

aceleracdo d quando submetido a forca resultante F(¢) tal que:

m-a=F(t) (6)

Note que a forga pode ser de campo (proximidade) ou de contato entre corpos.
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Exemplo: Movimento Centripeto de Particula

Uma particula P(t) de massa m, descreve ao longo do tempo, uma trajetoria circular de raio R,
com velocidade tangencial ¥, constante, presa em um fio ideal (inextensivel ¢ com massa
desprezivel) de comprimento L fixado na articulagdo O, conforme ilustrado na Figura 3.

Determinar a tensdo F no fio para uma velocidade angular @ constante e o angulo S de

equilibrio.

2
- Fio 2
k ‘\Q\O\F>
. T p 2
/ O o % ______________ F Particula
1 i .
\ P, m
\ - 3’
. P
_)
__________ mg
Diagrama de | Diagrama de
Velocidade Forgcas

Figura 3 — Particula em movimento circular

RESOLUCAO: a) Sistema: particula de P(t) de massa m e fio ideal vinculado em O; b)

Diagramas: DVCL e DFCL conforme Figura 3; ¢) Base e polo: Ot 7 k movel; D) Teoremas:

TR: mﬁzZF.

A aceleragdo da particula P(t) ¢ dado por: d@=V7+Rw*#ii para movimento circular de raio
VZ

constante, resulta em velocidade constante e apenas a aceleragdo centripeta: a = Fﬁ . Portanto

utilizando o Teorema da Resultante e observando o diagrama de forcas sobre a particula,

apresentado na Figura 3b, tem-se:
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m- R =F-cosf N

0=F-sen f—mg

v - -
= m?n =F—-mgk  separando nas dire¢does O

|| mV:
_R-cos,B

R
p=arc tanV—§

‘

n

k

12

Note que a forca ativa na particula € positiva (apontada para o centro) e a reacdo no fio ¢ para

fora (reagdo centrifuga).

Anadlise dimensional: é sempre conveniente realizar a andlise dimensional da resposta para

verificar a consisténcia do resultado. Neste caso a for¢a “F” deve ter unidade de Newtons (ou kg

2 - . .
x metro/s”). Considerando que a massa m tem unidade em “kg” e o termo corresponde a

aceleragdo centripeta ¥>/R tem unidade de metro/s® a resposta tem unidade de Newtons ¢ esta

consistente.

2.5. Impulso

O Impulso de uma forca (F (¢, 7, ?),P) ¢ definida como:

2.6. Energia Cinética

1,0 :j: F(t)dt

(7)

A Energia Cinética de uma particula P, de massa m, no instante de tempo ¢, ¢ definida como o

escalar:
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T(t)zém-ﬁz ou T(t)zém-ﬁ-ﬁ (8)

2.7. Trabalho de Forcga

O Trabalho Elementar realizado por uma forca (F(¢),P) ¢ dado por: dW =F-dF. O

Trabalho realizado por uma forca ([F(¢),P) apenas fungdo do tempo, entre os instantes de

tempo 7 até ¢, que leva a particula da posicao ry até a posicao r € o escalar definido por:

W(to,t):_L:F-dF ou W(to,t):_LZF-th ©)

conforme ilustrado na Figura 4b, pois: ¥ =d7/dt. Note entretanto que a forca (F (t,?,?),P)
pode ser funcdo do tempo, da posicao e da velocidade. Neste caso para a integral acima ser
definida requer o conhecimento da fungdo que descreve a sua variagdo. Se a forga depender

apenas da posicao e integral dependera do caminho percorrido e sera uma integral de linha.

A

Figura 4 — Trabalho Realizado

Em cada intervalo de tempo tem-se: dW =F-dF onde F = F.i +F, J+F k e

di=dxi+dyj+ dzk = dW = F,-dx+F,-dy+F,-dz oupela definigdo de produto escalar
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dw = ‘13 “d F|-cosa. O trabalho da for¢a F durante o deslocamento finito do ponto 4, até A, ¢

S

. . 4, A, = S5 y =
obtido da integral: L dw = L F-dr = W, :J: (F cosa)-ds = L F(t)-ds

2.8. Trabalho do Binario

Considere o binario de forgas (—17“ ,A) e (ﬁ ,B), conforme ilustrado na Figura 5, que ¢

—

equivalente ao sistema R =0eM =(A—B)/\17“ . Considere L a distancia entre as forcas do
binario de tal forma que L L F. Tem-se para os pontos: ¥V, =V, +@A(B—A) =
dB dA do -

e E+Ek ALu = dB=dA+Ld67. O Trabalho Elementar das forcasem 4 ¢ B ¢

dado por: dW =F,-dA+F,-dB = dW=F, - dA+F, -(dA+Ld9f). Considerando que

F,=—F, obtém-se: dW =F,7-Ld07 =(FL)d0=Mdo = |dW =Md0)|

Figura S — Trabalho do Binario

O Trabalho realizado pelo bindrio de for¢as em 4 e B ¢ obtida da integral do trabalho

4 4
elementar: W:L Md@zML d0=M-(60-6,)

Finalmente o trabalho dos forcamentos (for¢as e momentos) ¢ dado por:
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W(to,t)=I;:ﬁ-dF+I:)M-d9 (10)

2.9. Trabalho das Forgas Vinculares

As forcas vinculares conservativas decorrentes de ag¢do em ponto fixo, ortogonais aos
deslocamento ou em pontos com movimento solidario de dois corpos distintos, ndo realizam

trabalho.

Considere um disco rolando sem escorregar, conforme ilustrado na Figura 6a. O trabalho

realizado pelas forcas no contato D sio: dW =-F,i-dD+N j-dD=0 pois dD = 0. Para

rolamento com escorregamento obtém-se: dW =—F, i -dDi + N j-dDi =—F,, -dD .

Figura 6 — Trabalho de Vinculos

Para um sistema de barras articuladas, conforme ilustrado na Figura 6b, o trabalho ¢ determinado

por szﬁA -dA+ﬁBA -dB—i—]éBC -dB+F-dC . Como o ponto A esta fixo, e pelo principio da

—

“acdo e reacdo” as for¢as R,, =—R,. entdo:

—

aw =R,-0+(R,, - R, )-dB+ F -dC = Fxi -dC7 = Fx-dC
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2.10. Poténcia

Chama-se Poténcia da forca (F(¢), P) para a particula com velocidade I7P no instante de tempo

t, o escalar definido por:

P=F-.V (11)

Note também que a variagdo do trabalho é: dW = F -Vdt = F - dr

2.11. Funcao Potencial

Se uma forca F atuante num ponto material for tal que o trabalho elementar diW = F-dP seja

igual ao diferencial desta funcdo tal que: dW =dU(P), a fungdo chama-se Funcio Potencial

U(P) para forca conservativa. Neste caso ao trabalho realizado pela forca, ndo depende da
trajetoria percorrida pelo ponto material entre os pontos Py e P. Portanto quando existe a fungao

U(P) o trabalho W ¢ obtido pela integral de linha:

W:J:F-dP:I;dU(P):U(P)—U(PO) (12)

Exemplos: Forga Gravitacional e de Mola

Considere uma particula de massa m se movimentando num local com for¢a de campo do tipo

acdo da GRAVIDADE. Tomando o referencial Oxyz com a forga gravitacional orientada para

baixo na dire¢do Ok , conforme ilustrado na Figura 7a, tem-se:

FG:—mg/g e dP=dxl7+dy]+dzl€ portanto dW:—mglg-(dx?+dyj+dz]€):—mg-dz

cuja integral resulta em:
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W:jz —mg-dzz—mgrdzz—mgz\;:—mg(z—zo).

Portanto o trabalho da for¢a gravitacional (for¢a do peso) ¢ dado por:

W=-mgh=-mg(z—z,)

Figura 7 — Forca de Campo e Elastica

Considere uma particula ligada a extremidade de uma MOLA linear, de comprimento livre L

(comprimento da mola sem for¢a) que esta presa na outra extremidade em um ponto fixo O.

Tomando agora o sistema de coordenadas Ou 7k movel e solidario a mola, conforme ilustrado

na Figura 7b, tem-se: F,, =—k(r—L)ii e trajetoria da particula descrita por: (P—0)=7=ri
cuja variagdo ¢: d(rii)=drii+rdii .

Portanto: dW =F-d7 =—k(r—L)i-(drii+r7)=—k(r—L)-d(r—L) (pode-se expandir d(r) =
d(r — L) pois L ¢ uma constante). Portanto o trabalho realizado pela for¢a da mola sera

determinado pela integral definida em (r - L):

n = — r 1 V- 1 1
W, )=L F-d7 :—k-_[rl (r—L)-d(r—L):—k-E(r—L)z rj :—Ek(rz—L)2+Ek(rl—L)2

Se a posicdo inicial da particula coincidir com o comprimento livre da mola (7 = L) ter-se-a:

Wi =—%k(r2 — LY. Se a posigdo da particula for medida a partir do comprimento livre
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1 2 2
(x,=r,—L e x,=r,—L) ter-se-a: VV(1_>2) = ——k(x2 —X ) que ¢ o trabalho da forca

elastica de mola linear.

2.12. Variagcao da Energia Cinética e Trabalho

A variagdo da Energia Cinética de uma particula ¢ igual ao Trabalhoe realizado pelas forgas

ativas externas, em um mesmo intervalo de tempo.

Demonstracao: Utilizando a definicdo de energia cinética e a equagao fundamental da dindmica

expressa em componentes intrinsecas, obtém-se projetando na dire¢ao tangencial, multiplicando
escalarmente por 7 :

—

m-i=F = mai+ai)=F = m-ai+ai)i=F7 (13)

Multiplicando cada lado pela velocidade V e lembrando que a variacdo da energia cinética ¢é

dr /dt =d(mv? /2)/dt =m(2V -V)/2=mV -V , obtém-se:

m-a=m-V=F1{ = mV-V=F.V-{f = dl/dt=F-V
Lo . P P~ P (14)
dT =F-Vdt=F-di = [ dT=[ F-df = T-T,=[ F-d
By B F

AT:T_TO :VI/(IOAZ) (15)

que corresponde a varia¢do da energia cinética 7' de uma particula de massa m, num intervalo de
tempo de 7, até ¢, que ¢ idéntico ao trabalho W realizado pelas forgas resultantes que nele atuam,

durante a variagdo de posicao no intervalo de Py até P.
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2.13. Forcas Conservativas e Sistemas Conservativos

Forcas (ou Sistemas) conservativas(os) sao aquelas que quando o sistema ¢ deslocado de uma
configuragdo (posi¢do relativa entre suas partes) para outra, o trabalho realizado pelas forcas
dependem somente da posicdo inicial e final (portanto independente do percurso da

configuragdo/movimentacao do sistema).

Principio da Conservaciao da Energia Mecanica: Para um sistema conservativo e sua variagao,
valem as seguintes expressdes de energia mecanica (cinética + potencial), uma vez que nenhuma

energia ¢ removida do sistema durante sua movimentagao:

T+V =cte = E(T*‘V):O (16)

Exemplos: Equacao de vibragao

Considere um sistema massa/mola deslizando sobre um plano sem atrito na direcao x, conforme
ilustrado na Figura 8a. A energia cinética T do sistema ¢ dada por: 7 = Em-xz. O trabalho da

forca da mola ¢ expressa pela integral do trabalho elementar realizado pela forca de mola
(F, , =—k (x—xo)) durante a sua movimentagdo a partir da condigdo livre (x,=L) até a

mola —

posicdo de equilibrio:
W= j F -dx= j —kx)-d =—er-dx:—§x2 |§0:—%kx2 substituindo na equacgdo do

e . 1
Teorema da Energia Cinetica resulta em: 7T, =W, = Em-x2 = —Ek-x2 =

m-%*+k-x*>=0 e derivando com respeito ao tempo: m-2¥x+k-2xx=0 = mi+kx=0
que ¢ a conhecida equacdo diferencial de segunda ordem do sistema oscilatorio massa/mola. A

solucdo da equacao diferencial de segunda ordem pode ser obtida de forma recursiva por dupla

) .. k
integracdo da equagdo que ¢ funcdo do tempo, na forma: X(¢)=-—x(¢) obtendo
m
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. . . . k prear . - t+di
sistematicamente a velocidade x(¢) = —j X-dt+x, e a posigdo x(t)= j xX-dt+x,,
m t t

conhecidas as condig¢des iniciais X, e X, .

K
m

% _)

Ve

7 . -7

-+ lmg >
P
A

TN1 N, T Sistema Péndulo
Massa/Mola Simples

Figura 8 — Sistema Massa/Mola e Péndulo Simples

Exemplo: Pendulo simples em oscilagao

Outro exemplo interessante ¢ péndulo simples, conforme ilustrado na Figura 8b. A energia

cinética da massa pendular com comprimento L e variacdo angular 8 ¢:

T=lm-)'c2 =%m-(Lt9')2. O trabalho da forca gravitacional da massa m (—mg/E) e no fio

(-Tii) sio: W:j’F-df -
Wzr—mglz-drf+.r—Tﬁ-drf=—mgh+6:—mgL-(l—cosH)
e substituindo na equacao do TEC resulta em:

1 : . .
r-1,=w, ., = EmLZG2 =-m g L(1—cos @) derivando com respeito ao tempo:

%{%mL29-9+mgL(l—COSQ)}=O = %mLz-zééergLsen@é:O =

(mL2 )é +mgLsen@=0 linearizandopara 6 —>0 = |0 +%9 =0
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que ¢ a conhecida equagdo do sistema pendular para movimento angular com pequenas
variacoes. (Note que o trabalho realizado pela forca T no fio sobre o corpo ¢ nula pois o

movimento tem dire¢do 7 perpendicular a for¢a u ).

Para determinar a tensdo 7 no fio do péndulo, considerando que a massa tenha sido abandonada
com velocidade nula a partir da altura k& para 6 < m/2, portanto a velocidade é: V'* =2 g(h - z) e
utiliza-se do TR aplicado na massa com trajetéria circular de raio L:

m-&zZﬁ = m-(atf—anﬁ):—mglg—Tﬁ.

Multiplicando escalarmente por u: —m-a, =—-mg (IE ‘U )— T e considerando que:

k-ii=cos@=-z/L e a,=-V?/L obtém-se: m-V*/L=(-mgz/L)-T =

<y

T=—(mg/L)-(2h—z)

Exemplo: Conservacao da Energia Mecanica

A particula de massa m ¢ abandonada a um altura A4 na pista de acesso de um LOOP e desliza
sem atrito ao longo do percurso circular de raio R, conforme ilustrado na Figura 9a. Determinar a

altura minima A, para que a particula complete o loop sem perder o contato no apice.

-

Figura 9 — Trajetoria em Loop de raio R
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Resolucio: a) Sistema: particula de massa m. b) Diagramas: DVC e DFCL, conforme a Figura
9. ¢) Referencial, base e polo: base movel intrinseca G77i. d) Teoremas: TR e Energia

Mecanica.

Para percorrer o loop sem cair, no apice (ponto D) a reacao normal (V) da pista na particula deve

ser em modulo maior ou igual a zero (para manter o contato). Utilizando o TR ¢ o DFCL

apresentados na Figura 9, obtém-se: m-a, = N+mg. A aceleragio da particula é obtida de:

g =V,7-(V2/R)i.

Na posi¢do D tem-se m-a;, =—Nn—mgn portanto: m- (— |45 /R)ﬁ =—Nn—mgn e no limite
para N=0 tem-se: V) > R-g. A variacdo da energia cinética ¢ igual ao trabalho das forcas de

campo. Para sistemas conservativos (a for¢ca de contato ndo realiza trabalho), nos pontos 4 ¢ D

resulta em:

considerando ¥, =0 e h, =2R no limite para V2 >R-g resultaem: |h, >2,5-R|
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3. DINAMICA DOS SOLIDOS

Um agregado de particulas com distancias internas invariantes, constituindo um corpo rigido.
Quando submetido a forcas externas, no caso mais geral, descreve uma trajetoria com variagao
de posicdo e orientagdo. Seu centro de massa G percorre uma translagao curvilinea associada
com uma variagao angular da sua orientagdo. Na mecanica vetorial Newtoniana (Newton, 1687)
o movimento de translacdo ¢ identificado pelo Teorema da Resultante, baseado na segunda lei,
e a atitude estd associada com a proposi¢do de Euler (1757) para o movimento angular do corpo
no espago. Na mecanica Analitica, que ¢ baseada em grandezas escalares relacionadas com a
Energia Mecanica Total do sistema (Lagrange, 1788), esta combinacdo de movimentos roto-
translacionais ¢ superada utilizando as coordenadas generalizadas e, as equagdes de movimento,
sdo obtidas de forma elegante e assertiva, mesmo para sistema com muitos graus de liberdade em
roto-translagdo. Neste texto serdo apresentadas apenas as equacdes vetoriais de Newton-Euler.
Para conhecer o método analitico procure informacdes sobre o curso de mecanica analitica

(PME-3200).

4. TEOREMA DA RESULTANTE

A mecanica Newtoniana estd baseado em trés leis que sdo validas para referenciais fixos ou em

movimento uniforme. A primeira lei de Newton estabelece que uma particula conserva sua

quantidade de movimento p=m-V se ndo houver acdo de forcas sobre ela. Isso implica que

para massa invariante F=0 —> V(t)=cte.

Para uma particula submetida a resultante de um sistema de forgas R(t) = Zﬁl observando a
segunda lei de Newton, tem variagdo proporcional da sua quantidade de movimento:
d av (1)

SN B W A Aoy VO F
Ep(t)—dt(m 7o) Sm V(O em V(@O =m- S C = m-a() = () 17)
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Para um agregado de particulas P; de forcas ativas e reativas F ;= -F ", (internas — Principio da

1

Ac¢do e Reagdo da terceira lei de Newton) e forgas externas somadas resultam em:

N
N
=

n
mi .&'[ — Eext +F;1nt = m. a — F;ext + Fmt —

i=1 i=1 i=1 i=1

F;ext (18)

Sm(B-G)=0 = Ym-7,)=0 = YmG-d)=0 = > ma=m-id,19)
i=l i=l i=1 i=1
resultando finalmente o que ¢ chamado de Teorema da Resultante (7R)
m-dg =) F" =R (20)
ou na forma matricial:
0 0] |ag F.
0 m 0|qag=1F, (21)
0 0 m| |ag F

Portanto, tudo se passa como se o centro de massa G se movesse em translacao curvilinea como

um ponto material de massa total m sujeito a resultante R das forgas externas a ele aplicada.

Pense sobre a similaridade com a aceleragdo angular @ e a distribuigdo de massas ¢ os

momentos de binario, descritas por:

72 24, =M (22)
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4.1. Estratégia para Resolucao de Problemas

Uma estratégia para a resolucdo dos problemas de mecanica recomenda seguir uma sequéncia de
atividades estruturadas para facilitar a compreensdo do problema, identificando as informagdes
fornecidas, obtendo informag¢des complementares e utilizar os conhecimentos/teoremas
disponiveis para a montagem das equagdes para resolugdo do problema. Como sugestao,

recomenda-se seguir as seguintes etapas consecutivas:

e SISTEMA: Identificar qual(is) corpo(s) rigido(s) deve(m) ser tratado(s), quais as
informagdes disponiveis, quais vinculos sdo impostos e quais perguntas devem ser
respondidas ou incognitas a serem determinadas;

o DIAGRAMAS: fazer os diagramas de velocidades do corpo livre (DVCL) e o diagrama
de forcas sobre o corpo livre (DFCL), facilitando a compreensdo dos vinculos e
distribuicao das forcas ativas externas. Identificar eventuais equagdes cinematicas e/ou
vinculares;

e BASE ¢ Polo: selecionar um sistema de coordenadas apropriado (fixo ou movel) para
expressar os vetores de localizagdo e orientagdo e escolher um polo conveniente para
descrever os momentos;

e TEOREMAS: explicitar e aplicar os teoremas aplicaveis: Teorema de Resultante (TR),
Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) ou alternativamente o
Teorema da Energia Cinética (TEC). Montar as equagdes considerando os diagramas e

resolver o sistema de equagdes. Apresentar de forma clara os resultados obtidos.

Exemplo: Elevador

Um elevador de massa M parte com aceleragio vertical de @ =a j =2 m/s’, conforme ilustrado

na Figura 10a. Determinar a forga vertical que o passageiro de massa m (70 kg) sofre durante a

aceleracao. Determinar a for¢a 7 no cabo de tracao do elevador.
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- -
't Fl E 't k
. it QO “f
€ o €
V4 N; TNZ mg
M o v
a) Elevador || p) i DFCL DFCL l Mg ¢)

Figura 10 - Elevador

Método de Resolucgio: a) Sistema: O sistema ¢ constituido pelo elevador de massa M e sistemas
vincular de guia que restringe o movimento na direcdo vertical, o passageiro com massa m,
submetido ao vinculo de apoio simples no assoalho do elevador; b) Diagramas: Diagrama de
velocidade do corpo (DVC) e das forcas sobre o corpo livre (DFCL). c¢) Base e Pélo: Adotando a
base com sistema de coordenadas Oxyz fixo. d) Teoremas: Teorema da Resultante.

Para o passageiro, conforme ilustrado no diagrama de forgcas da Figura 10b, que ¢ acelerado

junto com o elevador, tem-se:
m-dg :R:ZF:N1+N2+mg = m-anlglelngNz/;—mgl; = (N1+N2):m(aGZ+g)
Forca sobre o passageiro: (N, + N, )=m(a,. +g)="70-(2+9,81)=826,7N

Para o conjunto formado pelo elevador e passageiro, conforme ilustrado no diagrama de forgas

da Figura 10c , tem-se:

—

(M+m)-d,=T+(M+m)g = (M+m)-aGk=Tl€—(M+m)g1€ = T=(M+m)(a, +2)

Exemplo: Movimento Circular

A cruzeta OABP de massa desprezivel, restringe a massas m na extremidade P, a uma distancia
L do eixo, a girar com velocidade angular @, conforme mostrado na Figura 11a. Determinar as

reagOes dinamicas nos mancais 4 ¢ B.
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-V P m
_FC?
-a B l
c =, | B L
L s F, ¢
I 7 Vg=0 —
e d RB
i/ |
[0 —> d
) Ra |
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A VA =0 [
(b) DVC | (¢) . DFCL

Figura 11 —-Movimento Circular de Corpo Excéntrico

Método de Resolucio: a) Sistema: O sistema ¢ constituido por uma massa excéntrica vinculada
a cruzeta que gira em torno do eixo 4AB. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de forgas sobre o
corpo livre (DFCL) a massa fica sujeita as forcas centripetas devido ao vinculo da cruzeta que
recebe a reagdo centrifuga e as reagdes dos mancais R, e R, . c) Referencial e Pélo: Adotando o
referencial fixo centrado no pdélo O com sistema de coordenadas Oxyz mdvel solidario ao
sistema (ou seja, girando junto com o sistema), a posicdo P da particula, fica definida pelas
coordenadas L na dire¢do z. d) Teoremas: Utilizando a férmula de campo de aceleragdes da
cinemadtica, obtém-se para o corpo P:

dp=ad, +cf)/\(P—0)+c?)/\[c?)/\(P—0)]:6+6+wa(waLi IE):—La)zlg que ¢ a aceleragdo
centripeta, conforme apresentado na Figura 11b.

d) Teoremas: Aplicando o teorema da resultante (7R) no corpo, observando o DFCL

apresentado na Figura 11c e desprezando a agdo gravitacional, obtém-se as rea¢des dindmicas:

m-&:Zﬁ:ﬁA+RB+mg = -m-Lo*k=Ak+B k-mgK = A +B =-m-Lo* =

M, =(A-O)AR,+(B-O)AR, = M,=d-A,+d-B,=0 = A =B.=-m-Lo*/2

Note que a excentricidade da massa produz forgas em fase nos mancais. Tal for¢ca pode ser
anulada compensando a excentricidade com a introdu¢do de uma massa idéntica, mas em
posicdo oposta (o centro de massa passa a coincidir com o eixo de rotagdo), balanceando o

sistema.
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Exemplos: Sistema Massa-Mola

Considere uma particula de massa m se movimentando sobre um plano sem atrito submetida a

uma forca externa F(t) e vinculada a extremidade de uma mola de rigidez k. Tomando o
referencial Oxyz com a forca gravitacional orientada para baixo na diregdo Ok , conforme
ilustrado no Diagrama de Forgas sobre o Corpo Livre apresentado na Figura 12b, tem-se do

Teorema da Resultante (7R) que m-a, :ZF “, sabendo que a forgas de mola ¢

F =-k (x—xo) resultando em:

m-x=F(@t)-F,,, mi+k(x—x,)=F(t)
m-y=0 = y=0

m-Z=N +N,-mg=0 N, + N, =mg

A expressdo mi+kx=0 quando xo ¢ o comprimento livre da mola, ¢ a conhecida como

equagao diferencial de segunda ordem em x do sistema oscilatorio massa/mola livre.

%
2 F Ak F
> —> —
K G Fu
X i

mg

¢ towl
Sistema g N, N,
Massa/Mola DFCL

Figura 12 — Sistema Massa-Mola

A resolucdo de uma equagdo diferencial de segunda ordem, homogénea (sem for¢camento
externo) a termos constantes (escalares m e k) ¢ obtida pela observagdo de um movimento
oscilatério do sistema quando retirado da posi¢ao de equilibrio. Portanto considera-se que uma
possivel solucdo ¢ um movimento de oscilacio harmonica. Uma funcdo harmoénica oscilatoria

pode ser representada por x(¢) = X -sen(w¢?). Utilizando esta fungio e sua derivada segunda em
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relagdo ao tempo ¥(7)=-w’ X -sen(a)t) na equacao diferencial obtém-se o valor da frequéncia

natural de vibrar do sistema, sendo portanto uma possivel solugao:

mi+kx=-mao*Xsen(wt)+k Xsen(wt)=0 = (—af +£)Xsen(wt):0 =
m

A L2 N L cz)z\/E
m m m

Exemplos: Sistemas de Corpos

Fundamento: Sistemas com varios corpos tem a variagdo da posi¢ao do centro de massa do
conjunto determinada pela agcdo apenas das forgas externas. Para sistemas ndo submetido a forcas
externas, a posi¢do do centro de massa do grupo permanece inalterada. E independente das
forcas internas (se conservativas tem resultante nula — principio da acdo/reacdo). Desta forma,
para m corpos submetidos as forcas internas e externas tem-se a posi¢do do centro de massa do

grupo inalterada:

m

m m
- ext QA

Z m_/ g = Z ij =0 = Tntal rGrupn Z rG/ =cte (23)

Jj= i=1

j=1

Exemplo 1: Embarcagdo com dois tripulantes.

Dois tripulantes de massa m; € massa m; estao sentados na proa e na popa de um barco simétrico
de massa m3 em repouso sobre dguas calmas, conforme ilustrado na Figura 13a. Determinar o
deslocamento do barco x na horizontal apos a troca de lugar dos tripulantes (desprezar o atrito

com a agua).
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posicéo inicial
my
L L
m;y () 5 ’/\b @ X
x% L L | mi Ms)iG &/
>\ /N
m troca de posicdo
Q@ 3 K— g L x x
(m) ™) 0
' G N my
X posicéo final

Figura 13 — Barco com dois tripulantes em repouso

RESOLUCAO: a) Sistema: barco com dois tripulantes b) Diagramas: DVC e DFCL, conforme

Figura 13b; ¢) Base e polo; d) Teoremas: posigao do centro de massa e Teorema da Resultante.

Considerando o sistema tripulantes/embarcacdo e ndo submetido a forgas horizontais externas (as
forcas internas de movimentagdo dos tripulantes em contato com o barco sdo conservativas
internas e se anulam) a posi¢do horizontal do centro de massa do sistema apoOs a troca de
posi¢des permanece inalterado. Portanto a posi¢ao do centro de massa G do sistema com posi¢ao

x; permanece inalterado antes e depois da mudanga de lugar dos tripulantes.

Na posi¢do inicial considerando x; =X = 0 tem-se para a posi¢do do centro do massa G' do
conjunto tripulantes+barco:

. My Xy My X, My X . ~m-0+m,-2L+m,-L _L(2m2+m3)
G~ G~
(m, +m, +m,)

(m1 +m, +m;y ) My,

m(2L+X)+m,- X +m,(L+X)

Apods a mudanga de posicdo dos tripulantes: x = ( )
m, +m, +m,

Como s6 ha forgas internas durante a mudanca de posicdo o posi¢do do centro de massa ndo se

L2m, +my) _mQL+X)+m,- X +m(L+X)

altera e a posi¢do final sera: xg=x'¢ =
MTotal M

Total

2L
M

X =

(m2 —ml) . Portanto sem,=m; = X=0;sem;>m; = X>0 o barco vai para
Total

direita; se m, <m; = X <0 o barco vai para esquerda.



DINAMICA 31

Exemplo 2: Particula em contato com Prisma

Considere uma particula P de massa m que desliza sem atrito sobre a aresta do prisma de massa
M, conforme ilustrado na Figura 14a. Determinar a velocidade do prisma em fun¢do da
velocidade relativa da particula P. Considere que o sistema nao receba forgas externas e parta do

repouso (Franga, 2011).

Figura 14 — Sistema Particula/Prisma e Sistema Carcaca/Rotor

RESOLUCAO: a) Sistema: considere a particula e o prisma; b) Diagramas: DVC e DFCL,
conforme Figura 15; ¢) Referencial e polo; d) Teoremas: imobilidade da posi¢cdo horizontal do

centro de massa do sistema e Teorema da Resultante.

%
N/ZT yMg TN/Z

Figura 15 — Diagramas do Sistema Particula/Prisma
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Considerando o sistema particula/prisma ndo submetido a for¢as horizontais externas (as forgas
internas de contato sdo conservativas e, portanto se anulam) a posi¢do horizontal do centro de

massa do sistema permanece inalterado (possui derivada nula):
md,=F"+F" ; x;=Y m x/Y m=cte = x;=[M-(X+b)+m-(X+d)|//(M+m)=cte

Xo=[X-(M+m)+M -b+m-d|/(M+m)=cte  derivando com relagio ao tempo:

[X'(M+m)+m-d]/(M+m)=O rearranjando X =-m-d /(M +m) onde: d=V,cosb.

Portanto tem-se que: |X = —#-d e a posi¢ao X do prisma quando a particula atingir o
m
final do prisma (quando d=1L) ter-se-a: X = " L.
(M + m)

Exemplo 3: Rotor desbalanceado

Considere o rotor de massa m que gira dentro da carcaga estatora de massa M de um motor sem
atrito com velocidade angular @. O motor elétrico desliza sem atrito apoiado no plano e o rotor
tem excentricidade e , conforme ilustrado na Figura 14b. Determinar o deslocamento da carcaca

e a forga vertical /V na base em fung¢ao da velocidade angular @ do rotor.

RESOLUCAO: a) Sistema: considere o rotor e estator (carcaca); b) Diagramas: DVC ¢ DFCL,

conforme Figura 16; d) Teoremas: posicao do centro de massa e Teorema da Resultante.

DVC

Figura 16 — Diagramas do Sistema Rotor/Carcaca

Considerando o sistema rotor/carcaca nao submetido a forgas horizontais externas (as forcas

internas de contato no mancal entre o rotor e a carcaga sdo conservativas internas e se anulam) a
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posicao horizontal do centro de massa do sistema permanece inalterado (derivada nula). Portanto
para a carcaca com centro de massa G e posi¢ao horizontal X e para o rotor com centro de

massa G,: e posi¢do horizontal (e - sen ) tem-se: M - X +m -(X +e-sen 6’) =cte =

(M +m)-X +m-e-senf=cte derivando obtém-se: (M +m)-X +m-e-cos6=0 =

X:ﬁcos(a)t).

A posi¢do vertical do centro de massa G, ¢ dado por:  y, =e¢-(1-cos(wt)) e

Ve, —e-0’ -cos(a)t) e utilizandoo TR: m-y; = N—(M+m)g =

m-e-0*-cos(wt)=N-(M+m)g = |N=m-e o cos(wt)+(M+m)g

A forca horizontal exercida, pelo rotor sobre o estator (for¢a interna) é aquela que produz

aceleracao na carcaga. Portanto utilizando o TR: M-X =F_ ; derivando a velocidade

2 .
%sen (wt) e substituindo = |F, = Mea)2 sen(w?)
+m

horizontal X = N
(M + m)
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5. TEOREMA DA ENERGIA CINETICA - TEC

5.1. Trabalho e Energia Cinética de Corpo Rigido

A ENERGIA CINETICA de uma particula de massa m ¢ de um agregado de particulas sio
dadas por:

T:%sz e T==>ml’ (24)

cm:
—17 —l_ En Vz—lzn — V) —l En V..—V |- V.V ) —
. = ;4 my,; : t( i i) m; : 2( i ’ ij mi+( i i) tmi (25)

Assumindo a invariancia da massa do corpo rigido, o ultimo termo se anula resultando em:

=
=
N

. F A = d—T:P
dt

?ﬂ
Il
=i
Q
3
Il
=
~
Il
o

(26)

=
0
0
i

que ¢ a poténcia P das forgas elementares aplicadas em cada particula. Relembrando da

expressao da poténcia:

av)
Il
'?jl
<
1l
it}

7 - Pdt=F-di=dw (27)

S

que é o trabalho elementar dW da forga F percorrendo o deslocamento d 7 . Integrando ao longo

do tempo e considerando o trabalho das forcas internas e forgas externas:
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I”fj—fdt: Pd=["aw = [lar=["awe [ aw™ (28)

Para o caso de forcas internas de agdo e reacdo (iguais e contrarias e, portanto resulta em
trabalho nulo) a variacdo da energia cinética ¢ igual ao trabalho realizado apenas pelas forgas

externas entre os instantes considerados [#, #]:

L-T, =Wl +Wis, =W, (29)
AT — Wext (30)

Para o caso de um conjunto de corpos com vinculos conservativos (trabalho das forcas

vinculares ¢ nulo), obtém-se o escalar:

D= 2T = 2 iy + 2 Wiy = 2 Wi (31)

AT =W (32)

(ty—1)

Exemplo: TEC

Exercicio com resolucao utilizando o TEC: Dois corpos de massas ma € mp estao interligados
por uma fio ideal (inextensivel e massa desprezivel), passante por uma polia ideal C (mancal sem
atrito e inércia rotacional desprezivel), conforme ilustrado na Figura 17. O bloco A4 desliza com
atrito sobre o plano e estd preso a mola de rigidez k. Considerando que o sistema seja

abandonado em repouso na posi¢do de for¢a nula da mola (x =x,), determinar a velocidade e

aceleracao do conjunto.
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N
—> Xp N mAgi DvC

Atrito: u

\1/ Xs DFCL

Figura 17 — Blocos Interligados

Método de Resolucdo: a) Sistema: dois blocos e mola; b) Diagramas: forcas externas:

gravidade e elastica da mola, forgas internas se anulam; c) Referencial e Pélo: ; d) Teoremas:
TEC.

Utilizando o TEC = AT =T-T,=W*" tem-se a Energia Cinética do sistema como:

1 1 . e
T= 5 Vi g V= E(m ,+my)-%*. O trabalho das forgas externas entre a posi¢ao inicial

o~ , . , X X X X
em repouso € a posi¢do genérica x ¢&: W = I F . 'dx+,f0 F,, dx+ IO T-dx+ L F_.-dx =
Xo

F

atrito

em movimento

=uN=pumg ;tensdonocabo 7'=-T" =

1
W:—Ek-(x—xo)z+mBg‘x—(,umAg)-x.

Para que haja movimento a partir de x, deve-se ter: m,g>u-m,g e |F

atrito

:/'lmAg:

1 ) 1
resultando portanto em: E(mA +mB)~x2 = —Ek-x2 +m3g‘x_(ﬂmAg)‘x =

o 2 - : k-x* : :
i = g(mB ad mA) Al al derivando dos dois lados e lembrando que:
(mA +m3) (mA +m3)

d~2-i(x.x):—x-x+x-ix=2xx = 2i¥=

4 2g(m8_:umA) k
dt dt

- i
dt dt (mA+mB) ¥ (mA+mB) >

)-C-:g(mB_,umA)_ k X

(mA +m3) (mA +m3)
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5.2. Energia Cinética do Corpo Rigido

Considere agora um corpo rigido com movimento genérico de roto-translacdo com velocidade
translacional do centro de massa G V,; e velocidade angular @ . Considere ainda um referencial

movel solidario ao corpo no ponto O, associado ao sistema de coordenadas tri-ortogonal xyz,

conforme ilustrado na Figura 18. A ENERGIA CINETICA T do ponto P; de massa m; e

demais pontos do corpo como um todo, sdo dados pelos escalares:

z;:%m,..ﬁf e T=%Zm,.-l7,.2 (33)
i=1

€1

Figura 18 — Movimento do Corpo

A posicdo de qualquer ponto P; ¢ dado por (R. -E ) =1, +r.. Portanto, a velocidade de qualquer

ponto P do corpo ¢ dado pela formula de campo de velocidades ¥V, =V, +7. Elevando o

quadrado e substituindo na expressao anterior resulta em:



DINAMICA 38

72 =v2eap, 7 i (34)

1

T=%Zn:mi-[VG2+(2I7G-ﬁ)+lf] (35)
i-1

Note que a formula de campo de velocidade vale para qualquer ponto i pertencente ao corpo
rigido (ou extensdo ideal do corpo). Expandindo o termo quadratico entre colchetes da expressao

anterior, obtém-se trés termos descritos a seguir:

T:%m.ﬁg{ﬁg.zm,z]{%zm,--r‘fj (36)

i=1

Lembrando que 17, :VG +i';f e a propriedade do centro de massa (G—O)-m:Zmi -7, e sua

n
derivada m.-V.=m-V,. o segundo termo se anula:
i i G

i=l1

3
=~
1l
=
—_
|
|
AN
Il
3
=i
|
3
AN
1l
o

(37)
Resultando apenas em:
1 2 1 & .2
T=omV+ EZmi-ri (38)

Lembrando que: (P, —E)=7, +7 que derivando resulta em: ¥, =V, +7 e utilizando a formula
de campo de velocidade para corpos rigidos, onde a distdncia de qualquer de seus pontos ao
centro de massa ¢ constante: V. =V, +@AF7 obtém-se: ¥ =@A7. Finalmente elevando ao
quadrado tem-se:

22

F :(c?)/\?.)z:(}c?)|-|i{.|-senai)z:a)z-a’l.2 (39)

i i
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onde a distancia d; ¢ a distancia do ponto P; a reta que contem G e ¢ paralela a @, conforme

ilustrado na Figura 19.

Figura 19 — Momento de Inércia em Relacdo a um Eixo

Tem-se entdo o que ¢ identificado como momento de inércia (ver a dedugdo no item 6.1 adiante):

1 .2 1 2 = 2 1 2
2; i i 2 [Zzll i i 2 Go ( )

Finalmente substituindo na expressdo anterior tem-se a Energia Cinética Total do solido em

movimento plano dado por:

~, 1
T=—mVi+=J. &
9 G 2 Gw (41)

composta de uma parcela de translacdo com velocidade translacional I7G e outra parcela de

rotacdo com velocidade angular @ .

Pode-se provar que a energia cinética independe do pdlo considerado. Para apreciagdo da energia

cinética de corpos em movimento espacial veja o0 Anexo A (item 8.1).
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Exemplo de TEC: Disco girando

Um disco homogéneo de massa m e raio R gira no plano, submetido a uma for¢a externa F,

conforme mostrado na Figura 20. No instante inicial o disco possuia velocidade angular ey nula.

Calcule a velocidade angular @(¢), a acelera¢do angular @.

i

>C

i (R DFCL

Figura 20 — Disco Girando

Método de Resolucao: a) Sistema: O sistema ¢ composto por um disco de centro em G, com
rotacdo @ = wk submetida a uma forca externa F . b) Diagramas: Diagrama de velocidades e de
forcas conforme Figura 20b. c) Base e Polo: Referencial Oxz e p6lo em G. d) Teoremas: TEC.

d

—

A velocidade do centro de massa G é nula (fixo) V,=0 = E(G_O):() = dG=0.A
velocidade do ponto P é: V.=V, +dA(P-G) = V,=0+0k ARj=—0Ri =
fl—f = —%R? = dP=-RdOi . A velocidade angular do disco é & = Ok =wk

A energia cinética considerando o polo em G fixo ¢ composta exclusivamente pelo termo
. 1 72 1 2
rotacional de: 7 =—m-V;+—J, @  que resulta em:
2 2

T:()+%chw2 = TzéJza)z para JGZ:%mRZ = T:%mRza)z
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O trabalho realizado pelas forgas externas ¢ dado por: W*' = Z( " F“, -dsi) para ponto G fixo:

i=1
we =" F-dP+[ R;-dG+['-mg-dG = w=['FRd0+0+0=FR-[ d0 =
W™ =F-R-0.
Utilizando o TEC = AT =T -T, =W, obtém-se: %mRza)z:F-R-H =

2 4

o = F-R-0

mR?

Derivando com respeito ao tempo tem-se:

2
F-R = (’"R
2

FRO > o=
mR mR

200 =

J(Z):F-R = Jo o, =M

Exemplo de TEC: Disco rolando

Um disco homogéneo de massa m e raio R rola sem escorregar sobre um plano, acionado por

um momento externo M e retido por uma forca externa ﬁm =-Fi, conforme mostrado na
Figura 23. No instante inicial o disco possuia velocidade angular ay e estava na posicdo X.
Calcule a velocidade angular @(¢) em funcdo da posigdo x(t), a aceleragdo angular @ e as forgas

externas que agem sobre o disco.
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ml

Xo X |

Figura 21 — Disco Rolando sem escorregar

Método de Resolucao: a) Sistema: O sistema ¢ composto por um disco de centro em G, com
rotagio &= acionado pelo momento externo M e retido por uma forga externa ﬁm =-Fi.

b) Diagramas: Diagrama de velocidades e de forcas conforme Figura 24. c) Referencial e Polo:
Referencial Oxz e polo em G. d) Teoremas: TEC. (Note que esse caso € similar a roda de um

veiculo que recebe o torque do motor e arrasta o veiculo com a forca F).

AT

Figura 22 — Diagrama de Forcas
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Para determinar a velocidade do centro de massa utiliza-se da formula de campo de velocidades,

considerando que o rolamento ocorre em torno do ponto C sem escorregamento,
Vo=V.+@r(G-C)=0+wj ARk =Roi .

A energia cinética ¢ composta da parte translacional acrescida do termo rotacional por:
1 =, 1 > .
T:Em-VG +EJGwa) para o polo em G ou

I e ] 1 1
T=—mRoif+=J,0° = T=—mRe +-J, 0"
2 2 2 27

para J;, =lmR2 = T =§mR2a)2
2 4
O trabalho realizado pelas forgas externas é dado por: W' = Z(Jj’ 1:“, -ds,.) para deslocamento
i=l N0
— 1) — — 51 - — t — — t — — )
xi e ponto C fixo: W' =" ~mgk-dvi+[' Nk-dC+[ F,i-dC+[ -Fi-dGi+| M-d6

W =—F.x+M-0.Utlizandoo TEC = AT=T-T,=W e x=6-R, obtém-se:

4 (M
2 2
0 =0, +——| ——-F |-(x—x

* " 3mR? ( R j ( O)

Derivando com respeito ao tempo e sabendo que x =V, = @R

2wi=0+— (M _ply o e=2 (Y _p
3mR*\ R 3mR\ R

As forgas de contato no ponto C podem ser determinadas utilizando o TR: ma = ZI:“ “eo

diagrama de forgas sobre o corpo livre:

. e ire " 2M F
m-a)Rl:(—F+Fat)z+(—mg+N)k = = Fm:_+?

3

Exemplo: Disco e bloco - TEC

Exercicio de dindmica de corpos rigidos com resolugao utilizando o TEC: Um disco homogéneo

de massa m e raio R rola sem escorregar sobre um plano horizontal, acionado por um momento

externo M . O bloco B massa m ¢ arrastando sobre a superficie com inclinagdo o, com atrito g,
conforme mostrado na Figura 23, por um cabo ideal que interligado com o centro G do disco,

através da polia ideal P.
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No instante inicial o disco possuia velocidade angular ay e estava na posi¢do xpo. Calcule a

velocidade angular @(¢) em fungdo da posicao xg(t), a aceleragdo angular @ do disco.

Figura 23 — Disco Rolando sem Escorregar

Método de Resolucio: a) Sistema: O sistema ¢ composto por um disco de centro em G, com

rotagdo @=-wk acionado pelo momento externo M e retido por uma forca externa

F_=-Ti; do fio ideal passante pela polia ideal P sem atrito e massa desprezivel b)

ext
Diagramas: Diagrama de velocidades e de forcas conforme Figura 24; c) Base e Polo: Gxy ¢

po6lo em G. d) Teoremas: TEC e TR.

%

r 7S -
/L; Vg T
0 @ FaLB

mg Ne
DVC DFCL

Figura 24 — Diagrama de Velocidade e For¢camentos
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Para determinar a velocidade do centro de massa do disco utiliza-se da formula de campo de

velocidades, considerando que o rolamento ocorre em torno do ponto C , sem escorregamento,

V,=V.+&dA(G-C)=0+wj ARk =Rwi .

L . . 1 - 1 .
A energia cinética do bloco B ¢ composta apenas do termo translacional: 7 = EmVB2 = meé

. I ., 1
como x,=V,=Ro = T:§mx§:EmR2a}2.
A energia cinética do disco ¢ composta da parte translacional acrescida do termo rotacional

determinado por: T = %m V2 +%J G,® Ou

T=%m(Ra)zT)z+%JG(a)lg)z = T=%mR2a)2+%JGya)2 para

JGyzémRz = T—TO=%mR2(a)2—a)02)+%m(x2—x5)

. , . , - ex < o=
O trabalho realizado pelas forgas externas é determinado pelo somatério: W' = E ( F, -dr.)
i=l

para deslocamento x. i e ponto C fixo:

f - = f - = t, - = f - =y
we =jo —mgj-dG+Lo ch-dC+L F, i -dC+L ~T7-dG+| M-dg+

1

[ -mgj-aB+["N,7-dB+[ -F, ,i-dB+['TdB
como d(a;:a’sz7 ;. dC=0 ; dE:duBﬁ . dB=dG e dE:duB(cosaf+sena])
resultando em : W' =M -(0—6,)-mgsena-(x, —x,,)— F. 5 (x5 —x,).

Utilizandoo TEC = AT =T-T,=W“ e x=0-R, obtém-se usando x, =x; =R6:

%mRz(a)2 —w§)+%m(x2 —X§)=M-(t9—490)—mgsena.(x3 X0 )= Flpp (x5 —x5)

a

2

M
o =, +W(E—mgsena—FmBj-(xG —Xgy)

Derivando com respeito ao tempo os dois lados da equacdo anterior e lembrando que

X;=V,=0R:

20w =0+

M ) 2 (M
(?—mgsena—Fawj-)& = @ (——mgsena—FmBj

SmR’ " smR\ R
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As forgas de contato no bloco B sdo determinadas utilizando o TR: ma, = ZF “" ¢ o diagrama

de forgas sobre o corpo livre:

m-ayii =(T—F,, —mgsena)i+(N, —mgcosa)f = |N,=mgcosa =

m-a,=T—-F,,—mgsena considerando em movimento o atrito resulta em :

) 2 M
F,=u-Ny=u-mgcosa = |0=—— ——mg(sena—ucosa)
5SmR| R

Exemplo: Sistema Massa-Mola (Cl)

Considere novamente o sistema massa/mola deslizando sobre um plano sem atrito na dire¢ao x,
. : C e . , 1,
conforme ilustrado na Figura 12a. A energia cinética T do sistema ¢ dada por: T =Em-x .0

trabalho da forga da mola ¢ expressa pela integral do trabalho elementar realizado pela forga de

mola (F,

mola

=—k (x—xo)) durante a sua movimentacgdo a partir da condicdo livre (x, =L) até a

posicdo de equilibrio:

W=J-me-dx=J-x(—kx)-dx=—k'[xx.dx=—§x2 |”=—%kx2 substituindo na equagdo do

X
Xo 0

1

e g . 1
Teorema da Energia Cinética resulta em: T-T,=W, ,, = —m-xX’=——k-x* =
0 2 2

m-x*+k-x> =0 e derivando com respeito ao tempo: m-2Xx+k-2xx=0 = m¥+kx=0

que ¢ a conhecida equacao diferencial de segunda ordem do sistema oscilatorio massa/mola.

Para a determinag¢do do movimento do sistema massa-mola descrito pela equacao diferencial de
segunda ordem mi(¢)+k x(¢) = F(t), observa-se que o sistema quando retirado da posicdo de
equilibrio vai oscilar de maneira periddica. Portanto uma possivel solugdo da equacdo
homogénea (sem forcamento externo) para condi¢des iniciais (C/) ndo nulas, pode ser obtida por
uma funcao periddica de soma de senos e co-senos com diferentes magnitudes, do tipo:

x(t) = A4 sen(wt)+ B cos(wt).

Obtém-se as derivadas de ordem superior da soma como: x(¢) = Awcos(@wt)— B wsen(wt) e
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¥(t)=—-Aw’sen(wt)— Bw’ cos(wt). Considerando as condi¢des iniciais (CI) de
t,=0; x(¢,) =x,; X(t,) =%, utilizadas nas duas equagdes anteriores para pode-se determinar os
parametros 4 ¢ B da equagao de x(¢):
x(t)= A4 sen(wt)+ B cos(wt) para t,=0 — x,=x({,)=B —> B=x,
i(t)= Awcos(wt) - Bosen(ot) para t,=0 — V,=i(t,)=Adow —> A=22

@

onde as constantes dependem das condigdes iniciais (C/) de posi¢do e velocidade, sendo B = x, ¢

A =V, / w. Substituindo na expressao da aceleracdo obtém-se:

X
x(t) =sen(wt) + x, cos(wt)
®

que ¢ a solucdo da equagdo diferencial homogénea do sistema massa-mola com frequéncia
natural @, =+k/m que determina a posicdo x(t) para qualquer instante de tempo ¢ devido as

condigdes iniciais ndo nulas x, e X,.

Exemplo: Sistema Massa-Mola-Amortecedor

Considere novamente o sistema massa/mola, conforme ilustrado na Figura 12a, acrescido de um
amortecedor, que ¢ um elemento de forgas dissipativa, com constante de amortecimento c.

proporcional a velocidade. Nesse caso a equacao diferencial do sistema passa a ser:
. . . .. c . k

mx(t)+cx(t)+kx(t)=F(t) que pode ser reescrita como: X(¢)=——x(¢t)——x(t)+ F(t) e ser
m m

integrada ao longo do tempo de forma recursiva, utilizando pequenos intervalos de tempo dr ,

+di +di
para posicdes iniciais conhecidas:  x(t+dt) = r tjc'(t) dt+x, e x(t+dt)= r t)'c(t) dt+x,.
t t
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6. MOMENTOS E PRODUTOS DE INERCIA

A forma como a massa ¢ distribuida no corpo rigido em relagdo a um eixo influéncia seu
comportamento angular, conforme apresentado no item 5.2. Estas relagdes, chamadas de

Momentos e Produtos de Inércia, quantificam essa influéncia. Os momentos e produtos de

inércia formam a chamada Matriz de Inércia. A definicao de cada propriedade de distribuicao

de massa ¢ apresentada, quantificada e analisada individualmente a seguir.

6.1. Momento de Inércia em Relagao a Eixo

Defini-se Momento de Inércia da particula P; em relagdo a eixo 7, o escalar J; obtido do

produto da massa m; multiplicada pelo quadrado da distancia d; até o eixo, conforme mostrado
na Figura 25. Seja o sistema §' de pontos materiais (P;, m;), i = 1, 2,..., n um agregado rigido de

particulas. O Momento de Inércia J; em relagdo ao eixo 7 =ru passante pelo ponto O, conforme

ilustrado na Figura 25a, ¢ dado pelo escalar:

J, :Zmi 'di2 (42)
i=1

(a) (b)

Figura 25 - Momento de Inércia em relacio a um eixo
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Portanto para cada particula P; de massa m; com distancia d; a reta ¥ =ru , conforme ilustrado na

Figura 25b, tem-se:

senai:L = d,=(P-0)sena, (43)
P-0

Que pode ser representada pelo produto vetorial:

N

|=[(E-0fi-sena, = a@2=[E-0)if = |- =2m-[B-0)ATF s

Para um agregado indeformével de particulas (corpo rigido) os momentos de inércia descritos

num sistema de coordenadas cartesianas Oxyz resultam na seguinte forma:

n n

Jo=ym(iezl) s, =Ymoeex) s e =Y me(E o) @)

i=1 i=1 i=1

13 . — —

Propriedade: Chama-se Raio de Giragao i, 7 do sistema S em relagdo a reta ¥ =ru, o

escalar positivo, tal que:

J.=M-i’| onde M:Zmi (46)

ou seja, tudo se passa como se a massa total M do sistema, estivesse concentrada a uma distancia

“i.”doeixo 7 =ru em torno do qual se deseja medir o Momento de Inércia.

6.2. Momento de Inércia em Relacao a Coordenadas Cartesianas

O Momento de Inércia medido em relacdo a um sistema de coordenadas cartesianas, em torno de
um determinado eixo (por exemplo: eixo z), conforme ilustrado na Figura 26, utilizando

Pitagoras, ¢ dado por:
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(47)
X
>
Figura 26 - Momento de Inércia em relacio a Eixos Cartesianos
Por analogia, para os demais eixos coordenados, tem-se:
Joo=Ym (2 +22) Toy = o (P 4z2) e Jy = Zm (2+2) @)

i=1 i=l i=1

PROPRIEDADE: para sistemas planos (z; = 0) obtém-se: J, = J; + Jy. Lembre-se que a forma

como os momentos de inércia foram organizados foi constituido na deduc¢ao do Teorema da

Energia Cinética (TEC) apresentado no item 5.2.

Exemplos de Momento de Inércia - Barra

Determinar o momento de inércia de uma BARRA homogénea, esbelta de massa m e
comprimento L em relacdo ao seu eixo transversal z passante pelo centro da barra.
RESOLUCAO: Sistema: barra de massa m e comprimento L. Diagrama. Base ¢ polo: Oxyz;
Teorema: integral definida dos elementos dx com de massa elementar dm dados por dm = A -dx
(onde A ¢ a densidade linear da barra homogénea em unidade de kg/metro) ao longo do
comprimento L, conforme ilustrado na Figura 27a. Assim tem-se o somatorio convertido para a

seguinte integral:
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L/2 L/2 L/2 1 .
J, :I dm - x* :j (A-dx)-x* = ﬂj x’dx=1-—x"|"]>, considerando a massa total da barra
ol -L/2 —-L/2 —-L/2 3

3 3 3
M =A-L resultaem: J,, :/1%)3 fﬁz:ﬂ-l(i—(—ijj:ﬂ-l(zij:L}LL-LZ

3| 8 8 308 ) 12
|
Jy, =— ML
12
Y A Y A b
am;
- _D h
L2 L2 X y,T X
0 S dm . 0] 3
Xi (@) | (b)

Figura 27 — Momento de Inércia de Barra Esbelta e Placa

Exemplos de Momento de Inércia - Placa

Determinar o momento de inércia de uma PLACA plana de massa M, altura & , comprimento b
e espessura e, em relacdo ao seu eixo passante pela extremidade inferior da placa (Ox).
RESOLUCAO: Sistema: placa de massa m, altura & e comprimento b. Diagrama. Base ¢ pélo:
Oxyz; Teoremas: integral dupla definida dos elementos de massa elementar dm dados por

dm=p-dx-dy (onde p ¢ a densidade linear de area da placa homogénea em unidade de

kg/metro?) ao longo do comprimento b e altura k, conforme ilustrado na Figura 27b. Assim tem-

se a seguinte integral dupla em dx e dy:

Jor = [t =L, - ) y* = [ w-ae)[[ 5" =

Jo, = Jj (u- dx)(%f |gj = %,u h3j.(f dx = %,uh3 xo= %,ubh3 considerando a massa total da placa

1
homogénea: M = u-b-h resulta em: |J,, :§M h*|. Por similaridade o momento de inércia em

. 1
relagdo ao eixo Oy & :|J,, =§M b’ e |J,

Z

:%M(h%bz)
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Exemplos de Momento de Inércia - Anel

Determinar o momento de inércia de um ANEL plano de massa M, espessura desprezivel e raio
R em relagdo ao seu eixo perpendicular z passante por seu centro, conforme ilustrado na Figura
28. RESOLUCAO: Sistema: anel de massa M e raio R. Diagrama. Base e polo: Oxyz;
Teorema: integral definida dos elementos d@ com de massa elementar dm, dado por
dm=A-ds=A-Rd6 (onde A ¢ a densidade linear do anel homogéneo em unidade de kg/metro)
ao longo do comprimento 27, conforme ilustrado na Figura 28a. Assim tem-se a seguinte

integral definida:

Jo=["dm R =R*["2-RdO=1-R°R-[ d0=A-R°R-(0")=A-27R-R>  considerando
Oz o i o 0 0

a massa total do anel igual a: M = A-27 R resultaem: |J,, =M R’

(@ | (b)

Figura 28 — Momento de inércia do Anel e do Disco

Exemplos de Momento de Inércia - Disco

Determinar o momento de inércia de um DISCO de massa M , raio R e espessura e , em relacao
ao seu eixo perpendicular z passante por seu centro, conforme ilustrado na Figura 28b.
RESOLUCAO: Sistema: disco de massa M e raio R. Diagrama. Base ¢ polo: Oxyz; Teorema:
integral dupla definida dos elementos d@ ¢ dr com de massa elementar dm, dado por:

dm=pu-dAd=pu-rd@-dr (onde u é a densidade de area do disco homogéneo em unidade de
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kg/metro”) ao longo do comprimento 2z R, conforme ilustrado na Figura 28b. Assim tem-se a

seguinte integral dupla:

Jo. = ”dml. = ”(,u-rd&’-dr)-rz :yj:r3dr_[02”d9:yj:r3dr-(6’ |§”)=y-2ﬂj:r3dr =

Disco Disco

Jo. =y-2ﬂI0Rr3dr =,u-2ﬂ'-(%r4 |§j=,u'2ﬂ'-%R4 =u-7R* %RZ considerando a massa total do

1
disco igual &: M = - A= -7 R* resultaem: |J,, :EM R’

Efeito do Momento de Inércia

Determine a aceleragdao angular @ da cruzeta OABP, P, de massa desprezivel, com duas massas
m nas extremidades P; e P, quando submetido a um bindrio de for¢as externas F; e F, (portanto

momento de binario M), conforme mostrado na Figura 29a.

-F; Py -V P, -F, m
V4
-Acq LF. .
— / jfB +L I I 1 B//
o | LT
o . bpvc | DprFoL ‘If Re
X e | N 0
\ @ L Ra [~ |
A ’ dg: ’ g
F L a? ? A Fe2
P F Vio F
(a) 2 Q 2 (b) P c = m

Figura 29 — Exemplo de Momento de Inércia

Método de Resolucio: a) Sistema: O sistema ¢ constituido por duas massas vinculadas e pela
cruzeta que gira em torno do eixo AB. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de forgas sobre o
corpo livre (DFCL) cada massa fica sujeita as forgas centripetas devido ao vinculo da cruzeta e a

forca do binario. c) Referencial e P6lo: Adotando o referencial fixo centrado em O com sistema
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de coordenadas Oxyz moével solidario ao sistema, a posicdo P; e P, de cada particula, fica

definida pelas coordenadas +L e —L na dire¢do z. d) Teoremas: Utilizando a formula de campo

de aceleragdes da cinematica, obtém-se para cada corpo P;:

Gp=dy,+@&AN(P-0)+dA[dA(P-0)]=0+a0i AL /2+a)l7/\(a)z?/\Ll. /E) .
. - . - . - que sdo  as

i, =*Loj+0i A-Loj)=+{Lo]- Lok )=+ j+a )

componentes de aceleracao tangencial e centripeta, conforme apresentado na Figura 29b.

d) Teoremas: Aplicando o teorema da resultante (7R) para cada corpo e observando o DFCL

apresentado na Figura 29¢ e desprezando a a¢do gravitacional, obtém-se,

m-a=F=-Fj-Fk e ma=YF=Fj+Fk

Pré multiplicando vetorialmente os dois lados de cada expressao por Li = (Pi — O), as forcas

centripetas se anulam, resultando em:

LkAm-G=LkA-F)j+Lkn(-F)k=LFi

—LkAm-d,=—LkAF, j—LkAF.k=LF,i

Utilizando as aceleragdes de P; determinas anteriormente para o sistema completo, considerando

as duas massas e somando as equacdes:
Lkamllof-Lo®k)=LFi ¢ -Lkaml-Loj+Lo’k)=LF,7
@mP?)-éi =2LFi = J, é=M,

Portanto o momento de inércia Jox = 2mL* (de maneira similar & inércia da massa) é a

quantidade associada com a aceleragdo angular @ produzida devido a agdo de um binario de

forgcas M ,, ou seja, a inércia rotacional.

6.3. Produto de Inércia

O produto de inércia em relagdo a pares de eixos cartesianos de um conjunto de particulas (P;,

m;),i=1,2,..., n, por defini¢do ¢ dado na base Oxyz por:
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O significado fisico do produto de inércia esta associado com a simetria de distribui¢do de massa
em torno do centro de massa. A forma como os produtos de inércia sdo organizados foi

constituida na dedugao do Teorema da Energia Cinética, apresentado no item 5.2.

PROPRIEDADE: para sistemas planos (ex. z; = 0) os seguintes produtos de inércia sdo nulos.

JOyz :JOzy :Zmi '(yi 'Zi)zo 5 Jom =Jon :Zmi '(Zi 'xi):O (50)
i=1 =l

Para sistemas planos (ex. z; = 0) com um plano de simetria, conforme ilustrado na Figura 30,

n
todos os produtos de inércia sdo nulos. J,, = Zm[ -(xi . yi) =m,-xy—m,-xy =0 Para sistemas
i=1

tridimensionais com dois planos de simetria todos os produtos de inércia sao nulos.

y A
m] _)(j XI m,
o H
| |
Y i i Yi
| |
| |
| X
. N\ . >
ol

Figura 30 — Produto de Inércia para particulas simétricas

Exemplo de Produto de Inércia — Barra

Determinar o produto de inércia de uma BARRA homogénea, de massa M e comprimento L em
relacdo ao par de eixos Oxy, conforme ilustrado na Figura 31a. RESOLUCAO: Sistema: barra
de massa M e comprimento L. Diagrama. Base e polo: Oxyz; Teorema: integral definida dos
elementos dx com de massa elementar dm dados por dm = A-dx (onde A ¢ a densidade linear da
barra esbelta e homogénea em unidade de kg/metro) ao longo do comprimento L, conforme

ilustrado na Figura 31a. O somatorio pode ser substituido pela seguinte integral definida:

Jow :zmi Xt )i :J-OLdmi XtV =bIOL(l-dx)'x=/1bIOLxdx :ﬁb.%xz |]0“
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considerando a massa total da barra M = A - L resulta em:

1

J. =Ab-—I° =M-b-£
2 2

Oxy

Y A L Y A L
U dm; dm;
b | | I = h
[}
i X ,VIT i X
O\J : I Ll O\ : : Ll
X @ | (v X

Figura 31 — Produto de inércia de Barra Esbelta e Placa Retangular

Exemplo de Produto de Inércia — Placa

Determinar o produto de inércia de uma PLACA RETANGULAR, plana, esbelta de massa M,
comprimento L e largura h, em relagdo ao par de eixos Oxy conforme ilustrado na Figura 31b.
RESOLUCAO: Sistema: placa retangular homogénea, de massa M, comprimento L e largura
h,. Diagrama. Base e polo: Oxyz; Teorema: integral dupla definida dos elementos dx e dy com

de massa elementar dm dados por dm = u-dx-dy (onde u é a densidade de area da placa

homogénea em unidade de kg/metro”) ao longo do comprimento L, conforme ilustrado na Figura

31b. Assim tem-se a seguinte integral dupla:

N L N R

L )
5 considerando a massa

‘ 1 [ 1,1 h
Joxy :Iujo xdx-(EyZ |gj:’u5h2jo xdx:ﬂ5h2(5x2 |éj=,u]’llﬂ5-

Oxy

L
>t

h
total da placa homogénea: M = u-h-L resultaem:|J, =M P
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Efeito do Produto de Inércia

Considere agora o sistema com duas massas m presas nas extremidades P, e P, com distancia 2L
do eixo AB da estrutura, deslocadas entre si de uma distancia 2d ao longo do eixo
(caracterizando uma assimetria) e girando com velocidade angular @ = wk constante, conforme

ilustrado na Figura 32a.

| DvC DFCL cl
-V P, :
>
I VB =0
LT o B
0]
| [
w | Aac2
[
AO -l I
-
Vi=0 IPz Vio
|
(b) (c)

Figura 32 — Efeito do Produto de Inércia

Método de Resolucio: a) Sistema: O sistema ¢ constituido por duas massas vinculadas e pela
cruzeta que gira em torno do eixo AB. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de forgas sobre o
corpo livre (DFCL) cada massa fica sujeita as forcas centripetas devido ao vinculo da cruzeta e a
forca do binério. c) Base e polo: Adotando o polo fixo centrado em O com sistema de
coordenadas Oxyz moével solidario ao sistema a posi¢do P, e P, de cada particula, fica definida
pelas coordenadas +L e —L. na direcdo z. d) Teoremas: Utilizando a formula de campo de

aceleragdes, obtém-se para cada corpo P;:

i, =Gy + >N (P-0)+dA[DA(P-0)|=0+0ALk+07 Al ALK|

( Lo ]) iLia)zlg que ¢ a aceleragdo centripeta necessaria para cada particula

percorrer a trajetéria circular em torno do eixo 4B, conforme apresentado na Figura 32b. A
reagdo sobre a cruzeta ¢ obtida do TR: m, -a, =+Fm, -Lia)zlg . Considerando a cruzeta O4BP,P,

em equilibrio e calculando o momento em relagdo ao pdlo O , utilizando o DFCL apresentado na

Figura 32c e desprezando a a¢do gravitacional, obtém-se,
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My=> (P-OAF =(di+LE)AF, k—(di+LE)A(-F,)k+Li AR, ~LT ARy =0 =

My=-dF,j—dF,j+ (LAy k - LA, ])— (LBy k - LB, ]): 0. Tomando apenas a componente
do momento na direcio j, obtém-se: 2mdLw’ j =—LA. j+LB.j que é o binario de forgas
reativas nos mancais 4 ¢ B separados de 2L necessario para conter o movimento centripeto das
massas, separadas pela distancia 2d. Note que para que a posi¢ao das massas sejam fixas ¢

necessario utilizar um sistema de coordenadas Oxyz auxiliar solidario ao corpo e girando com

ele.
Note que, apesar do centro de massa coincidir com o eixo de giro, a assimetria das massas
produz forcas reativas em oposicdo de fase nos mancais. Tal forga pode ser anulada

compensando a assimetria com a introducdo de duas massa idéntica, mas em posi¢do oposta,

balanceando o sistema. Note ainda que a assimetria em relacdo ao centro de massa, vai produzir

produtos de inércia ndo nulos (J_ #0).

6.4. Matriz de Inércia
Note que o vetor J, (@) como uma fungdo do vetor de rotagdo angular @ com a seguinte forma:
Jo@) = 0, ~T 0,~J o)+ 0-J 0] 0)j+V.0~J 0~ 05
também pode ser descrito de forma matricial como:

Jox J -J, —-J @

XX Xz X

Jo@)=Adgt=|~J, I, —J.| e, (52)
Jo | |-J, —-J, J w

zx zy zz o0 z
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A Matriz de Inércia em relacdo a um sistema de eixos coordenados para um conjunto agregado

de particulas por definicdo ¢ descrita por momentos de inércia na diagonal principal e produtos

de inércia fora da diagonal principal como:

Jxx - ny
Jo=|-J,. J,
- sz - Jzy

-J

Xz

_ Jyz

J

zz

n n
_Zmi'xi'yi _Zmi'xi'zi

i=1 i=1
n n

2, 2

zmi'(zi +xi) _Zmi'yi'zi
i=1 i=1

n n

2, .2

“Ymezey, Yme+7)

i=1 i=1

(33)

A forma matricial como os momentos e produtos de inércia sdo organizados ¢ conveniente € 0s

valores foram constituido na deducao do Teorema da Energia Cinética (TEC) apresentado no

item 5.2.
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Propriedades da Matriz de Inércia

a) Simetria: Como os produtos de inércia opostos a diagonal principal sdo idénticos

7

Jy = j(x -y)dm = j(y -xX)dm =J ,x ter-se-a para o agregado rigido de particulas: V1, =lV]
N

N

b) Invariancia no traco: A soma dos termos da diagonal principal da matriz de inércia ¢é

invariante (J, +J +J, =2J,) para qualquer sistema de coordenadas escolhido.

c) Positividade: A matriz de inércia ¢ positiva definida. Os momentos de inércia sdo formas
quadraticas e, portanto sempre positivas. Como a matriz pode ser diagonalizada (problema de
auto-vetor, auto-valor em Algebra Linear) e como o trago ¢ invariante, seu determinante sera

sempre maior ou igual a zero.

d) Composicdo: A matriz de inércia de um conjunto de partes € a composi¢do do momento de
inércia de cada parte: JS =J” +J” onde C =4 U B(unido). Caso uma retirada de massa esteja
presente (por exemplo furo em uma chapa) vale: JS =J"—J” onde C= AN B(exclusio). A

mesma propriedade vale para os produtos de inércia.

6.5. Translacao de Eixos Paralelos

A translagao de eixos paralelos (Teorema de Stainer) ¢ um recurso muito util na determinagao
dos termos da matriz de inércia. O momento de inércia da particula P; , de massa m;, expresso

em relacdo a reta u ¢ dado por:

n

Jon = m [(B-O)nii} ou J, = Zm -(yi2 + z,?) (54)
i=1

i=1
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A posi¢do da particula P; , conforme mostrado na Figura 33, que pode ser expresso na base

OXYZ ou na base Gxyz sdo:

(P-0)=X,1+Y,J+ZK (55)
(P-G)=xi+y, j+z k (G-0)= ai +bj+ck
O momento de inércia em relagdo ao eixo OX , expresso em cada base, resulta em:
Jox = im; (le +Zz'2):imi '[(yi +b)2 +(Zi +c)2]
i=1 i=1
(56)

Jox :Zn:mi (ylz +Zi2)+2bzn:mi 3y +Mb? +2czn:mi ‘2, +Mc”

i=1 i=1 i=1

<y

Figura 33 — Translacao de eixos

Utilizando a propriedade do centro de massa do corpo, descrito na base Gxyz , lembrando que

Zm[ -(R. —G): 0, resulta em: 2bimi ;=0 e 2cimi -z, =0, e obtém-se:

i=1 i=1

JOX:ij+M’d)2(x (57)
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ou seja 0 momento de inércia no novo eixo (OX) € igual ao momento de inércia calculado em

relagdo ao centro de massa G' em relagdo ao eixo (Gx), adicionado a massa total M multiplicado

pela distancia ao quadrado d} =b’ +c” entre os eixo X e x.

De forma anéaloga para os demais eixos obtém-se:

Jop=do +M-d2| |J,, :ij +M-d§y Jopy =Jo. +M-d. (58)

Para o produto de inércia da particula P; de massa m;, expresso em relagao ao centro de massa no

sistema de coordenadas Gxyx e com massa total M, conforme mostrado na Figura 33, é:

ow =Y m X, ¥, = - (x, +a)- (3, +b)
i=l1 i=1
JOXY:Zn:mi-xl.-yl.+bimi-xi+azn:mi-yi+abim,- (59)
i=1 i=l i=1 i=1

Jowy =J o, + M -a-b

Gxy

De forma analoga para os demais eixos obtém-se a translacdo de eixos paralelos para os

PRODUTOS DE INERCIA:

Jowy =J g +M-a-b| |Jpy, =Jo.+M-b-c| |J, =J,. +M-c-a| 60)

Gxy Gyz

ou seja, o produto de inércia em relacdo a novos pares de eixos (exemplo: OXY) ¢ igual ao
produto de inércia calculado em relagdo ao centro de massa G em relagdo ao par de eixos (Gxy),

adicionado a massa total M multiplicado pela distancia entre cada um dos novos eixos paralelos.
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Exemplo de Mudang¢a de Pélo do Momento de Inércia

Considere a barra homogénea e esbelta de massa m e comprimento L ilustrada na Figura 34a.
Sabendo que o momento de inércia da barra em relagdo ao centro de massa é J_ =mL’* /12,

determinar o momento de inércia em relagdo ao eixo passante pela sua extremidade.

AY AY

Figura 34 — Barra Esbelta e Disco

Resolucio: a) Sistema: Barra de massa m e comprimento L. b) Diagramas. c) Base ¢ Pdlo:

Oxyz. d) Teoremas: Transporte de eixos:

Jog=Jo +M-d2 = Jy,=ml*/12+m-(L/2) =mL*/3

Considere o disco de raio R rolando sem escorregar sobre a superficie ilustrada na Figura 34b.
Sabendo que o momento de inércia do disco em relagdo ao centro de massa € J, =mR*/2,

determinar o momento de inércia em relagdo ao eixo passante pelo ponto de contato em C.

Resolucio: a) Sistema: Disco de massa m e raio R. b) Diagramas. c) Base e Polo: Cxyz. d)

Teoremas: Transporte de eixos:

Joy=Jo.+M-d, = J,,=mR*/2+m-R*=3mR*/2
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Exemplo de Calculo da Matriz de Inércia

Considere a barra homogénea e esbelta de massa m e comprimento L ilustrada na Figura 35a.

Determinar a matriz de inércia da barra.

Vi T ]
dmi G1 h

V>

(@ | (b)

Figura 35 — Barra Esbelta e Sistema Composto

Resolucgio: a) Sistema: Barra de massa m e comprimento L. b) Diagramas. c) Base ¢ Polo:

Oxyz. d) Teoremas: Momento e Produtos e Transporte. J, = Zmi -(yf +zi2) barra contida no
i=1

plano Oxy .. z = 0. Para y; = b = cte tem-se: JOx:Zmi-(yf+0):b22mi:m-b2.
i=1 i=1
Alternativamente utilizando o teorema de eixos paralelos para barra esbelta:

Joo=Jo +m-d..=0+m-b>. O momento de inércia em torno do eixo y &

=

1 S . .
Jo m, -(xf +2z7 ): gmL2 . Para 0 momento de inércia em torno do eixo z pode ser obtido de:
i=1

1 r o :
Jo. =J oy +J o, =mb’ +§mL2 = m(b2 +?] . O produto de inércia é obtido do transporte de

. = L o
eixos paralelos: J, =J,, +m-a-b= 0+m5b . Os produtos de inércia que envolvem z; = 0

resultam nulos. A matriz de inércia resulta em:
b* (-bL/2) 0

], =m-|(-pL/2) (£2/3) 0
0 0 (pr+17/3)
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Exemplo de Sistema Composto

Considere o sistema composto pela barra homogénea e esbelta de massa m e comprimento & e a
chapa de massa M com altura b e largura a, conforme ilustrada na Figura 35b. Determinar a

posi¢do do centro de massa e o Momento de inércia do sistema composto.

Resolucio: a) Sistema: sistema composto pela barra e chapa. b) Diagramas. c) Base e Pdlo:

Oxy. d) Teoremas: Momento e Transporte. Considerando problema plano (z; = 0) e sistema

_zmi Vi

simétrico (xg = 0), o centro de massa ¢ obtido por: y. = =

2m

_ m-h/2+M-(h+b/2)
Yo (M +m)

Momento de inércia ¢ obtido pela adi¢do das partes (barra chapa): J,, =Jo; +Jp6, =

Jo, :(jG1 wmed? )+ (T, + M-d2) =

2 2
J,, = Lmhz-irm-(ﬁj + iM(az+bz)-|rM-(h-|réj =
12 2 12 2

o, :%mhz +%M(a2 +12h> +4b% + hb).

Exemplo: Calculo de Matriz Inércia

Considere o dispositivo com duas barras de massa m e comprimento L que estdo ligadas a um
eixo de massa desprezivel que gira sobre dois mancais 4 e B, conforme ilustrado na Figura 36a.
Determinar a posi¢ao do centro de massa G do sistema e a Matriz de Inércia em relagdo ao polo

0.
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(b) 7 Plano Oxz
L, m
L G2
X A L, m B
- D O 0
Gy
X (0] L,m
- O D
A G, B
L
L,m
(a) (c) Gy Plano Oxy

Figura 36 — Rotor excéntrico e assimétrico e Planos de Observacgio

Resolucio: a) Sistema: sistema composto por duas barras de comprimento L € massa m e €ixo
suporte de massa desprazivel. b) Base e P6lo: Oxyz. c¢) Diagramas. Planos de observacado; d)

Teoremas: Momentos, produtos e transporte. Considerando a simetria ao longo do eixo x, o

centro de massa ¢ obtido por: yG:% = yG:%zé e
m, m+m
sz%zé = (G—O):%(jﬂ?):(o L/2 L/2)

Os momentos de inércia séo obtido pela adigéo das barras: J, =J; +J; = 2ml’
T 2 T 2 1 2 1 2 2 2 5 2
Toy =T, +m-a2 )+(T,, +m-dyy)=§mL +oml +m-(L+L /4)=§mL =J,.

Os produtos de inércia sao obtido pela adigdo das barras utilizando o transporte de eixos
paralelos, conforme identificados na Tabela 1 e ilustrado no plano Oxz na Figura 36b e plano

Oxy na Figura 36¢:

Tabela 1 — Localiza¢ao dos Centros de Massas das Barras

ITEM / COTA xG (a) yG (b) zg (¢) Obs.:

Barra A L/2 L 0 G,

Barra B -L/2 0 L G
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S oxy :zjcxy+mab=[O+m-%-L}L[O+m-[—%}0}:%mLz

Jor = g +mbe=[0+m-L-0]+[0+m-0-L]=0

S 0z :z_sz+mca:{O+m-0-%}{0+m-b[—§ﬂ:—lmLz

2

Portanto a matriz de inércia em relagao ao polo O, resulta em:

J, —J, —J. 2 -1/2 1/2
Vl=|-7,. J, -J.| =ml:|-1/2 5/3 0
S S A /2 0 5/3],

6.6. Rotacao de Eixo

A matriz de inércia pode ser descrita em relagcdo a outro eixo rotacionado. Para determinar como

a matriz de inércia se altera quando expressa em relacao ao eixo Ou, considere cada ponto

material "P;" do corpo e o versor unitario u, conforme mostrado na Figura 37, e com posicao

descrita por :

(61)
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Figura 37 — Mudanca de Eixo

O momento de inércia em relacdo ao eixo Ou ¢ dado por:
Zm O)niil (62)

Resolvendo o produto vetorial, o quadrado e voltando na expressdo do momento de inércia,

obtém-se:

(P-0)nii = xi17+yi]+zil€)/\(uxl7+uy]’+uzl€)
(Pi_O)/\ (yi'u —zZ;'u )z+(zi'“x_xi'“z)j+(xi'uy_yi'ux)];
zZ; +Y; )u +(z +X; )u§+(yl.2+xi2)u22—2xiyl.uxuy—2yiziuyuz—2zixiuzux (63)

—
N
>
<y
N—

38
/\ :1
N 8o

Jo: =) m;- [(P O)/\u]2

JO:Z :JO +J u +J u 2J0xy y _2*]0}72 uyuz _2’JOzx uzux

Oy ©y

o ~ .. ey e T
Utilizando a nota¢do matricial para o versor unitario {u} = {ux u, uz} resulta na forma:
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Jo — JOxy ~Joe | U,

Joo=tu, u, w | =Jo  Jo  —Jo. |, (64)
~Jou —J 0z Jo. u,

J oi :{“}Z[Jo]{“} (65)

ou seja, para se obter a matriz de inércia em outro eixo e descrita em relacdo a um sistema de
coordenadas Oxyz, basta pré e pos multiplicar pelas coordenadas do versor unitdrio do novo

eixo.

6.7. Eixos Principais e Central

Pode-se demonstrar que fixada uma origem arbitraria O, existe associado a qualquer sistema
material §, um referencial ortogonal OXYZ para o qual os produtos de inércia sao nulos. Os
eixos deste referencial sdo chamados eixos PRINCIPAIS de inércia onde os produtos sdo
chamados de momentos principais de inércia. Se a origem O for coincidente com o centro de
massa o sistema de coordenadas ¢ chamado de CENTRAL. Para se obter uma direcao Ou tal
que a matriz de inércia seja diagonal (produtos de inércia nulos), resolve-se o auto-problema do

sistema linear [J],{x}=4-{x} que corresponde a determinar os trés novos eixos (auto-vetores)

para os quais a matriz seja diagonal (auto-valores).

6.8. Elipséide de inércia

E possivel provar que o lugar geométrico dos momentos de inércia em relagdo a variagdo de
direcao do eixo Ou, passante sempre por O, ¢ uma superficie fechada de segundo grau e
simétrica: um elipsoide (Franga, 2011). O maior eixo do elipsdide tem a magnitude do maior
momento principal de inércia. A secdo transversal média do elipsdide tem o didmetro

correspondente aos dois menores momentos principais de inércia.
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6.9. Momento de Inércia de Formas Tipicas

. 1
Barra Esbelta: J, =J, = %mL2 na extremidade J,,, =J,, = EMLZ

'z

1

Disco Fino: J, = EmRz s Jo=Jg = ZmR2
Cha : _1 24l _ 1 2 _ 1 2
pa Retangular: J_ = 2mb +c ; va—am b~ JGy_Em c
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7. TEOREMA DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO ANGULAR

O movimento geral do so6lido ¢ constituido de movimento de translagdo e rotagdo. O movimento
do centro de massa de um corpo ja foi delineado no item 4 e no caso de movimento de rotacao os

seguintes conceitos sao relevantes:

A Quantidade de Movimento p, de uma particula P; de massa m; e velocidade 17, , num certo

instante ¢, ¢ dado por:

]31' =m, Vz (66)

7.1. Momento da Quantidade de Movimento e Momento de Binario

Define-se 0 MOMENTO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO da particula P; de massa m;

em relacdo a um pélo O como o vetor:

Hy=(R=0)Ap,=(B-0)Am,-V, (67)

ﬁo = (P —O)/\ m,-V, para i=1,23,.,n. (68)

T )am T+ Y (B-0)n L (m, 7)) (69)
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Para massa da particula invariante (71, = 0) e lembrando que ¥, AV, =0, obtém-se:

Iflo:i—VOAmi-V+i(E—O)Ami-ﬁ.: 3 (lel)/\ #0+ ‘n (P.—O)/\Ij“i (70)

G-0)- 20 P )Y P )

m;

e lembrando da expressio do momento de forgas M, = Z(R —O)AF, em relagio ao polo O
i=1

(note que as forgas internas ndo comparecem na expressdo do momento) resulta finalmente em:

— — —

HOZM?[‘*‘m ¢ Vo (72)

|

ou seja, a taxa de variagdo temporal do momento da quantidade de movimento ¢ igual ao

momento das forgas externas em relagdo ao pélo O qualquer, e mais um termo cruzado.

Na forma matricial utilizando vetores coluna tamanho { 3 x 1} tem-se:

H X M g: 0 - VGz VGy VOx
Hy = M(e;}c’t +m: VGZ 0 - VGx ' VOy (73)
H 2o M g);t - VGy VGX O VOZ

{H}o :{M(EJXt}"'m'[VG]{Vo} (74)

onde [176] ¢ a matriz anti-simétrica (skew symetric).
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7.2. Momento da Quantidade de Movimento

Considere um conjunto de particulas P;, formando um corpo rigido. O Momento da

Quantidade de Movimento em relacdo ao pélo O, ¢ dado por:

]:10: (P.—O)Am.-V para i=1,2,3,.n, (75)

Para movimento de tramslacdo do corpo tem-se: @=0 e V, =V, =V, que substituindo na

l

expressdo anterior resulta em:

ﬁ0=i<za—o>m,.-ﬁ6{im,.-(e—o)}& 76)

i=1

m,-(P-0)=m-(G-0) (77)

Substituindo, resulta para corpo em translacdo a Momento da Quantidade de Movimento do

centro de massa G do corpo rigido:

H,=(G-0)AmV, (78)

Considere agora um corpo rigido com movimento genérico com velocidade de translagdo V,, e

velocidade angular @ . Para movimento geral do tipo roto-translacéo do corpo, a velocidade de

cada ponto P; de massa m; do corpo, localizado na posi¢ao (E —O):Fi pode ser obtida pela

formula de campo de velocidades 17: = 170 +@®AF.  (note que neste caso o polo O pertence ao
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corpo) que substituindo na expressdo do Momento da Quantidade de Movimento resulta em

dois somatorios:

o= (R=0)nm, Ty + (R =0)am [aA(P-O] (79)
i=1 i=1
Utilizando a propriedade do centro de massa o primeiro somatorio resulta em
 (P—0)am, -7, =3 (P=0)-m AV, =(G-0)AmF, (80)

Para o segundo somatodrio i(PI —O0)am,-[@&A(P—0)] considerando a posi¢io do ponto P;
i=1

(P. —O)=xl. i+ ylj+zil€ , para ponto O pertencente ao corpo e velocidade angular do corpo

l

@d=w_ i +o, ]+, k,tem-se para o primeiro produto vetorial:

(a)y-zi—a)z-yi)i+

i J ok
5AR-0)-|o, o, o|-(0. x-02)j+ s1)
xl yi Zi (a)x.yi_a)y.xi)lg
Para o segundo produto vetorial (P —O)A @A (P, -0):
[( xyl a)yxiyZ)_( lyz— )];—'_
(P-0)ndn(P-0)=[w,2 .y (o, ,—wx)*+ (82)

J
0.x} —0.2.X, )— (a)yzl.yl -@.y; )]k

—

Aplicando na formula do momento da quantidade de movimento angular
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H,=(G-0)AmV,+> m{
[a)x(y"z +z )_ WX, Y; — 0.X,Z; ];+
[a)y (xlz +z7 )— OXy, —0.YZ, ]j +

[a)z (xi2 + in )_ 0XZ2;, —0,),Z; ]E}

(83)

Chamando de Momentos ¢ Produtos de Inércia (conforme deduzido no item 6) os seguintes

termos:

me(yfﬂf)#x ; Zmi(xf+zf):Jy e Zmi(xf+yf):JZ

84
zmixiyi:‘]xy:‘]yx ; Zmiyi i:Jyz:Jzy € zmizixl:‘]zx:‘]xz &9

e denominando o vetor J,(@) como uma fungdo do vetor de rotagdo angular

o=0i+0,j+ok:

Jo@) =, 0 ~J,0,~J. 0)i+(, o -J 0~ 0)j+.o-J. o0~ o)ks85

e voltando a substituir na formula anterior, resulta no momento angular de corpo:

FIO:(G—O)/\mVOJrJO(cT)) (86)

Utilizando a forma matricial, tomando o vetor posi¢ao (G — 0) =Xgi+Yy, ]+ z; k expresso na

forma anti-simétrica (skel symmetric), obtém-se:

H Ox Jx - ny - sz a)x 0 —Z G y G VOx
Hy=\-J, J, —J.| o, +m| z, 0 —x; |1V, (87)
H Oz - sz - Jzy Jz o a)z - y G xG 0 VOZ

ou na forma compacta de produto matricial (skel symmetric):

{Ho}= (] l0f)+m-[G-0],., 1V, } (88)
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A matriz [J ]0 ¢ quadrada, simétrica, de ordem 3, denominada Matriz de Inércia que retrata a

forma como a massa ¢ distribuida no corpo em relagdo ao sistema de coordenadas Oxyz. Os

termos quadraticos na diagonal principal sdo denominados Momentos de Inércia em relacdo a

um eixo e os termos fora da diagonal sao chamados de Produtos de Inércia em relagdo a pares

de eixos coordenados. Note que o ponto O pertence ao corpo ou extensdo ideal dele.

7.3. Mudancga de Pdlo

O momento da quantidade de movimento H o> com polo O pertencente ao corpo rigido, pode ser

determinada em outro polo arbitrario qualquer (por exemplo pdlo Q) utilizando a férmula de

mudanga de p6lo descrita por:

HQ=HO+(O—Q)AmI7G (89)

Demonstracio: considere o corpo rigido formado por um sistema de particulas P; de massa mi e

velocidade 1713[ . O momento da quantidade de movimento em relacao ao polo O da particula P; ¢

dado por: H 0 = (R. —0)/\ m, 'VP,. . Para o sistema de particulas (corpo rigido - CR), o momento

da quantidade de movimento em relagio ao mesmo pdélo O ¢ obtido pelo somatorio:

FIO:Z(P—O)/\mi-VB. Em relacdo ao outro pdélo qualquer, por exemplo @ , tem-se:

1

FIQ: y (PZ.—Q)/\m,.-VE e fazendo a diferenca: I:IQ—FIO:zn:[(B—Q)—(E—O)]/\mi-VE =
i=1 i=1

H,= H,+ z (O-Q)Am,- 173 e utilizando a propriedade do centro de massa obtém-se:
i=1

FIQ =H,+(0-0)AmV,| c.q.d.

E notavel a similaridade com a formula de mudanga de polo para momento de forgas:

M 0= M, +(0-Q)AR devido ao vinculo cinemético de corpo rigido.
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7.4. Teorema da Quantidade de Movimento Angular - TQMA

Finalmente retomando a expressio do momento angular para o corpo rigido:

H 0= (G — 0)/\ mVO +J,(®) e derivando em relagdo ao tempo:

i(qo):(; —VO)AmVO +(G—O)/\m d, +—(JO((?)))
dt 90)
i1,)=m7, T+ (G0 nm-iy +(J5(@)

e relembrando da expressdo do momento: H,=M,+mV, AV, e substituindo na anterior

obtém-se finalmente o Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) para o corpo

rigido de massa constante em relagdo ao p6lo O pertencente ao corpo:

d

—Jo(@)+(G=0)am-a, =M'|  TomA 1)

Fazendo a derivada relativa do vetor de rotagio angular: d{@}/dt=1{a} e depois a derivada da

base movel (d {f J IE}T /dt ={®}A) obtém-se:

JO(&)+5)/\JO(CT))+(G—O)/\m-c70 =Z\7I§x’ (92)

Casos particulares:
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a) Se a escolha das coordenadas auxiliares tiver a origem coincidente com o centro de massa (O
= (), e solidario ao corpo, a expressio da equagdo de rotagdo do corpo rigido
d

E(ﬁo)jt (G-0)Am-a, =M sereduz a:

—

Jo(@)+adnd (d)=ME (93)

ou na forma matricial para corpos simétricos (produtos de inércia nulos):

J 0 0} |o 0 -o o (|J, 0 0 @, M.
0 J, 0| qo,+| o 0 -0 J, 0] j0,=1M, (94)
0 0 Ji, |o -0, o 0 Jl0 0 J,|, | M,

b) Para corpos girando em torno de um eixo (ex. eixo z) € sem simetria em relagdo ao centro de
massa, os produtos de inércia ndo serdo nulos (o sistema de coordenadas deve ser solidério

ao corpo para manter os produtos de inércia constantes) € mesmo com aceleracao angular
nula (@, =0), haverd termos quadraticos na velocidade angular multiplicado por produtos

de inércia (que corresponde a sistemas desbalanceados) resultando em:

AT (D) =M
0. kAT )i +(-J, 0.)j=M,i+M, ] (95)
W T-J i

X:

z])zMGx;JrMGy]
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Exemplo: Movimento de Translagao

Um bloco homogéneo de massa m, largura b e altura A, repousa sobre uma plataforma plana

que se move horizontalmente com aceleragdo de translagdo @ =ai, conforme ilustrado na

Figura 38a. O apoio do bloco sobre a plataforma ocorre com atrito x4 Determinar o valor
maximo da aceleragcdo da plataforma para que: a) ndo ocorra o escorregamento do bloco, b) nao

ocorra o tombamento do bloco.

b (a)

Ql
—
)
S

Fat A

[ ] = A
@) Q 52 X,| N | pFcL N “ | prar

Figura 38 — Bloco Acelerado

>
=
| K
>
-+—O0

LA

Resolucio: a) Sistema: bloco de massa m e plataforma, vinculados por apoio simples. b)
Diagramas: DFCL. c) Referencial ¢ Polo: base fixa Oxyz. d) Teoremas: TR e Momento
Angular (conforme DFCL Figura 38c).

a) Aplicando do 7R no bloco ma, = ZFZ , conforme ilustrado na Figura 38b, e considerando a
relacdo de Coulomb |Fm| < u N do escorregamento sobre a superficie, obtém-se:

mag =F

at

mag, = uN = pmg
mag, =N-mg = N=mg

mag =0 ———

Na iminéncia do escorregamento do bloco sobre a plataforma, a for¢a de atrito atinge seu valor

maximo |Fm| =uN elag =ug|

b) Na iminéncia do tombamento, ou seja, antes de girar em torno do ponto A, a reagdo de suporte
N desloca seu ponto de aplicacdo para a extremidade 4 do bloco. Utilizando a féormula do

Momento Angular para o centro de massa do bloco considerando o pélo em A4 obtém-se:
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FIA :(G—A)/\mVG :[§f+§jj/\mlfxl7=—§ml/xl€

Derivando a expressdo do momento angular e lembrando que: H,=M +m I7G AV, onde

(V,=V,)portanto H,=M , obtém-se:

m._
2 dt

oo~ -
-m—agk =0+
2 Gx

U d(VGX)/Ez(A—A)AFa,Z+(A—A)ANj+(G—A)A—mg

+(éf+ﬁa'j/\—m i bek = 4 =2
5 2] g J ) g Gx hg

(=1

Portanto a aceleragdo méaxima da plataforma serd o minimo entre os valores:

Ay =min(ug; bg /)

Exemplo: Movimento Rotacional Plano

Considere um disco de massa m e raio R, rolando sem escorregar num movimento contido no

plano Oxy e submetido a uma forca F, conforme ilustrado na Figura 39a. Determinar a

aceleracao do disco.

- (c)
g9

N | DFCL

Figura 39 — Disco Rolando no Plano sem Escorregar

Resolucgio: a) Sistema: disco de massa m e raio R, vinculado em C por apoio simples; b)
Diagramas: DVC e DFCL. c) Base e Po6lo: base movel Gxyz solidaria ao corpo simétrico
(matriz de inércia diagonal), mas ndo gira com ele (versores fixos apenas em translagdo). d)

Teoremas: TR ¢ TOMA.
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a) Aplicando do TOMA no disco em relagio ao polo em G H, =(G—-O)AmV,+J,(d),

conforme ilustrado na Figura 39c, obtém-se:

Jo(-0)k =(G-G)AFi+(C=G)AN j+(C=G)A—=F, i +(G-G)rn-mg ]
~J,ok=-R-F k

at

a) Aplicando do 7R no disco ma, :Zﬁi, lembrando da cinematica de corpo rigido que:

V.=V.+&A(G-C)=0+wRi e portanto tem-se que: a, =@R e substituindo os valores na

expressao anterior, obtém-se:

manzF_Fat F;t:F_man

1 2 gy _2F
maGy:N—mg = «N=mg = EmR -?:R-(F—ma(;x) = aGX_EZ
mag =0 ————

Também pode-se utilizar o pdlo conveniente em C resultando de imediato em:

V], -o=M" para J.=J, +md>=3mR*/2

2F
- . = A, = ——
—(EmRZJ—ag‘ k =—FRK ¢

* 3m

2

Exemplo: Movimento Rotagcao

Considere o sistema ¢ constituido por uma barra esbelta homogénea PQ de comprimento L e
massa m, contida no plano Oyz, e por um eixo OA de comprimento 3L e massa desprezivel,
conforme ilustrado na Figura 40a. O sistema gira em torno de um eixo vertical fixo Oz com

velocidade angular @ constante, Determinar as componentes das reagdo nos mancais O e A.
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ﬁ
DFCL l g
P
Xa
Q
mg
o)
Xo
(@) (b) Zo

Figura 40 — Rotor excéntrico e assimétrico

Resolucio: a) Sistema: sistema composto por uma barra de comprimento L e massa m € €ixo
suporte A0 de massa desprezivel, vinculado pelos mancais O e¢ A;. b) Diagramas: DFCL,
conforme ilustrado na Figura 40b. c) Referencial e P6lo: base mdvel solidaria a barra Oxyz, que

tem matriz de inércia ndo simétrica (contém termos de produto de inércia). d) Teoremas: TR ¢

. m;-y; -—=L/2 L
TOMA. A posigao do centro de massa ¢ dado por: y. = Z“Z:—y = Vo= m--L/2 = 5
m, m
2 =2k o1 o (6-0)=-Lisark=(0 -1/2 21).
m 2

o ooy Lo (LY 1
Momento de inércia J . : JOZ=JGZ+m(xG+yG)=EmL +m 3 = JoZ_g’WL

o - L
Produtos de inércia J,,. e J,.: J,. = m(O)(ZL) = |[Jo.=0] ¢ J,.= m[T (2L) =

Jo. =-mL

vz

A quantidade de movimento angular H o do corpo com respeito ao polo O fixo, considerando

—

que a rotagdo @=wk constante, ¢ dado por: H, = (G-0)AmV,y+J, (&) =

—

HbZ—mef—ﬁmwj+J&wE=n¢%{j+%§)

Tomando sua derivada temporal da quantidade de movimento angular expressa na base movel,
considerando: ®=0 ; j=&, Aj e k=, Ak obtém-se:

%(FIO)Z mLza)(]+%lgj = mLza)[(a)lg /\])Jr%(a)l;/\l;)} =-—mlo’ i

O momento M, das forgas externas com respeito ao polo O é:
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M, = (A_O)/\(XAZ?+YA]7)+(G_0)A(_mg];)
M, =BLk)n(x,i +YJ)+[—%]+2LJEJA(—mg1€)= (—3LYA +§mgjf+3LXA]
Aplicando o teorema da quantidade de movimento angular descrito por:

%(I:IO )+ (G-0)Amd, =M com polo em O fixo portanto d, = 0:

1 1 1
— — — 2 2=_ — = — 2 J—
:;tHo:Mo mL’w 3LYA+2mgL Y, 3mLa) +—mg

0=3LX, X,=0
Utilizando o TR, dado por ma, = ZF: tem-se a aceleragdo do centro de massa obtido de:

G, =i, +&HNG-0)+@n[dn(G-0)] = ac=§w2;.

0=XZ+XO XOZO
ma)ZE:YA+YO = Y0=m(La)2—g)/6
0=Z2,-mg Zo=mg
XA:0 L
mg 2L
@)
XO:O
mg

Figura 41 — Resposta no Modelo Fisico

(Resumo da aplicagio do TQMA: Determina-se a quantidade de movimento angular H o ho polo
conveniente (de preferéncia que anule o termo cruzado complementar), faz-se a derivada

temporal e iguala a0 momento M o das forgas externas.
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Conservagao do Momento da Quantidade de Movimento

e . d (= ~ = o , .
Utilizando o TQMA descrito por: z(H 0)+ (G—O)/\ md, =M;" para o polo coincidente com
t
o centro de massa G' ¢ momento externo nulo, verifica-se que o momento da quantidade de

movimento deve permanecer constante (Lei da Conservagao da Quantidade de Movimento:

H, =cte). Desta forma {ﬁo}z [J],{@}=cte.

Tomando o exemplo da cadeira giratoria, ilustrado na Figura 42, o momento da quantidade de
movimento [J ]0 {E)}: J, o, = (2mL2)-a)z =cte deve permanecer constante. Quando as massas
sdo retraidas para o centro (reduzindo a distdncia L) sem alterar a posi¢do do centro de massa,

para que o produto permanega constante a velocidade angular @, tem obrigatoriamente que

aumentar. (2m L ) o! = cte

Figura 42 — Conservac¢ao da Quantidade de Movimento (Fonte da figura: internet)
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2
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8.1. ANEXO A : Energia Cinética do Corpo Rigido

A energia cinética também pode ser determinada para o corpo rigido com movimento genérico
de roto-translagdo com velocidade translacional do ponto O V, e velocidade angular @ .

Considere entdo um referencial movel solidario ao corpo no ponto O, associado ao sistema de

coordenadas tri-ortogonal xyz, conforme ilustrado na Figura 18. A ENERGIA CINETICA T do

ponto P; de massa m; localizado na posicao (Pl. —O)=77,. do corpo e para os P; pontos 0 corpo

como um todo, sao dados pelos escalares:

T ==m V> e T:—Z:m,.-V2 (96)

€1

Figura 43 — Movimento do Corpo

A velocidade de qualquer ponto ff do corpo ¢ dado pela féormula de campo de velocidades

— —

V.=V, +@& ¥ que substituindo na expressio anterior resulta em:
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T:lZm,.-(V0+a3m§.)Z 97)

Note que a formula de campo de velocidade vale para qualquer ponto i pertencente ao corpo
rigido (ou extensdo ideal do corpo). Expandindo o termo quadritico entre paréntesis da

expressao anterior, obtém-se trés termos descritos a seguir:

Tz(% y m,--V3]+(%imi'2ﬁo(@Aﬁ))+(% ” mi'(@AE)z) (%)

1
m.-Vg:E 2N mo=—m-V, (99)
que € a energia cinética do corpo de massa total m devido ao movimento de translagdo 170 .
Para o segundo termo tém-se:
1 R o N T - -
—Zmi-2V0(a)/\ri): o m.-(a)/\r,.):VO-a)/\ m;-r. (100)

relembrando do momento de primeira ordem: (G—O)-m:Zmi -7, correspondendo a

propriedade do centro de massa obtém-se para o segundo termo o escalar:

V@AY m-F=mV,-&nr(G-0) (101)
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n
. — —\2 . -~ — g = 7 .
Para o terceiro termo — E m, -(a)/\ ri) , considerando a posicao 7 =xi +y j+zk e avelocidade

i=l1
angular descrita na base mével como @=w,i +w, j+®, k , realiza-se inicialmente o produto

vetorial do termo entre paréntesis:

P E| (o z—w )i
(a")/\:): 0, o, o, =(a)z-xl.—a)x-z,.)]'4+ (102)
X Vi Z (a)x'yi_a)y'xi)k

Fazendo o produto escalar correspondente ao quadrado de cada termo obtém-se:

(wy "z, 'yi)l '(a)y’zi —, 'yi)

(0. x-0,-z)] (0. x -0, -z)]=0 x'-2-0.0. xz+0" -z + (103)

N 2 2 2 2

I =0,-z; 20,0, -yz,+©, y; +

((0 : - )C)];((t) : - ‘X)E—wz‘ 2—2‘0)(0 X +(02°X2
X yi y i X yi y i X yi X7y iyi y i

Recuperando o somatoério dos elementos de massa m; e aplicando na soma dos produtos e

rearranjando obtém-se:

1

5 m, (a)yz 2} =2 0,0, yz+0; -yf)+

1

5 m, (a)f X =200, Xz,+ 0. -zf)+ (104)

1
-~ m[-(a)z-yf—Z-a)xa)y-xl.yl.+a)y2-x?)

2 2 2 2 2 2 2 2 2
] -Zmi-(yi +z, )+a)y -Zml.-(zl. + X )+a)z -Zml.-(xi +y, )—

1
. (105)
2 200, -Zmi Xy, — 20,0, -Zmi vz, -2 0.0, -Zmi Z, X,

Nomeando os termos quadraticos de velocidade angular de Momentos de Inércia (Jy, Jy, J,) em

relacdo a eixos coordenados Oxyz, obtém-se na forma compacta:

=m0 +z22) 5 S, =SmEx?) e J=Ym(+)?)  (106)
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e os termos de produtos de velocidades angulares como Produtos de inércia (Jyy, Jy,, J) em

relacdo a pares de eixos coordenados, obtém-se na forma compacta:
JXy:Zmi'xi'yi ’ Jyz:zmi'yi'zi € szzzmi'zi'xi (107)

Substituindo novamente na expressao anterior:
Lo 1
m, (AT :E(Jx 0} +J 0L+ 0l =2 e.0,-2) o0 -2, -a)za)x) (108)

Pode-se demonstrar que denominando o vetor J,(®) como uma fungdo do vetor de rotacdo

angular @ da seguinte forma:
Jo@) =, 0,~J,0,~J . 0)i+(,o0-J, 0~ 0)j+.o-J. 0-J. o)k109)

obtém-se o terceiro termo do somatorio como:

(AT =~ ,(6) (110)

N | —
1
)

Finalmente somando os trés termos escalares denominados: energia cinética de translacio,

termo cruzado e termo de rotacio, obtém-se o escalar Energia Cinética do solido:

T:%mV;+mVO-@A(G—0)+%@-Jo(@) (111)

Retomando a expressdo do trabalho AT =W*' para condigdes inicias nulas, escreve-se o

TEOREMA DA ENERGIA CINETICA (TEC) como o escalar:

%ng+mﬁo-@A(G—0)+%@-JO(E))=W“’ (112)
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Casos particulares:

a) Se a escolha das coordenadas auxiliares tiver a origem coincidente com o centro de massa (O

= (5), a expressao da Energia Cinética se reduz a:

T:%mVCf+%E)-JG(Eo) (113)

ou seja, a Energia Cinética medida em relagdo ao centro de massa G, ¢ composta de duas

parcelas associadas ao movimento de translacdo e outra a0 movimento de rotagao.

b) Se o polo escolhido for fixo ¥, =0 entdo:

T:%E)-JO(@) (114)

ou seja, a Energia Cinética contem apenas o termo devido a rotagdo. A Energia Cinética ¢ uma
grandeza escalar e pode ser medida em relagdo a qualquer ponto do corpo ou extensdo ideal
(movimento solidario ao corpo) resultando sempre no mesmo escalar e, portanto, independe do

polo escolhido.

c) Para um movimento plano (ex. no plano Oxy com @ = ®,) de um corpo simétrico (produtos

de inércia nulos) a féormula geral se simplifica para:

1 1
T:EmVOZ+EJOZ w’ (115)

z



