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1. INTRODUÇÃO 

 

Esta monografia resume as notas de aula deste autor na disciplina de Mecânica I (PME3100), 

elaborada ao longo do seu aprimoramento didático junto à equipe de dinâmica do Departamento 

de Engenharia Mecânica (PME) da Escola Politécnica da Universidade de São Paulo (EP-USP). 

O texto pressupõe que o aluno domine os conhecimentos elementares de álgebra vetorial, álgebra 

linear e de cálculo diferencial e integral, adquirido nas disciplinas dos primeiros anos básicos 

(biênio) do curso de engenharia. 

 

O conjunto de notas de aula se inicia pelo trato da Estática, Cinemática e finalmente a Dinâmica. 

Na estática, sistemas estruturais, são modelados e analisados. Na cinemática, os movimentos e 

composição de movimentos são tratados. Em dinâmica os teoremas de energia (Teorema da 

Energia Cinética - TEC), Newton (Teorema da Resultante - TR) e Euler (Teorema da Quantidade 

de Movimento Angular - TQMA) são apresentados. 

 

A notação vetorial (Boulos, 1991) é utilizada sistematicamente ao longo deste texto. 

 

 

1.1. Espaço e Tempo 

 

Segundo Newton (1687) o ESPAÇO absoluto (referencial) permanece imóvel independente de 

qualquer fator externo. O TEMPO (absoluto ou Newtoniano) escoa uniformemente 

independente de qualquer fator externo. A SIMULTANEIDADE é a correspondência de 

posição de movimentos de dois ou mais pontos. RELÓGIO é a medida de tempo por 

comparação simultânea de movimento (ex.: movimento angular de ponteiros ou astros). 
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1.2. Princípios Fundamentais 

 

Primeiro Princípio (Lei da Inércia) “Todo ponto material isolado no espaço e tempo absolutos, 

permanece num estado de repouso ou em movimento retilíneo uniforme” (Lei da conservação da 

quantidade de movimento Vmp


 ). O termo isolado significa ausência de contato e, portanto 

de forças. 

 

Segundo Princípio (Lei Fundamental) “A variação da quantidade de movimento é proporcional 

à força que age na partícula ou ponto material, no espaço e tempo absolutos, e se dá na mesma 

direção e sentido daquela força” (para massa constante  FamVmVmp


  ). 

 

Terceiro Princípio (Ação e reação) “As forças de contato que dois corpos exercem entre si são 

sempre iguais e diretamente opostas”. 

 

 

1.3. Referencial e Sistema de Coordenadas 

 

Um corpo rígido pode ser considerado um referencial, ou seja, de um de seus pontos se observa 

movimentação de outros corpos, segundo um sistema de coordenadas. Os referenciais em geral 

são associados a corpos (e se confundem com eles) e podem ser fixos ou móveis. A segunda lei 

de Newton, que relaciona a variação da quantidade de movimento com as forças ativas, é válida 

apenas em referenciais fixos (Newtonianos) ou referenciais com velocidade e orientação 

constante (França e Baruh). Nestes referenciais, os vetores de posição, velocidade e aceleração 

têm formas simples. Entretanto, em alguns casos da dinâmica é conveniente e vantajoso 

expressar o movimento em um referencial móvel.  
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Figura 1 – Referencial 

 

A melhor aproximação de um referencial fixo é considerar uma estrela fixa distante. Uma 

aproximação menos precisa é considerar o sol como referencial fixo. Entretanto, dependendo do 

tipo de fenômeno, a terra pode ser considerado um referencial fixo para descrever movimentos 

de corpos na sua superfície. Descrever por exemplo, o movimento de um veículo utilizando o 

referencial móvel solidário à terra é simples conforme mostrado na Figura 1. Entretanto, não se 

leva em consideração o pequeno efeito da rotação deste referencial móvel, que no caso da 

descrição da sutil movimentação das marés, não pode ser desprezado.  

 

Note que o centro da Terra viaja em torno do sol com velocidade de 30.200 m/s (ou 108.720 

km/h) e tem na linha do equador a velocidade relativa periférica de 465 m/s (1.674 km/h). A 

aceleração centrípeta na superfície do planeta (raio médio de 6.371 km) devido a sua rotação 

própria (0,2618 rad / hora) resulta em uma aceleração centrípeta de ac = V2/R = 0,03 m/s2 (ou 

seja, 3 milésimos de g) que é praticamente imperceptível sendo uma simplificação plausível para 

alguns fenômenos na sua superfície. A aceleração da gravidade nos trópicos é cerca de 0,53% 

menor que nos pólos. 
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Sistema de Coordenadas: Um conjunto independente de versores unitários constitui um sistema 

de coordenadas. O sistema de coordenadas pode ser retilíneo (aquele onde a direção dos versores 

não se altera) ou curvilinear (aquele que incorpora a direção da trajetória que a origem descreve). 

 

Um sistema de coordenadas definida no espaço Euclidiano 3  da geometria clássica, é 

composta por dois eixos ortogonais (portanto independentes), formando um plano, e um terceiro 

eixo perpendicular ao plano (portanto independentes formando uma base positiva). A sistema de 

coordenadas pode ser fixo Ee1e2e3, ou móvel Oxyz, conforme apresentado na Figura 2. Um 

sistema de coordenadas pode estar “solidário” a um corpo rígido e, portanto se movimentando 

junto com ele. 

 

Um vetor r


 que localiza a posição do ponto P pode ser descrito na base móvel, segundo os 

versores unitários keji


,  (vetor representado por uma seta sobre a letra) ou, representado no 

sistema de coordenadas fixo, segundo os versores 321 e, eee  (letras em negrito identificando 

vetor). 
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Figura 2 – Sistema de Coordenadas Fixo e Móvel 
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O movimento de um corpo rígido e, portanto de um sistema de coordenadas móvel Oxyz, pode 

ser retilinear ou curvilinear. Pode ter orientação invariante ou ter, por exemplo, um de seus eixos 

acompanhando uma trajetória (sistema de coordenadas intrínseco - base de Frenet). 

 

A descrição da distribuição de massa de um corpo é facilitada quando se utiliza de uma sistema 

de coordenadas solidário ao corpo (a matriz de inércia torna-se constante). Entretanto, quando se 

utiliza uma sistema móvel, deve-se ter um cuidado especial no cálculo da derivada de vetores. 

Deve-se distinguir a derivada local, feita com respeito a um referencial móvel, da derivada 

total (ou global) que é calculada em relação ao referencial fixo. 
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2. DINÂMICA DA PARTÍCULA 

 

Os teoremas gerais da dinâmica podem ser definidos para uma partícula P, de massa m, com 

posição espacial   OPr 


  no instante de tempo t, submetido à força ( PrrtF ),,,( 
):  

 

2.1. Quantidade Movimento Translacional 

 

Defini-se QUANTIDADE DE MOVIMENTO p


 de um partícula P de massa m com 

velocidade V


 no instante t, o vetor: 

 

 )(tVmp


  (1) 

 

Derivando com respeito ao tempo e considerando a massa constante, obtêm-se: 

 

 )()()( tamtV
dt

d
mtVm

dt

d
p

dt

d 
  (2) 

 

que resulta em:  

 )(tFp


   (3) 

 

ou seja, a variação da quantidade de movimento de uma partícula é decorrente da força a ela 

aplicada (segunda lei de Newton). 
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2.2. Momento da Quantidade Movimento 

 

Defini-se MOMENTO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO (ou Momento Angular) OH


 

de um partícula P de massa m com velocidade V


 em relação ao pólo O, o vetor: 

 

     VmOPHpOPH OO


  (4) 

 

2.3. Movimento Angular e Momento 

 

De maneira muito simples pode-se correlacionar a quantidade de movimento angular OH


 com o 

momento em relação a um pólo qualquer, fazendo a pré multiplicação da expressão anterior 

Fp


    vetorialmente por   GP    obtendo-se de imediato: 

 

    

GG MH

FGPpGP

Fp















 (5) 

ou seja, a taxa de variação temporal o momento angular, para uma determinada posição, é igual 

ao momento em relação ao mesmo pólo G. A dedução completa será apresentada no item 7. 

 

2.4. Equação Fundamental 

 

Existe um referencial fixo (ou Newtoniano) em relação ao qual um ponto material se move com 

aceleração a


 quando submetido a força resultante )(tF


tal que: 

 

 )(tFam


  (6) 

 

Note que a força pode ser de campo (proximidade) ou de contato entre corpos. 
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Exemplo: Movimento Centrípeto de Partícula 

 

Uma partícula P(t) de massa m, descreve ao longo do tempo, uma trajetória circular de raio R, 

com velocidade tangencial PV


 constante, presa em um fio ideal (inextensível e com massa 

desprezível) de comprimento L fixado na articulação O, conforme ilustrado na Figura 3. 

Determinar a tensão F no fio para uma velocidade angular 


 constante e o ângulo  de 

equilíbrio. 

 

 

 

Diagrama de 
Velocidade 

 
t 

P 

R 

 
n 

 
VP 

Partícula 

O 
 
 
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 
k 
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 
k 

 
F 

     
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 
n 

P, m 

 

 
F 

 
F 

Fio 

 

Figura 3 – Partícula em movimento circular 

 

RESOLUÇÃO: a) Sistema: partícula de P(t) de massa m e fio ideal vinculado em O; b) 

Diagramas: DVCL e DFCL conforme Figura 3; c) Base e pólo:  kntO


 móvel; D) Teoremas: 

TR:   Fam


.  

 

A aceleração da partícula P(t)  é dado por:    nRtVa
 2    para movimento circular de raio 

constante, resulta em velocidade constante e apenas a aceleração centrípeta:   n
R

V
a

 2

 . Portanto 

utilizando o Teorema da Resultante e observando o diagrama de forças sobre a partícula, 

apresentado na Figura 3b, tem-se: 
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kmgFn
R

V
mFam




2

     separando nas direções kntO


 












mgF

F
R

V
m

k

n





sen0

cos
2





               

















2

2

tan

cos

V

Rg
arc

R

Vm
F



   

 

Note que a força ativa na partícula é positiva (apontada para o centro) e a reação no fio é para 

fora (reação centrífuga). 

 

Análise dimensional: é sempre conveniente realizar a análise dimensional da resposta para 

verificar a consistência do resultado. Neste caso a força “F”  deve ter unidade de Newtons (ou kg 

 metro/s2). Considerando que a massa m tem unidade em “kg” e o termo corresponde à 

aceleração centrípeta RV /2  tem unidade de metro/s2 a resposta tem unidade de Newtons e está 

consistente. 

 

 

2.5. Impulso 

 

O Impulso de uma força ( PrrtF ),,,( 
) é definida como: 

 

 
t

t
dttFttI

0

)(),( 0


 (7) 

 

 

2.6. Energia Cinética 

 

A Energia Cinética de uma partícula P, de massa m, no instante de tempo t, é definida como o 

escalar: 
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2

2

1
)( VmtT


      ou     VVmtT




2

1
)(  (8) 

 

 

2.7. Trabalho de Força 

 

O Trabalho Elementar realizado por uma força ( PtF ),(


) é dado por: rdFdW


 . O 

Trabalho realizado por uma força ( PtF ),(


) apenas função do tempo, entre os instantes de 

tempo t0 até t, que leva a partícula da posição r0 até a posição r é o escalar definido por: 

 

  
r

r
rdFttW







0

),( 0      ou      
t

t
dtVFttW

0

),( 0


 (9) 

 

conforme ilustrado na Figura 4b, pois: dtrdV /


 . Note entretanto que a força ( PrrtF ),,,( 
) 

pode ser função do tempo, da posição e da velocidade. Neste caso para a integral acima ser 

definida requer o conhecimento da função que descreve a sua variação. Se a força depender 

apenas da posição e integral dependerá do caminho percorrido e será uma integral de linha. 

 

 

P 

A1 

  
d r 

 
F 

A2 

s1 

s2 

s2 

s 

s1 

A2 

F(t)cos 

A1 

W 

 

Figura 4 – Trabalho Realizado 

 

Em cada intervalo de tempo tem-se: rdFdW


   onde kFjFiFF zyx


   e  

kdzjdyidxrd


      dzFdyFdxFdW zyx    ou pela definição de produto escalar 



DINÂMICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

14

cos rdFdW


. O trabalho da força F durante o deslocamento finito do ponto A1 até A2 é 

obtido da integral:   
2

1

2

1

A

A

A

A
rdFdW


            

2

1

2

1

)(cos)21(

s

s

s

s
dstFdsFW


  

 

 

2.8. Trabalho do Binário 

 

Considere o binário de forças  AF,


  e  BF,


, conforme ilustrado na Figura 5, que é 

equivalente ao sistema   FBAMeR


 0 . Considere L a distância entre as forças do 

binário de tal forma que FL


 . Tem-se para os pontos:   ABVV AB  


        

uLk
dt

d

dt

dA

dt

dB 



         


LddAdB  .  O Trabalho Elementar das forças em A e B é 

dado por:  dBFdAFdW BA 


           
LddAFdAFdW BA  . Considerando que  

AB FF


   obtêm-se:     dMdFLLdFdW B 


          dMdW  .  

 

 

 

 

  
 

 
F 

A 

B 

 
F 

L 
  
u 

 

Figura 5 – Trabalho do Binário 

 

O Trabalho realizado pelo binário de forças em A e B é obtida da integral do trabalho 

elementar:    0
00









  MdMdMW  

 

Finalmente o trabalho dos forçamentos (forças e momentos) é dado por: 
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  





00

),( 0 dMrdFttW
r

r






 (10) 

 

 

2.9. Trabalho das Forças Vinculares 

 

As forças vinculares conservativas decorrentes de ação em ponto fixo, ortogonais aos 

deslocamento ou em pontos com movimento solidário de dois corpos distintos, não realizam 

trabalho. 

 

Considere um disco rolando sem escorregar, conforme ilustrado na Figura 6a. O trabalho 

realizado pelas forças no contato D são:  0 dDjNdDiFdW at


 pois dD = 0. Para 

rolamento com escorregamento obtêm-se: dDFidDjNidDiFdW atat 


. 

 

 

 
F 

 
Fat 

mg 

D 

N 

A 

B 

C 
 
F 

 

Figura 6 – Trabalho de Vínculos 

 

Para um sistema de barras articuladas, conforme ilustrado na Figura 6b, o trabalho é determinado 

por dCFdBRdBRdARdW BCBAA 


. Como o ponto A está fixo, e pelo principio da 

“ação e reação” as forças  BCBA RR


   então: 

    dCFxidCiFxdCFdBRRRdW BCBAA 


0  
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2.10. Potência 

 

Chama-se Potência da força ( PtF ),(


) para a partícula com velocidade PV


 no instante de tempo 

t, o escalar definido por: 

 

 VFP


  (11) 

 

Note também que a variação do trabalho é: rdFdtVFdW


  

 

 

2.11. Função Potencial 

 

Se uma força F


 atuante num ponto material for tal que o trabalho elementar dPFdW 


 seja 

igual ao diferencial desta função tal que:  )(PdUdW  , a função chama-se  Função Potencial 

U(P) para força conservativa. Neste caso ao trabalho realizado pela força, não depende da 

trajetória percorrida pelo ponto material entre os pontos P0 e P. Portanto quando existe a função 

U(P) o trabalho W é obtido pela integral de linha: 

 

 )()()( 0
00

PUPUPdUdPFW
P

P

P

P
 


 (12) 

 

 

Exemplos: Força Gravitacional e de Mola 

Considere uma partícula de massa m se movimentando num local com força de campo do tipo 

ação da GRAVIDADE. Tomando o referencial Oxyz com a força gravitacional orientada para 

baixo na direção kO


 , conforme ilustrado na Figura 7a, tem-se: 

 kmgFG


    e   kdzjdyidxdP


    portanto     dzmgkdzjdyidxkmgdW 


 

  cuja integral resulta em: 
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   00
00

| zzmgzmgdzmgdzmgW z
z

z

z

z

z
  . 

 

Portanto o trabalho da força gravitacional (força do peso) é dado por: 

 

 0zzmghmgW   

 

 

k 

 
L 

 
k 

 
i 

z P 

P1 

P2 

L 
P0 

  
r2 

  
r1 

 
u 

O 

O 

  
d r 

 
g 

P0 

 

Figura 7 – Força de Campo e Elástica 

 

Considere uma partícula ligada à extremidade de uma MOLA linear, de comprimento livre L 

(comprimento da mola sem força) que está presa na outra extremidade em um ponto fixo O. 

Tomando agora o sistema de coordenadas kuO


  móvel e solidário à mola, conforme ilustrado 

na Figura 7b, tem-se:  uLrkFM


  e trajetória da partícula descrita por:   urrOP


  

cuja variação é:   udrudrurd


 . 

Portanto:        LrdLrkrurduLrkrdFdW  


 (pode-se expandir d(r)    

d(r – L)  pois L é uma constante). Portanto o trabalho realizado pela força da mola será 

determinado pela integral definida em  Lr  : 

              2

1

2

2

1

22

21
2

1

2

1

2

12

1

2

1

LrkLrk
r

r
LrkLrdLrkrdFW

r

r

r

r
 


 

Se a posição inicial da partícula coincidir com o comprimento livre da mola ( Lr 1 ) ter-se-á:   

   2

221
2

1
LrkW  . Se a posição da partícula for medida a partir do comprimento livre 
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( Lrx  11   e  Lrx  22 )  ter-se-á:      2
1

2
221

2

1
xxkW   que é o trabalho da força 

elástica de mola linear. 

 

 

2.12. Variação da Energia Cinética e Trabalho 

 

A variação da Energia Cinética de uma partícula é igual ao Trabalho realizado pelas forças 

ativas externas, em um mesmo intervalo de tempo. 

 

Demonstração: Utilizando a definição de energia cinética e a equação fundamental da dinâmica 

expressa em componentes intrínsecas, obtêm-se projetando na direção tangencial, multiplicando 

escalarmente por t


: 

 

     tFtnatamFnatamFam ntnt


  (13) 

 

Multiplicando cada lado pela velocidade V e lembrando que a variação da energia cinética é 

    VVmVVmdtmVddtdT   2/2/2// 2 , obtêm-se: 

 

 
 


P

P

P

P

P

P

t

rdFTTrdFdTrdFdtVFdT

VFdtdTtVFVVmtFVmam

000
0

/








 (14) 

 )(0 0 ttWTTT   (15) 

 

que corresponde a variação da energia cinética T de uma partícula de massa m, num intervalo de 

tempo de t0 até t, que é idêntico ao trabalho W realizado pelas forças resultantes que nele atuam, 

durante a variação de posição no intervalo de P0 até P. 
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2.13. Forças Conservativas e Sistemas Conservativos 

 

Forças (ou Sistemas) conservativas(os) são aquelas que quando o sistema é deslocado de uma 

configuração (posição relativa entre suas partes) para outra, o trabalho realizado pelas forças 

dependem somente da posição inicial e final (portanto independente do percurso da 

configuração/movimentação do sistema). 

 

Principio da Conservação da Energia Mecânica: Para um sistema conservativo e sua variação, 

valem as seguintes expressões de energia mecânica (cinética + potencial), uma vez que nenhuma 

energia é removida do sistema durante sua movimentação: 

 

 cteVT                    0VT
dt

d
 (16) 

 

 

Exemplos: Equação de vibração 

 

Considere um sistema massa/mola deslizando sobre um plano sem atrito na direção x, conforme 

ilustrado na Figura 8a. A energia cinética T do sistema é dada por:  2

2

1
xmT  . O trabalho da 

força da mola é expressa pela integral do trabalho elementar realizado pela força de mola 

(  0xxkFmola  ) durante a sua movimentação a partir da condição livre ( Lx 0 ) até a 

posição de equilíbrio: 

    22

2

1
|

2 0
000

xkx
k

dxxkdxxkdxFW x
x

x

x

x

x

x

x
m    substituindo na equação do 

Teorema da Energia Cinética resulta em:    )(0 0 rrWTT           22

2

1

2

1
xkxm           

022  xkxm    e derivando com respeito ao tempo:  022  xxkxxm          0 xkxm     

que é a conhecida equação diferencial de segunda ordem do sistema oscilatório massa/mola. A 

solução da equação diferencial de segunda ordem pode ser obtida de forma recursiva por dupla 

integração da equação que é função do tempo, na forma: )()( tx
m

k
tx   obtendo 
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sistematicamente a velocidade  0)( xdtx
m

k
tx

dtt

t
  



  e a posição  0)( xdtxtx
dtt

t
 


 , 

conhecidas as condições iniciais  00 xex . 

 

 

x 

k 

 
FM 

 

Sistema 
Massa/Mola 

Pêndulo 
Simples 

 
VG 

m 

mg 

L 

mg 

 
 

 
u 

z 
P 

N1 N2 

 

Figura 8 – Sistema Massa/Mola e Pêndulo Simples 

 

Exemplo: Pendulo simples em oscilação 

 

Outro exemplo interessante é pêndulo simples, conforme ilustrado na Figura 8b. A energia 

cinética da massa pendular com comprimento L e variação angular   é: 

 22

2

1

2

1
 LmxmT  . O trabalho da força gravitacional da massa m ( kmg


 ) e no fio 

( uT


 )  são:    
r

r
rdFW

0


        

   cos10
00

  LgmhgmdruTdrkmgW
r

r

r

r


 

e substituindo na equação do TEC resulta em: 

)(0 0 rrWTT               cos1
2

1 22  LgmLm   derivando com respeito ao tempo: 

  0cos1
2

1 2 







  LgmLm

dt

d           0sen2
2

1 2    LgmLm           

  0sen2   mgLmL       linearizando para      0      0 
L

g   
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que é a conhecida equação do sistema pendular para movimento angular com pequenas 

variações. (Note que o trabalho realizado pela força T no fio sobre o corpo é nula pois o 

movimento tem direção 


 perpendicular à força u


).  

 

Para determinar a tensão T no fio do pêndulo, considerando que a massa tenha sido abandonada 

com velocidade nula a partir da altura h para  < /2, portanto a velocidade é:  zhgV  22  e 

utiliza-se do TR aplicado na massa com trajetória circular de raio L:  

   uTkmguaamFam nt


 . 

Multiplicando escalarmente por u


:     Tukmgam n 


  e considerando que: 

Lzuk /cos  


    e    LVan /2    obtêm-se:      TLzmgLVm  //2           

      zhLmgT  2/  

 

 

Exemplo: Conservação da Energia Mecânica 

A partícula de massa m é abandonada a um altura hA na pista de acesso de um LOOP e desliza 

sem atrito ao longo do percurso circular de raio R, conforme ilustrado na Figura 9a. Determinar a 

altura mínima hmin para que a partícula complete o loop sem perder o contato no ápice. 

 

 

 

DFCL 

 
VG 

m 

mg 

R 

g 
 
n 

N 

R 

hA 

DVCL 

 
t 

 
VG 

 
VG 

 
VG 

O 

D 

D 

A 

 
t 

 
n 

D 

 

Figura 9 – Trajetória em Loop de raio R 
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Resolução:  a) Sistema: partícula de massa m. b) Diagramas: DVC e DFCL, conforme a Figura 

9. c) Referencial, base e pólo: base móvel intrínseca ntG


.  d) Teoremas: TR e Energia 

Mecânica. 

 

Para percorrer o loop sem cair, no ápice (ponto D) a reação normal (N) da pista na partícula deve 

ser em modulo maior ou igual a zero (para manter o contato). Utilizando o TR e o DFCL 

apresentados na Figura 9, obtêm-se:  gmNam G


 . A aceleração da partícula é obtida de:  

 nRVtVa DDG


/2 .  

 

Na posição D tem-se nmgnNam G


   portanto:    nmgnNnRVm D


 /2   e no limite 

para  N = 0  tem-se: gRVD 2 . A variação da energia cinética é igual ao trabalho das forças de 

campo. Para sistemas conservativos (a força de contato não realiza trabalho), nos pontos A e D 

resulta em: 

 

 DAWT         DAAD hhmgmVmV 















 22

2

1

2

1
   

 

considerando  0AV


  e  RhD 2   no limite para  gRVD 2   resulta em:      RhA  5,2 . 
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3. DINÂMICA DOS SÓLIDOS 

 

Um agregado de partículas com distâncias internas invariantes, constituindo um corpo rígido. 

Quando submetido a forças externas, no caso mais geral, descreve uma trajetória com variação 

de posição e orientação. Seu centro de massa G percorre uma translação curvilínea associada 

com uma variação angular da sua orientação. Na mecânica vetorial Newtoniana (Newton, 1687) 

o movimento de translação é identificado pelo Teorema da Resultante, baseado na segunda lei, 

e a atitude está associada com a proposição de Euler (1757) para o movimento angular do corpo 

no espaço. Na mecânica Analítica, que é baseada em grandezas escalares relacionadas com a 

Energia Mecânica Total do sistema (Lagrange, 1788), esta combinação de movimentos roto-

translacionais é superada utilizando as coordenadas generalizadas e, as equações de movimento, 

são obtidas de forma elegante e assertiva, mesmo para sistema com muitos graus de liberdade em 

roto-translação. Neste texto serão apresentadas apenas as equações vetoriais de Newton-Euler. 

Para conhecer o método analítico procure informações sobre o curso de mecânica analítica 

(PME-3200). 

 

 

4. TEOREMA DA RESULTANTE 

 

A mecânica Newtoniana está baseado em três leis que são válidas para referenciais fixos ou em 

movimento uniforme. A primeira lei de Newton estabelece que uma partícula conserva sua 

quantidade de movimento Vmp


  se não houver ação de forças sobre ela. Isso implica que 

para massa invariante 0F


    ctetV )(


. 

 

Para uma partícula submetida a resultante de um sistema de forças  iFtR


)(  observando a 

segunda lei de Newton, tem variação proporcional da sua quantidade de movimento: 

 

   )()(
)(

)()()()( tFtam
dt

tVd
mtV

dt

d
mtVm

dt

d
tVm

dt

d
tp

dt

d 



  (17) 
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Para um agregado de partículas Pi de forças ativas e reativas ijji FF


  (internas – Princípio da 

Ação e Reação da terceira lei de Newton) e forças externas somadas resultam em: 

 

 int
i

ext
iii FFam


         




n

i

ext
i

n

i
i

n

i

ext
i

n

i
ii FFFam

11

int

11


 (18) 

 

Utilizando a propriedade de centro de massa e suas derivadas temporais: 

 

  



n

i
ii GPm

1

0


         



n

i
Gii VVm

1

0


         



n

i
Gii aam

1

0


        G

n

i
ii amam




1

(19) 

 

resultando finalmente o que é chamado de Teorema da Resultante (TR). 

 

   RFam ext
iG


 (20) 

 

ou na forma matricial: 

 



















































z

y

x

Gz

Gy

Gx

F

F

F

a

a

a

m

m

m

00

00

00

 (21) 

 

Portanto, tudo se passa como se o centro de massa G se movesse em translação curvilínea como 

um ponto material de massa total m sujeito à resultante R


 das forças externas a ele aplicada. 

Pense sobre a similaridade com a aceleração angular 


 e a distribuição de massas e os 

momentos de binário, descritas por: 

 

 



















































z

y

x

z

y

x

M

M

M













???

???

???

 (22) 
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4.1. Estratégia para Resolução de Problemas 

 

Uma estratégia para a resolução dos problemas de mecânica recomenda seguir uma sequência de 

atividades estruturadas para facilitar a compreensão do problema, identificando as informações 

fornecidas, obtendo informações complementares e utilizar os conhecimentos/teoremas 

disponíveis para a montagem das equações para resolução do problema. Como sugestão, 

recomenda-se seguir as seguintes etapas consecutivas: 

 

 SISTEMA: Identificar qual(is) corpo(s) rígido(s) deve(m) ser tratado(s), quais as 

informações disponíveis, quais vínculos são impostos e quais perguntas devem ser 

respondidas ou incógnitas a serem determinadas; 

 DIAGRAMAS: fazer os diagramas de velocidades do corpo livre (DVCL) e o diagrama 

de forças sobre o corpo livre (DFCL), facilitando a compreensão dos vínculos e 

distribuição das forças ativas externas. Identificar eventuais equações cinemáticas e/ou 

vinculares; 

 BASE e Pólo: selecionar um sistema de coordenadas apropriado (fixo ou móvel) para 

expressar os vetores de localização e orientação e escolher um pólo conveniente para 

descrever os momentos; 

 TEOREMAS: explicitar e aplicar os teoremas aplicáveis: Teorema de Resultante (TR), 

Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) ou alternativamente o 

Teorema da Energia Cinética (TEC). Montar as equações considerando os diagramas e 

resolver o sistema de equações. Apresentar de forma clara os resultados obtidos. 

 

Exemplo: Elevador 

 

Um elevador de massa M parte com aceleração vertical de 2 jaa


 m/s2, conforme ilustrado 

na Figura 10a. Determinar a força vertical que o passageiro de massa m (70 kg) sofre durante a 

aceleração. Determinar a força T no cabo de tração do elevador. 
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Elevador DFCL 
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mg 

N1 
 
k 

 
g 

m 

x 

O 

z 

DFCL 

M 

N2 

 
g 

 
a 

 
a 

mg 

Mg 
a) b) c) 

 
T  

g 

 

Figura 10 - Elevador 

 

Método de Resolução: a) Sistema: O sistema é constituído pelo elevador de massa M e sistemas 

vincular de guia que restringe o movimento na direção vertical, o passageiro com massa m, 

submetido ao vínculo de apoio simples no assoalho do elevador; b) Diagramas: Diagrama de 

velocidade do corpo (DVC) e das forças sobre o corpo livre (DFCL). c) Base e Pólo: Adotando a 

base com sistema de coordenadas Oxyz fixo. d) Teoremas: Teorema da Resultante. 

Para o passageiro, conforme ilustrado no diagrama de forças da Figura 10b, que é acelerado 

junto com o elevador, tem-se: 

gmNNFRam G


  21     kgmkNkNkam Gz


 21        gamNN Gz  21  

Força sobre o passageiro:       NgamNN Gz 7,82681,927021   

Para o conjunto formado pelo elevador e passageiro, conforme ilustrado no diagrama de forças 

da Figura 10c , tem-se: 

   gmMTamM G


         kgmMkTkamM G


        gamMT G   

 

 

Exemplo: Movimento Circular 

 

A cruzeta OABP de massa desprezível, restringe a massas m na extremidade P, a uma distância 

L do eixo, a girar com velocidade angular 


, conforme mostrado na Figura 11a. Determinar as 

reações dinâmicas nos mancais A e B. 
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 
 

(a) (b) 

y x 

z 

-Vt 

-ac 

(c) 

-Fc 

DFCL 

A 

B 

O 

P P m 

DVC 

L 

 
  

RA 

 
RB 

A 

B 

   
VA = 0 A 

   
VB = 0 

B 

d 

d 

d 

d 

Fc 

 

Figura 11 –Movimento Circular de Corpo Excêntrico 

 

Método de Resolução: a) Sistema: O sistema é constituído por uma massa excêntrica vinculada 

à cruzeta que gira em torno do eixo AB. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de forças sobre o 

corpo livre (DFCL) a massa fica sujeita as forças centrípetas devido ao vínculo da cruzeta que 

recebe a reação centrífuga e as reações dos mancais BA ReR


. c) Referencial e Pólo: Adotando o 

referencial fixo centrado no pólo O com sistema de coordenadas Oxyz móvel solidário ao 

sistema (ou seja, girando junto com o sistema), a posição P da partícula, fica definida pelas 

coordenadas L na direção z. d) Teoremas: Utilizando a fórmula de campo de acelerações da 

cinemática, obtêm-se para o corpo P: 

       kLkLiiOPOPaa iOP

 200     que é a aceleração 

centrípeta, conforme apresentado na Figura 11b. 

d) Teoremas: Aplicando o teorema da resultante (TR) no corpo, observando o DFCL 

apresentado na Figura 11c e desprezando a ação gravitacional, obtêm-se as reações dinâmicas: 

gmRRFam BA


        KmgkBkAkLm zz


 2       2LmBA zz       

    BAO ROBROAM


      0 zzO BdAdM


     2/2LmBA zz   

 

Note que a excentricidade da massa produz forças em fase nos mancais. Tal força pode ser 

anulada compensando a excentricidade com a introdução de uma massa idêntica, mas em 

posição oposta (o centro de massa passa a coincidir com o eixo de rotação), balanceando o 

sistema. 
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Exemplos: Sistema Massa-Mola 

 

Considere uma partícula de massa m se movimentando sobre um plano sem atrito submetida a 

uma força externa F(t) e vinculada à extremidade de uma mola de rigidez k. Tomando o 

referencial Oxyz com a força gravitacional orientada para baixo na direção kO


, conforme 

ilustrado no Diagrama de Forças sobre o Corpo Livre apresentado na Figura 12b, tem-se do 

Teorema da Resultante (TR) que  ext
G Fam


, sabendo que a forças de mola é 

 0xxkFm   resultando em: 

 















0

0

)(

21 mgNNzm

ym

FtFxm mola







                               

 















mgNN

y

tFxxkxm

21

0

0

)(





 

 

A expressão 0 xkxm    quando x0 é o comprimento livre da mola, é a conhecida como 

equação diferencial de segunda ordem em x do sistema oscilatório massa/mola livre. 

 

 

x 

k 
 
FM 

Sistema 
Massa/Mola DFCL 

 
F 

G 

mg  
i 

z 

N1 N2 

 
k 

 
g 

m 

 
F 

 

Figura 12 – Sistema Massa-Mola 

 

A resolução de uma equação diferencial de segunda ordem, homogênea (sem forçamento 

externo) a termos constantes (escalares m e k) é obtida pela observação de um movimento 

oscilatório do sistema quando retirado da posição de equilíbrio. Portanto considera-se que uma 

possível solução é um movimento de oscilação harmônica. Uma função harmônica oscilatória 

pode ser representada por  tXtx sen)(  . Utilizando esta função e sua derivada segunda em 
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relação ao tempo  tXtx  sen)( 2   na equação diferencial obtêm-se o valor da frequência 

natural de vibrar do sistema, sendo portanto uma possível solução: 

 

    0sensen2  tXktXmxkxm            0sen2 







 tX

m

k
              

02 
m

k
               

m

k
2               

m

k
  

 

 

Exemplos: Sistemas de Corpos 

 

Fundamento: Sistemas com vários corpos tem a variação da posição do centro de massa do 

conjunto determinada pela ação apenas das forças externas. Para sistemas não submetido a forças 

externas, a posição do centro de massa do grupo permanece inalterada. E independente das 

forças internas (se conservativas tem resultante nula – principio da ação/reação). Desta forma, 

para m corpos submetidos às forças internas e externas tem-se a posição do centro de massa do 

grupo inalterada: 

 

 0
11


 



m

i

ext
j

m

j
Gij Fam                




m

j
GjjGrupoTotal rmrM

1

cte


 (23) 

 

 

Exemplo 1: Embarcação com dois tripulantes. 

 

Dois tripulantes de massa m1 e massa m2 estão sentados na proa e na popa de um barco simétrico 

de massa m3 em repouso sobre águas calmas, conforme ilustrado na Figura 13a. Determinar o 

deslocamento do barco x na horizontal após a troca de lugar dos tripulantes (desprezar o atrito 

com a água). 
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x L 

y 

L 

posição inicial 

x 

y 

posição final 

L L 

m1 

m2 

m3 

m3 m2 
m1 G 

G 

X 

m2 

m1 

m3 

L L 

troca de posição 

X 

 

Figura 13 – Barco com dois tripulantes em repouso 

 

RESOLUÇÃO: a) Sistema: barco com dois tripulantes b) Diagramas: DVC e DFCL, conforme 

Figura 13b; c) Base e pólo;  d) Teoremas: posição do centro de massa e Teorema da Resultante. 

 

Considerando o sistema tripulantes/embarcação e não submetido a forças horizontais externas (as 

forças internas de movimentação dos tripulantes em contato com o barco são conservativas 

internas e se anulam) a posição horizontal do centro de massa do sistema após a troca de 

posições permanece inalterado. Portanto a posição do centro de massa G do sistema com posição 

Gx  permanece inalterado antes e depois da mudança de lugar dos tripulantes. 

 

Na posição inicial considerando x1 =X = 0  tem-se para a posição do centro do massa G do 

conjunto tripulantes+barco: 

  
 321

332211

mmm

xmxmxm
xG




         

 
 

Total

G
M

mmL

mmm

LmLmm
x 32

321

321 220 





  

Após a mudança de posição dos tripulantes:  
   

 321

321 2

mmm

XLmXmXLm
xG




  

Como só há forças internas durante a mudança de posição o posição do centro de massa não se 

altera e a posição final será:   xG = x'G       
     

TotalTotal M

XLmXmXLm

M

mmL 


 32132 22
      

 12

2
mm

M

L
X

Total

   .    Portanto se m2 = m1     X = 0; se m2 > m1     X > 0  o barco vai para 

direita; se m2 < m1     X < 0  o barco vai para esquerda. 
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Exemplo 2: Partícula em contato com Prisma 

 

Considere uma partícula P de massa m que desliza sem atrito sobre a aresta do prisma de massa 

M, conforme ilustrado na Figura 14a. Determinar a velocidade do prisma em função da 

velocidade relativa da partícula P. Considere que o sistema não receba forças externas e parta do 

repouso (França, 2011). 

 

 

 

X 

M 

m 
d 

 

G1 

 
L 

G2 

 
 

e 

M 

m 

P 

 

Figura 14 – Sistema Partícula/Prisma e Sistema Carcaça/Rotor 

 

RESOLUÇÃO: a) Sistema: considere a partícula e o prisma; b) Diagramas: DVC e DFCL, 

conforme Figura 15; c) Referencial e pólo; d) Teoremas: imobilidade da posição horizontal do 

centro de massa do sistema e Teorema da Resultante. 

 

 

X 

 
VP 

m 

d 

 

DFCL DVC 

L  

 
VG 

P 
P 

    
M g N/2 N/2 


R 

G G 

M 

b 


R' 

 

Figura 15 – Diagramas do Sistema Partícula/Prisma 
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Considerando o sistema partícula/prisma não submetido a forças horizontais externas (as forças 

internas de contato são conservativas e, portanto se anulam) a posição horizontal do centro de 

massa do sistema permanece inalterado (possui derivada nula): 

int
i

ext
iii FFam


  ;   cte/ iiiG mxmx           cte/  mMdXmbXMxG   

     cte/  mMdmbMmMXxG  derivando com relação ao tempo: 

     0/  mMdmmMX      rearranjando    mMdmX  /    onde:   cosPVd  . 

Portanto tem-se que:   
 

d
mM

m
X 


   e a posição X do prisma quando a partícula atingir o 

final do prisma (quando  d = L)  ter-se-á: 
 

L
mM

m
X 


 . 

 

Exemplo 3: Rotor desbalanceado 

 

Considere o rotor de massa m que gira dentro da carcaça estatora de massa M de um motor sem 

atrito com velocidade angular 


. O motor elétrico desliza sem atrito apoiado no plano e o rotor 

tem excentricidade e , conforme ilustrado na Figura 14b. Determinar o deslocamento da carcaça 

e a força vertical N na base em função da velocidade angular 


 do rotor. 

 

RESOLUÇÃO: a) Sistema: considere o rotor e estator (carcaça); b) Diagramas: DVC e DFCL, 

conforme Figura 16;  d) Teoremas: posição do centro de massa e Teorema da Resultante. 

 

 

X G1 

 
G2 

 
 

e 

DFCL 

DVC 

G1 

 

G2 

 
 

Mg 
mg 

N/4 

 
RG1  

RG1 

 

Figura 16 – Diagramas do Sistema Rotor/Carcaça 

 

Considerando o sistema rotor/carcaça não submetido a forças horizontais externas (as forças 

internas de contato no mancal entre o rotor e a carcaça são conservativas internas e se anulam) a 
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posição horizontal do centro de massa do sistema permanece inalterado (derivada nula). Portanto 

para a carcaça com centro de massa G1 e posição horizontal X e para o rotor com centro de 

massa G2: e posição horizontal (e  sen ) tem-se:    ctesen  eXmXM     

   ctesen  emXmM    derivando obtêm-se:    0cos    emXmM     

  
 

 t
mM

em
X 


cos




 .  

A posição vertical do centro de massa G2 é dado por:    teyG cos1
2

   e  

 teyG  cos2

2
   e  utilizando o TR:     gmMNym G 

2
     

    gmMNtem   cos2              gmMtemN   cos2  

A força horizontal exercida, pelo rotor sobre o estator (força interna) é aquela que produz 

aceleração na carcaça. Portanto utilizando o TR:    xFXM     ;  derivando a velocidade 

horizontal  
 

 t
mM

em
X 


sen

2




   e  substituindo        

 
 te

mM

mM
Fx  sen2




  
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5. TEOREMA DA ENERGIA CINÉTICA - TEC 

 

5.1. Trabalho e Energia Cinética de Corpo Rígido 

 

A ENERGIA CINÉTICA de uma partícula de massa m e de um agregado de partículas são 

dadas por: 

 

 



n

i
iiVmTmVT

1

22

2

1
e

2

1
 (24) 

 

Diferenciando com respeito ao tempo a expressão da energia cinética para o corpo rígido resulta 

em: 

 

    





















n

i
iiiiii

n

i
iii

n

i
ii m

dt

d
VVmV

dt

d
VmVV

dt

d
Vm

dt

d
T

dt

d

111

2 2
2

1

2

1

2

1 
 (25) 

 

Assumindo a invariância da massa do corpo rígido, o último termo se anula resultando em: 

 

 



n

i
i

n

i
ii

n

i
iii FVmaVT

dt

d

111


                

dt

Td
 (26) 

 

que é a potência P das forças elementares aplicadas em cada partícula. Relembrando da 

expressão da potência: 

 

 r
dt

d
FVF


                  dWrdFdt 


 (27) 

 

que é o trabalho elementar dW da força F


 percorrendo o deslocamento rd


. Integrando ao longo 

do tempo e considerando o trabalho das forças internas e forças externas: 
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  
1

0

1

0

1

0

t

t

t

t

t

t
dWdtdt

dt

Td
           

1

0

1

0

1

0

int
t

t

t

t

ext
t

t
dWdWdT  (28) 

 

Para o caso de forças internas de ação e reação (iguais e contrárias e, portanto resulta em 

trabalho nulo) a variação da energia cinética é igual ao trabalho realizado apenas pelas forças 

externas entre os instantes considerados [t0, t1]: 

 

 ext
tttt

ext
tt WWWTT )(

int
)()(01 101010    (29) 

 extWT   (30) 

 

Para o caso de um conjunto de corpos com vínculos conservativos (trabalho das forças 

vinculares é nulo), obtêm-se o escalar: 

 

    ext
tt

vinc
tt

ext
tt WWWTT )()()(01 101010

 (31) 

 

 
ext

ttWT )( 10 
  (32) 

 

Exemplo: TEC 

Exercício com resolução utilizando o TEC: Dois corpos de massas mA e mB estão interligados 

por uma fio ideal (inextensível e massa desprezível), passante por uma polia ideal C (mancal sem 

atrito e inércia rotacional desprezível), conforme ilustrado na Figura 17. O bloco A desliza com 

atrito sobre o plano e está preso à mola de rigidez k. Considerando que o sistema seja 

abandonado em repouso na posição de força nula da mola ( 0xx  ), determinar a velocidade e 

aceleração do conjunto.  
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xB 

Atrito:  

 
FM 

 
VA 

x0 

 
g 

C 

xA 

k 
mA 

mB 

 
T  

T ’ 

B 

A 

mA g 

N 
 
FAT 

DFCL mB g 
 
VB 

DVC 

 

Figura 17 – Blocos Interligados 

 

 

Método de Resolução: a) Sistema: dois blocos e mola; b) Diagramas: forças externas: 

gravidade e elástica da mola, forças internas se anulam; c) Referencial e Pólo: ; d) Teoremas: 

TEC.  

Utilizando o TEC          extWTTT  0   tem-se a Energia Cinética do sistema como:   

  222

2

1

2

1

2

1
xmmVmVmT BABBAA
 . O trabalho das forças externas entre a posição inicial 

em repouso e a posição genérica x é:   
x

atrito

xx

grav

x

x
mola dxFdxTdxFdxFW

0000

        

em movimento mgNFatrito    ; tensão no cabo TT          

      xgmxgmxxkW AB  
2

0
2

1
.  

Para que haja movimento a partir de x0 deve-se ter: gmgm AB    e gmF Aatrito  ,   

resultando portanto em:     xgmxgmxkxmm ABBA  22

2

1

2

1
     

   
 
   BABA

AB

mm

xk

mm

xmmg
x











2
2 2 
    derivando dos dois lados e lembrando que: 

  xxx
dt

d
xxx

dt

d
xx

dt

d
x

dt

d
 22      

 
   

xx
mm

k
x

mm

mmg
xx

BABA

AB  2
2

2









    

 
   

x
mm

k

mm

mmg
x

BABA

AB










  
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5.2. Energia Cinética do Corpo Rígido 

 

Considere agora um corpo rígido com movimento genérico de roto-translação com velocidade 

translacional do centro de massa G GV


 e velocidade angular 


. Considere ainda um referencial 

móvel solidário ao corpo no ponto O, associado ao sistema de coordenadas tri-ortogonal xyz, 

conforme ilustrado na Figura 18. A ENERGIA CINÉTICA T do ponto Pi de massa mi  e 

demais pontos do corpo como um todo, são dados pelos escalares: 

 

 2

2

1
iii VmT


         e        



n

i
ii VmT

1

2

2

1 
 (33) 

 

 

e2 

 
e1 

e3 

E 

 
ri 

y 

x 

z 

G 

Pi  
 

 

Figura 18 – Movimento do Corpo 

 

A posição de qualquer ponto Pi  é dado por   iGi rrEP


 . Portanto, a velocidade de qualquer 

ponto iP


 do corpo é dado pela fórmula de campo de velocidades iGi rVV 


 . Elevando o 

quadrado e substituindo na expressão anterior resulta em: 
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   222 2 iiGGi rrVVV 


  (34) 

   



n

i
iiGGi rrVVmT

1

22 2
2

1



 (35) 

 

Note que a fórmula de campo de velocidade vale para qualquer ponto i pertencente ao corpo 

rígido (ou extensão ideal do corpo). Expandindo o termo quadrático entre colchetes da expressão 

anterior, obtêm-se três termos descritos a seguir: 

 

 
















 



n

i
ii

n

i
iiGG rmrmVVmT

1

2

1

2

2

1

2

1



 (36) 

 

Lembrando que iGi rVV 


  e a propriedade do centro de massa     ii rmmOG


 e sua 

derivada  G

n

i
ii VmVm




1

  o segundo termo se anula: 

 

   0
111

 


G

n

i
ii

n

i
Gii

n

i
ii VmVmVVmrm


  (37) 

 

Resultando apenas em: 

 

 







 



n

i
iiG rmVmT

1

22

2

1

2

1



 (38) 

 

Lembrando que:   iGi rrEP


  que derivando resulta em: iGi rVV 


   e utilizando a fórmula 

de campo de velocidade para corpos rígidos, onde a distância de qualquer de seus pontos ao 

centro de massa é constante: iGi rVV


   obtêm-se: ii rr
  . Finalmente elevando ao 

quadrado tem-se: 

 

     22222 sen iiiii drrr  
  (39) 
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onde a distância di é a distância do ponto Pi à reta que contem G e é paralela a 


, conforme 

ilustrado na Figura 19. 

 

 

  
 

G 

Pi 

di 

(Pi – G) 

i 

 

Figura 19 – Momento de Inércia em Relação a um Eixo 

 

Tem-se então o que é identificado como momento de inércia (ver a dedução no item 6.1 adiante): 

 

  G

n

i
ii

n

i
ii Jdmrm 2

1

22

1

2

2

1

2

1

2

1
 



  (40) 

 

Finalmente substituindo na expressão anterior tem-se a Energia Cinética Total do sólido em 

movimento plano dado por: 

 

 
22

2

1

2

1
GG JVmT 


 (41) 

 

composta de uma parcela de translação com velocidade translacional GV


 e outra parcela de 

rotação com velocidade angular  . 

 

Pode-se provar que a energia cinética independe do pólo considerado. Para apreciação da energia 

cinética de corpos em movimento espacial veja o Anexo A (item 8.1). 
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Exemplo de TEC: Disco girando 

 

Um disco homogêneo de massa m e raio R gira no plano, submetido a uma força externa F


, 

conforme mostrado na Figura 20. No instante inicial o disco possuía velocidade angular 0 nula. 

Calcule a velocidade angular )(t


, a aceleração angular 


. 

 

 

G 

 
F 

 
 

R 
 

x 

y 

O 

P 

DFCL 

 
F P 

G 

 
V 

R 

DVCL 

XG 

YG 

 

Figura 20 – Disco Girando 

 

Método de Resolução: a) Sistema: O sistema é composto por um disco de centro em G, com 

rotação k


   submetida a uma força externa F


. b) Diagramas: Diagrama de velocidades e de 

forças conforme Figura 20b. c) Base  e Pólo: Referencial Oxz e pólo em G. d) Teoremas: TEC. 

A velocidade do centro de massa G é nula (fixo)  0


GV         0


OG
dt

d
      0


Gd . A 

velocidade do ponto P é:    GPVV GP  


      iRjRkVP








  0        

iR
dt

d

dt

dP 
         iRddP


 .   A velocidade angular do disco é kk




   

A energia cinética considerando o pólo em G fixo é composta exclusivamente pelo termo 

rotacional de:  22

2

1

2

1
GG JVmT 


 que resulta em:  

2

2

1
0 GzJT 


      2

2

1
zJT       para   2

2

1
mRJGz             22

4

1
mRT   
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O trabalho realizado pelas forças externas é dado por:  







 

n

i

t

t
ii

ext dsFW
1

1

0


 para ponto G fixo: 

 
1

0

1

0

1

0

t

t

t

t
G

t

t

ext GdgmGdRPdFW


           
1

0

1

0

00
t

t

t

t

ext dRFdRFW 


       

 RFW ext .  

Utilizando o TEC      extWTTT  0 ,  obtêm-se:    RFmR 22

4

1
     

    RF
Rm 2

2 4
 

Derivando com respeito ao tempo tem-se: 

   RF
Rm 2

4
2               RF

Rm


2

2
              RF

mR











2

2

           MJ zGz   

 

 

Exemplo de TEC: Disco rolando 

 

Um disco homogêneo de massa m e raio R rola sem escorregar sobre um plano, acionado por 

um momento externo M


 e retido por uma força externa iFFext


 , conforme mostrado na 

Figura 23. No instante inicial o disco possuía velocidade angular 0 e estava na posição x0. 

Calcule a velocidade angular )(t


 em função da posição x(t), a aceleração angular 


 e as forças 

externas que agem sobre o disco. 
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G 

 
M 

 
F 

C 

 
 

x0 x 

R 

 

Figura 21 – Disco Rolando sem escorregar 

 

Método de Resolução: a) Sistema: O sistema é composto por um disco de centro em G, com 

rotação j


   acionado pelo momento externo M


 e retido por uma força externa iFFext


 . 

b) Diagramas: Diagrama de velocidades e de forças conforme Figura 24. c) Referencial e Pólo: 

Referencial Oxz e pólo em G. d) Teoremas: TEC. (Note que esse caso é similar à roda de um 

veículo que recebe o torque do motor e arrasta o veículo com a força F). 

 

  

G 

 
M 

 
F 

C 

 
 

mg 

N 

Fat 

VG 

 
 

R 

x 

z 

 

Figura 22 – Diagrama de Forças 
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Para determinar a velocidade do centro de massa utiliza-se da fórmula de campo de velocidades, 

considerando que o rolamento ocorre em torno do ponto C sem escorregamento, 

  iRkRjCGVV CG


  0 . 

A energia cinética é composta da parte translacional acrescida do termo rotacional por:  

22

2

1

2

1
GG JVmT 


  para o pólo em G ou 

  22

2

1

2

1
 GJiRmT 


      222

2

1

2

1
 yJmRT   

para 2

2

1
mRJGy             22

4

3
mRT   

O trabalho realizado pelas forças externas é dado por:  







 

n

i

t

t
ii

ext dsFW
1

1

0


 para deslocamento 

ix


e ponto C fixo:  
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

t

t

t

t

t

t
at

t

t

t

t

ext dMidGiFCdiFCdkNidxkmgW 


 

 MxFW ext . Utilizando o TEC          extWTTT  0   e  Rx   ,  obtêm-se:  

 02

2
0

2

3

4
xxF

R

M

Rm









  

Derivando com respeito ao tempo e sabendo que RVx G   

xF
R

M

Rm
 










23

4
02                








 F

R

M

Rm3

2
  

As forças de contato no ponto C podem ser determinadas utilizando o TR:  ext
G Fam


 e o 

diagrama de forças sobre o corpo livre: 

   kNmgiFFiRm at


             mgN              

33

2 F

R

M
Fat   

 

 

Exemplo: Disco e bloco - TEC 

Exercício de dinâmica de corpos rígidos com resolução utilizando o TEC:  Um disco homogêneo 

de massa m e raio R rola sem escorregar sobre um plano horizontal, acionado por um momento 

externo M


. O bloco B massa m é arrastando sobre a superfície com inclinação , com atrito , 

conforme mostrado na Figura 23, por um cabo ideal que interligado com o centro G do disco, 

através da polia ideal P.  
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No instante inicial o disco possuía velocidade angular 0 e estava na posição xB0. Calcule a 

velocidade angular )(t


 em função da posição xB(t), a aceleração angular 


 do disco. 

 

 

G 

 
M 

C 

 
 

xB0 

P R 

B 

 
 

 

Figura 23 – Disco Rolando sem Escorregar 

 

Método de Resolução: a) Sistema: O sistema é composto por um disco de centro em G, com 

rotação k


   acionado pelo momento externo M


 e retido por uma força externa 

iTFext


 ; do fio ideal passante pela polia ideal P sem atrito e massa desprezível  b) 

Diagramas: Diagrama de velocidades e de forças conforme Figura 24; c) Base e Pólo: Gxy  e 

pólo em G.  d) Teoremas: TEC e TR.  

 

  

G 

C 

 

 
 

R 

G 

 
M 

 
T ’ 

C 

mg 

NC 

Fat_C 

R 

   
VG 

   
VC = 0 DFCL DVC 

 

 
T 

   
VB 

B B 

mg 
NB 

Fat_B 

  
g 

x 

y 

 
u 

 
 

 

Figura 24 – Diagrama de Velocidade e Forçamentos 
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Para determinar a velocidade do centro de massa do disco utiliza-se da formula de campo de 

velocidades, considerando que o rolamento ocorre em torno do ponto C , sem escorregamento, 

  iRkRjCGVV CG


  0 .  

A energia cinética do bloco B é composta apenas do termo translacional:  22

2

1

2

1
BB xmVmT 


    

como  RVx GB        222

2

1

2

1
mRxmT B   . 

A energia cinética do disco é composta da parte translacional acrescida do termo rotacional 

determinado por:   22

2

1

2

1
GG JVmT 


 ou 

   22

2

1

2

1
kJiRmT G


        222

2

1

2

1
 GyJmRT     para 

 2

2

1
mRJGy                2

0
22

0
22

0
2

1

4

3
xxmmRTT     

O trabalho realizado pelas forças externas é determinado pelo somatório:  







 

n

i

t

t
ii

ext rdFW
1

1

0


 

para deslocamento ixC


 e ponto C fixo:  

 









1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

_

_

t

t

t

t Bat

t

t B

t

t

t

t

t

t

t

t Cat

t

t C

t

t

ext

BdTBduFBdNBdjmg

dMGdiTCdiFCdjNGdjmgW








 

como  idxGd G


   ;  0


Cd   ;  uduBd B


    ;  GdBd


    e    jiduBd B


 sencos    

resultando em :        000 sen BBatBBB
ext xxFxxmgMW   .  

Utilizando o TEC          extWTTT  0    e   Rx   ,  obtêm-se usando Rxx GB  :  

          000
2
0

22
0

22 sen
2

1

4

3
BBatBBB xxFxxmgMxxmmR     

  02

2
0

2 sen
5

4
GGatB xxFmg

R

M

Rm









   

Derivando com respeito ao tempo os dois lados da equação anterior e lembrando que 

RVx GG  : 

xFmg
R

M

Rm
atB

 







  sen

5

4
02

2
              








 atBFmg

R

M

Rm
 sen

5

2
  
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As forças de contato no bloco B são determinadas utilizando o TR:  ext
G Fam


 e o diagrama 

de forças sobre o corpo livre: 

   


cossen mgNumgFTuam BatBB             cosmgNB           

 senmgFTam atBB    considerando em movimento o atrito resulta em :  

 cosmgNF BatB          







  cossen

5

2
mg

R

M

Rm
  

 

 

Exemplo: Sistema Massa-Mola (CI) 

Considere novamente o sistema massa/mola deslizando sobre um plano sem atrito na direção x, 

conforme ilustrado na Figura 12a. A energia cinética T do sistema é dada por:  2

2

1
xmT  . O 

trabalho da força da mola é expressa pela integral do trabalho elementar realizado pela força de 

mola (  0xxkFmola  ) durante a sua movimentação a partir da condição livre ( Lx 0 ) até a 

posição de equilíbrio: 

    22

2

1
|

2 0
000

xkx
k

dxxkdxxkdxFW x
x

x

x

x

x

x

x
m    substituindo na equação do 

Teorema da Energia Cinética resulta em:    )(0 0 rrWTT           22

2

1

2

1
xkxm           

022  xkxm    e derivando com respeito ao tempo:  022  xxkxxm          0 xkxm     

que é a conhecida equação diferencial de segunda ordem do sistema oscilatório massa/mola. 

 

Para a determinação do movimento do sistema massa-mola descrito pela equação diferencial de 

segunda ordem )()()( tFtxktxm  , observa-se que o sistema quando retirado da posição de 

equilíbrio vai oscilar de maneira periódica. Portanto uma possível solução da equação 

homogênea (sem forçamento externo) para condições iniciais (CI) não nulas, pode ser obtida por 

uma função periódica de soma de senos e co-senos com diferentes magnitudes, do tipo: 

      )cos()sen()( tBtAtx   . 

Obtém-se as derivadas de ordem superior da soma como: )sen()cos()( tBtAtx     e   
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)cos()sen()( 22 tBtAtx   . Considerando as condições iniciais (CI) de 

00000 )(;)(;0 xtxxtxt    utilizadas nas duas equações anteriores para pode-se determinar os 

parâmetros A e B da equação de x(t): 

)cos()sen()( tBtAtx       para  00 t         Btxx  )( 00         0xB   

)sen()cos()( tBtAtx      para  00 t         AtxV  )( 00
         


0x

A


  

onde as constantes dependem das condições iniciais (CI) de posição e velocidade, sendo B = xo e 

A = Vo / . Substituindo na expressão da aceleração obtêm-se: 

)cos()sen()( 0
0 txt

x
tx 





 

que é a solução da equação diferencial homogênea do sistema massa-mola com frequência 

natural mkn /   que determina a posição x(t) para qualquer instante de tempo t devido às 

condições iniciais não nulas 0x  e 0x . 

 

Exemplo: Sistema Massa-Mola-Amortecedor 

 

Considere novamente o sistema massa/mola, conforme ilustrado na Figura 12a, acrescido de um 

amortecedor, que é um elemento de forças dissipativa, com constante de amortecimento c. 

proporcional à velocidade. Nesse caso a equação diferencial do sistema passa a ser: 

)()()()( tFtxktxctxm     que pode ser reescrita como:  )()()()( tFtx
m

k
tx

m

c
tx     e ser 

integrada ao longo do tempo de forma recursiva, utilizando pequenos intervalos de tempo dt , 

para posições iniciais conhecidas:    0)()( xdttxdttx
dtt

t
  



   e   0)()( xdttxdttx
dtt

t
 


 . 

 



DINÂMICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

48

 

6. MOMENTOS E PRODUTOS DE INÉRCIA 

 

A forma como a massa é distribuída no corpo rígido em relação a um eixo influência seu 

comportamento angular, conforme apresentado no item 5.2. Estas relações, chamadas de 

Momentos e Produtos de Inércia, quantificam essa influência. Os momentos e produtos de 

inércia formam a chamada Matriz de Inércia. A definição de cada propriedade de distribuição 

de massa é apresentada, quantificada e analisada individualmente a seguir. 

 

6.1. Momento de Inércia em Relação a Eixo 

 

Defini-se Momento de Inércia da partícula Pi em relação a eixo r


, o escalar Jr obtido do 

produto da massa mi multiplicada pelo quadrado da distância di  até o eixo, conforme mostrado 

na Figura 25. Seja o sistema S de pontos materiais (Pi, mi), i = 1, 2,..., n  um agregado rígido de 

partículas. O Momento de Inércia Jr em relação ao eixo urr


  passante pelo ponto O, conforme 

ilustrado na Figura 25a, é dado pelo escalar: 

 

 



n

i
iir dmJ

1

2
 (42) 

 

 
  
r 

O 

x 

z 

y 

dn 

P1 

d1 Pn 

S 

d2 

P2 

         
r = r u 

  
u 

O 

Pi 

di 

(Pi – O) 

 

(a) (b) 

d3 
P3 

 

Figura 25 - Momento de Inércia em relação a um eixo 
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Portanto para cada partícula Pi de massa mi com distância di à reta urr


 , conforme ilustrado na 

Figura 25b, tem-se: 

 
 

  iii

i

i
i OPd

OP

d
 sensen 


  (43) 

 

Que pode ser representada pelo produto vetorial: 

 

     22sen uOPduOPd iiiii


              




n

i
iir uOPmJ

1

2
 (44) 

 

Para um agregado indeformável de partículas (corpo rígido) os momentos de inércia descritos 

num sistema de coordenadas cartesianas Oxyz resultam na seguinte forma: 

 

       ;e;;
1

22

1

22

1

22 



n

i
iiizz

n

i
iiiyy

n

i
iiixx yxmJxzmJzymJ  (45) 

 

Propriedade: Chama-se Raio de Giração  “ ir ” do sistema S em relação a reta urr


 , o 

escalar positivo, tal que: 

 2
rr iMJ       onde     




n

i
imM

1

 (46) 

 

ou seja, tudo se passa como se a massa total M do sistema, estivesse concentrada a uma distância 

“ ir ” do eixo  urr


   em torno do qual se deseja medir o Momento de Inércia. 

 

6.2. Momento de Inércia em Relação a Coordenadas Cartesianas 

 

O Momento de Inércia medido em relação a um sistema de coordenadas cartesianas, em torno de 

um determinado eixo (por exemplo: eixo z), conforme ilustrado na Figura 26, utilizando 

Pitágoras, é dado por: 
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  



n

i
iii

n

i
iiOz yxmrmJ

1

22

1

2  (47) 

 

 

  
r 

O 

z 

y 

x 

Pi xi 

yi 

mi 

 

Figura 26 - Momento de Inércia em relação a Eixos Cartesianos 

 

Por analogia, para os demais eixos coordenados, tem-se: 

 

  



n

i
iiiOx zymJ

1

22       ;       



n

i
iiiOy zxmJ

1

22      e      



n

i
iiiOz yxmJ

1

22  (48) 

 

 

PROPRIEDADE: para sistemas planos (zi = 0) obtêm-se:  Jz = Jx + Jy. Lembre-se que a forma 

como os momentos de inércia foram organizados foi constituído na dedução do Teorema da 

Energia Cinética (TEC) apresentado no item 5.2. 

 

 

Exemplos de Momento de Inércia - Barra 

 

Determinar o momento de inércia de uma BARRA homogênea, esbelta de massa m e 

comprimento L em relação ao seu eixo transversal z passante pelo centro da barra. 

RESOLUÇÃO: Sistema: barra de massa m e comprimento L. Diagrama. Base e pólo:  Oxyz; 

Teorema: integral definida dos elementos dx com de massa elementar dm dados por dxdm    

(onde  é a densidade linear da barra homogênea em unidade de kg/metro) ao longo do 

comprimento L, conforme ilustrado na Figura 27a. Assim tem-se o somatório convertido para a 

seguinte integral: 
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  2/
2/

3
2/

2/

2
2/

2/

2
2/

2/

2 |
3

1 L
L

L

L

L

L

L

L
Oz xdxxxdxxdmJ 


     considerando a massa total da barra 

LM     resulta em:  2
333

2/
2/

3

12

1

8

2

3

1

883

1
|

3

1
LL

LLL
xJ L

LOz 


























    

  2

12

1
MLJOz   

 

 

O 

x 

(a) 

y 

L/2 

xi 
dmi 

L/2 

O 

x 

y b 

yi 

dmi 

h 

(b) 

 

Figura 27 – Momento de Inércia de Barra Esbelta e Placa 

 

Exemplos de Momento de Inércia - Placa 

 

Determinar o momento de inércia de uma PLACA  plana de massa M, altura h , comprimento b 

e  espessura e, em relação ao seu eixo passante pela extremidade inferior da placa (Ox). 

RESOLUÇÃO: Sistema: placa de massa m, altura h e comprimento b. Diagrama. Base e pólo:  

Oxyz; Teoremas: integral dupla definida dos elementos de massa elementar dm dados por 

dydxdm    (onde  é a densidade linear de área da placa homogênea em unidade de 

kg/metro2) ao longo do comprimento b e altura h, conforme ilustrado na Figura 27b. Assim tem-

se a seguinte integral dupla em dx e dy: 

     
b h

chapachapa
Ox dyydxydydxydmJ

0 0

222        

  3
0

3

0

3
0

3

0 3

1
|

3

1

3

1
|

3

1
bhxhdxhydxJ b

b
h

b

Ox  







     considerando a massa total da placa 

homogênea: hbM    resulta em: 2

3

1
hMJOx  . Por similaridade o momento de inércia em 

relação ao eixo Oy é : 2

3

1
bMJOy    e   22

3

1
bhMJOz   
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Exemplos de Momento de Inércia - Anel 

 

Determinar o momento de inércia de um ANEL plano de massa M, espessura desprezível e raio 

R em relação ao seu eixo perpendicular z passante por seu centro, conforme ilustrado na Figura 

28. RESOLUÇÃO: Sistema: anel de massa M e raio R. Diagrama. Base e pólo: Oxyz; 

Teorema: integral definida dos elementos d com de massa elementar dm, dado por 

 dRdsdm   (onde  é a densidade linear do anel homogêneo em unidade de kg/metro) 

ao longo do comprimento 2, conforme ilustrado na Figura 28a. Assim tem-se a seguinte 

integral definida: 

    22
0

2
2

0

2
2

0

2
2

0

2 2| RRRRdRRdRRRdmJ iOz    


   considerando 

a massa total do anel igual a: RM  2  resulta em:  2RMJOz   

 

 

O 

x 

(a) 

y 

dmi R 

(b) 

ds 

d 

O 

x 

y 

dmi 

R 

d 
r d 

dr 
r 

 

Figura 28 – Momento de inércia do Anel e do Disco 

 

Exemplos de Momento de Inércia - Disco 

 

Determinar o momento de inércia de um DISCO de massa M , raio R e espessura e , em relação 

ao seu eixo perpendicular z passante por seu centro, conforme ilustrado na Figura 28b. 

RESOLUÇÃO: Sistema: disco de massa M e raio R. Diagrama. Base e pólo:  Oxyz; Teorema: 

integral dupla definida dos elementos d e dr  com de massa elementar dm, dado por: 

drdrdAdm    (onde  é a densidade de área do disco homogêneo em unidade de 
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kg/metro2) ao longo do comprimento 2  R, conforme ilustrado na Figura 28b. Assim tem-se a 

seguinte integral dupla: 

      
RRR

DiscoDisco

iOz drrdrrddrrrdrrdrdmJ
0

3

0

2
0

3

0

2

0

322 2|  


         

224
0

4

0

3

2

1

4

1
2|

4

1
22 RRRrdrrJ R

R

Oz 







     considerando a massa total do 

disco igual à: 2RAM    resulta em:  2

2

1
RMJOz   

 

 

Efeito do Momento de Inércia 

 

Determine a aceleração angular 


 da cruzeta OABP1P2 de massa desprezível, com duas massas 

m nas extremidades P1 e P2, quando submetido a um binário de forças externas F1 e F2 (portanto 

momento de binário M), conforme mostrado na Figura 29a. 

 

 

 

 
 

(a) (b) 

y x 

z 

Vt2 

-Vt1 

-ac1 

ac2 

(c) 
F2 

-F1 

-Fc1 

Fc2 
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O 
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P2 

P1 

P2 

m 

m 

L 

    
 
 

F2 

-F1 

DVC 

-L 

+L 

 
  

RA 

 
RB 

A 

B 

 

Figura 29 – Exemplo de Momento de Inércia 

 

Método de Resolução: a) Sistema: O sistema é constituído por duas massas vinculadas e pela 

cruzeta que gira em torno do eixo AB. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de forças sobre o 

corpo livre (DFCL) cada massa fica sujeita as forças centrípetas devido ao vínculo da cruzeta e a 

força do binário. c) Referencial e Pólo: Adotando o referencial fixo centrado em O com sistema 
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de coordenadas Oxyz móvel solidário ao sistema, a posição P1 e P2 de cada partícula, fica 

definida pelas coordenadas +L  e  –L na direção z. d) Teoremas: Utilizando a fórmula de campo 

de acelerações da cinemática, obtêm-se para cada corpo Pi: 

      
     kajakLjLjLijLa

kLiikLiOPOPaa

ctP

iiOP

i


















2

0




  que são as 

componentes de aceleração tangencial e centrípeta, conforme apresentado na Figura 29b. 

d) Teoremas: Aplicando o teorema da resultante (TR) para cada corpo e observando o DFCL 

apresentado na Figura 29c e desprezando a ação gravitacional, obtêm-se, 

kFjFFam c


  11      e     kFjFFam c


  22  

Pré multiplicando vetorialmente os dois lados de cada expressão por Li = (Pi – O), as forças 

centrípetas se anulam, resultando em: 

   

iLFkFkLjFkLamkL

iLFkFkLjFkLamkL

c

c




222

111




 

Utilizando as acelerações de Pi determinas anteriormente para o sistema completo, considerando 

as duas massas e somando as equações: 

   
  OOx MJiLFimL

iLFkLjLmkLiLFkLjLmkL





















22

e

2

2
2

1
2

 

Portanto o momento de inércia JOx = 2mL2 (de maneira similar à inércia da massa) é a 

quantidade associada com a aceleração angular 


  produzida devido a ação de um binário de 

forças OM


, ou seja, a inércia rotacional. 

 

 

6.3. Produto de Inércia 

 

O produto de inércia em relação a pares de eixos cartesianos de um conjunto de partículas (Pi, 

mi), i = 1, 2,..., n , por definição é dado na base  Oxyz por: 

 

      



n

i
iiiOxzOzx

n

i
iiiOzyOyz

n

i
iiiOyxOxy xzmJJzymJJyxmJJ

111

;;  (49) 
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O significado físico do produto de inércia está associado com a simetria de distribuição de massa 

em torno do centro de massa. A forma como os produtos de inércia são organizados foi 

constituída na dedução do Teorema da Energia Cinética, apresentado no item 5.2. 

 

PROPRIEDADE: para sistemas planos (ex. zi = 0) os seguintes produtos de inércia são nulos.  

     0;0
11

 


n

i
iiiOxzOzx

n

i
iiiOzyOyz xzmJJzymJJ  (50) 

 

Para sistemas planos (ex. zi = 0) com um plano de simetria, conforme ilustrado na Figura 30, 

todos os produtos de inércia são nulos.   021
1




yxmyxmyxmJ
n

i
iiiOxy  Para sistemas 

tridimensionais com dois planos de simetria todos os produtos de inércia são nulos. 

 

 

x 

y 

-xj 

yi 

mi mj xi 

yj 

O 
 

Figura 30 – Produto de Inércia para partículas simétricas 

 

Exemplo de Produto de Inércia – Barra 

 

Determinar o produto de inércia de uma BARRA homogênea, de massa M e comprimento L em 

relação ao par de eixos Oxy, conforme ilustrado na Figura 31a. RESOLUÇÃO: Sistema: barra 

de massa M e comprimento L. Diagrama. Base e pólo:  Oxyz; Teorema: integral definida dos 

elementos dx com de massa elementar dm dados por dxdm    (onde  é a densidade linear da 

barra esbelta e homogênea em unidade de kg/metro) ao longo do comprimento L, conforme 

ilustrado na Figura 31a. O somatório pode ser substituído pela seguinte integral definida: 

  L
LLL

iiiiiiOxy xbdxxbxdxbyxdmyxmJ 0
2

000
|

2

1
    
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considerando a massa total da barra LM    resulta em: 

22

1 2 L
bMLbJOxy    

 

 

 

O 

x 

(a) 

y 

xi 

dmi 

L 

O 

x 

y L 

yi 

dmi 
h 

(b) 
xi 

b 

 

Figura 31 – Produto de inércia de Barra Esbelta e Placa Retangular 

 

Exemplo de Produto de Inércia – Placa 

 

Determinar o produto de inércia de uma PLACA RETANGULAR, plana, esbelta de massa M, 

comprimento L e largura h, em relação ao par de eixos Oxy conforme ilustrado na Figura 31b. 

RESOLUÇÃO: Sistema: placa retangular homogênea, de massa M, comprimento L e largura 

h,. Diagrama. Base e pólo: Oxyz; Teorema: integral dupla definida dos elementos dx e dy com 

de massa elementar dm dados por dydxdm    (onde  é a densidade de área da placa 

homogênea em unidade de kg/metro2) ao longo do comprimento L, conforme ilustrado na Figura 

31b. Assim tem-se a seguinte integral dupla: 

     
L h

chapachapa
Oxy dyyxdxyxdydxyxdmJ

0 0
       

 
22

|
2

1

2

1

2

1
|

2

1
0

22

0

2

0
0

2 Lh
hLxhdxxhydxxJ L

LL
h

Oxy 
















     considerando a massa 

total da placa homogênea: LhM    resulta em: 
22

Lh
MJOxy  . 
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Efeito do Produto de Inércia 

 

Considere agora o sistema com duas massas m presas nas extremidades P1 e P2 com distância 2L 

do eixo BA  da estrutura, deslocadas entre si de uma distância 2d ao longo do eixo 

(caracterizando uma assimetria) e girando com velocidade angular k


   constante, conforme 

ilustrado na Figura 32a. 

 

 

 
 

(a) (b) 

y x 

z 

Vt2 

-Vt1 

-ac1 

ac2 

(c) -Fc2 

Fc1 DFCL 

A 

B 

O 

P1 

P2 

P1 

P2 

L 

DVC 

-L 

+L 

 
 

L 

O 

2d 2d 

O 

 
RA 

 
RB 

2L 
2L 

P1 

P2 
 
VA = 0 

 
VB = 0 

A 

B 
B 

A 

 

Figura 32 – Efeito do Produto de Inércia 

 

Método de Resolução: a) Sistema: O sistema é constituído por duas massas vinculadas e pela 

cruzeta que gira em torno do eixo AB. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de forças sobre o 

corpo livre (DFCL) cada massa fica sujeita as forças centrípetas devido ao vínculo da cruzeta e a 

força do binário. c) Base e pólo: Adotando o pólo fixo centrado em O com sistema de 

coordenadas Oxyz móvel solidário ao sistema a posição P1 e P2 de cada partícula, fica definida 

pelas coordenadas +L e –L. na direção z. d) Teoremas: Utilizando a fórmula de campo de 

acelerações, obtêm-se para cada corpo Pi: 

      kLiikLOPOPaa iiOP


  00        

  kLjLia iiPi




 2    que é a aceleração centrípeta necessária para cada partícula 

percorrer a trajetória circular em torno do eixo BA , conforme apresentado na Figura 32b. A 

reação sobre a cruzeta é obtida do TR:  kLmam iiPi i




 2 . Considerando a cruzeta OABP1P2 

em equilíbrio e calculando o momento em relação ao pólo O , utilizando o DFCL apresentado na 

Figura 32c e desprezando a ação gravitacional, obtêm-se, 
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        021  BAcciiO RiLRiLkFkLidkFkLidFOPM


       

    021  jLBkLBjLAkLAjFdjFdM zyzyccO


. Tomando apenas a componente 

do momento na direção j


, obtêm-se:  jLBjLAjmdL zz


22    que é o binário de forças 

reativas nos mancais A e B separados de 2L necessário para conter o movimento centrípeto das 

massas, separadas pela distância 2d. Note que para que a posição das massas sejam fixas é 

necessário utilizar um sistema de coordenadas Oxyz auxiliar solidário ao corpo e girando com 

ele. 

 

Note que, apesar do centro de massa coincidir com o eixo de giro, a assimetria das massas 

produz forças reativas em oposição de fase nos mancais. Tal força pode ser anulada 

compensando a assimetria com a introdução de duas massa idêntica, mas em posição oposta, 

balanceando o sistema. Note ainda que a assimetria em relação ao centro de massa, vai produzir 

produtos de inércia não nulos ( 0xzJ ). 

 

 

6.4. Matriz de Inércia 

 

Note que o vetor )(


OJ  como uma função do vetor de rotação angular 


 com a seguinte forma: 

 

      kJJJjJJJiJJJJ yyzxxzzzzyzxxyyyzxzyxyxxO


 )(  (51) 

 

também pode ser descrito de forma matricial como: 

 

 



























































z

y

x

Ozzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

Oz

Oy

Ox

O

JJJ

JJJ

JJJ

J

J

J

J







)(


 (52) 
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A Matriz de Inércia em relação a um sistema de eixos coordenados para um conjunto agregado 

de partículas por definição é descrita por momentos de inércia na diagonal principal e produtos 

de inércia fora da diagonal principal como: 

 

 

 

 

 
O

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

Ozzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

O

yxmyzmxzm

zymxzmxym

zxmyxmzym

JJJ

JJJ

JJJ

J





































































1

22

11

11

22

1

111

22

 (53) 

 

A forma matricial como os momentos e produtos de inércia são organizados é conveniente e os 

valores foram constituído na dedução do Teorema da Energia Cinética (TEC) apresentado no 

item 5.2.  
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Propriedades da Matriz de Inércia 

 

a) Simetria: Como os produtos de inércia opostos à diagonal principal são idênticos 

    yx

SS

xy JdmxydmyxJ     ter-se-á para o agregado rígido de partículas:     TOO JJ    

 

b) Invariância no traço:  A soma dos termos da diagonal principal da matriz de inércia é 

invariante ( Ozyx JJJJ 2 ) para qualquer sistema de coordenadas escolhido. 

 

c) Positividade:  A matriz de inércia é positiva definida. Os momentos de inércia são formas 

quadráticas e, portanto sempre positivas. Como a matriz pode ser diagonalizada (problema de 

auto-vetor, auto-valor em Álgebra Linear) e como o traço é invariante, seu determinante será 

sempre maior ou igual a zero. 

 

d) Composição:  A matriz de inércia de um conjunto de partes é a composição do momento de 

inércia de cada parte: (união)onde BACJJJ B
x

A
x

C
x  . Caso uma retirada de massa esteja 

presente (por exemplo furo em uma chapa) vale:  (exclusão)onde BACJJJ B
x

A
x

C
x  . A 

mesma propriedade vale para os produtos de inércia. 

 

 

6.5. Translação de Eixos Paralelos 

 

A translação de eixos paralelos (Teorema de Stainer) é um recurso muito útil na determinação 

dos termos da matriz de inércia. O momento de inércia da partícula Pi , de massa mi, expresso 

em relação a reta u


 é dado por:  

 

   



n

i
iiuO uOPmJ

1

2
     ou      




n

i
iiiOx zymJ

1

22  (54) 
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A posição da partícula Pi , conforme mostrado na Figura 33, que pode ser expresso na base 

OXYZ ou na base Gxyz são: 

 

 
 

    kcjbiaOGkzjyixGP

KZJYIXOP

iiii

iiii








;
 (55) 

 

O momento de inércia em relação ao eixo OX , expresso em cada base, resulta em: 

 

 

      

  2

1

2

11

22

1

22

1

22

22 MczmcMbymbzymJ

czbymZYmJ

n

i
ii

n

i
ii

n

i
iiiOX

n

i
iii

n

i
iiiOX













 (56) 

 

 

O 
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Y 

Pi 

mi 

S 

a 
x 

y 

z 

b 

c 

G 

dXx 

(Pi - O) 

 

Figura 33 – Translação de eixos 

 

Utilizando a propriedade do centro de massa do corpo, descrito na base Gxyz , lembrando que 

   0GPm ii , resulta em: 02
1




n

i
ii ymb   e  02

1




n

i
ii zmc , e obtêm-se: 

 

 2
XxGxOX dMJJ   (57) 
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ou seja o momento de inércia no novo eixo (OX) é igual ao momento de inércia calculado em 

relação ao centro de massa G em relação ao eixo (Gx), adicionado a massa total M multiplicado 

pela distância ao quadrado 222 cbd Xx   entre os eixo X e x. 

 

De forma análoga para os demais eixos obtêm-se: 

 

 
2
XxGxOX dMJJ        

2
YyGyOY dMJJ        

2
ZzGzOZ dMJJ   (58) 

 

Para o produto de inércia da partícula Pi de massa mi, expresso em relação ao centro de massa no 

sistema de coordenadas Gxyx e com massa total M, conforme mostrado na Figura 33, é: 

 

 

   

baMJJ

mabymaxmbyxmJ

byaxmYXmJ

GxyOXY

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
iiiOXY

n

i
iii

n

i
iiiOXY















1111

11

 (59) 

 

De forma análoga para os demais eixos obtêm-se a translação de eixos paralelos para os 

PRODUTOS DE INÉRCIA: 

 

 baMJJ GxyOXY        cbMJJ GyzOYZ        acMJJ GzxOZX   (60) 

 

ou seja, o produto de inércia em relação a novos pares de eixos (exemplo: OXY) é igual ao 

produto de inércia calculado em relação ao centro de massa G em relação ao par de eixos (Gxy), 

adicionado à massa total M multiplicado pela distância entre cada um dos novos eixos paralelos.  
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Exemplo de Mudança de Pólo do Momento de Inércia 

 

Considere a barra homogênea e esbelta de massa m e comprimento L ilustrada na Figura 34a. 

Sabendo que o momento de inércia da barra em relação ao centro de massa é 12/2mLJGz  , 

determinar o momento de inércia em relação ao eixo passante pela sua extremidade. 

 

 

 

O 

x 

(a) 

y 

L 

(b) 

G O 

x 

y 
R 

C 

G 

 

Figura 34 – Barra Esbelta e Disco 

 

Resolução: a) Sistema: Barra de massa m e comprimento L. b) Diagramas. c) Base e Pólo: 

Oxyz. d) Teoremas: Transporte de eixos: 

2
ZzGzOZ dMJJ             3/2/12/ 222 mLLmmLJOZ   

 

 

Considere o disco de raio R rolando sem escorregar sobre a superfície ilustrada na Figura 34b. 

Sabendo que o momento de inércia do disco em relação ao centro de massa é 2/2mRJGz  , 

determinar o momento de inércia em relação ao eixo passante pelo ponto de contato em C. 

 

Resolução: a) Sistema: Disco de massa m e raio R. b) Diagramas. c) Base e Pólo: Cxyz. d) 

Teoremas: Transporte de eixos: 

2
ZzGzOZ dMJJ           2/32/ 222 mRRmmRJOZ   
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Exemplo de Cálculo da Matriz de Inércia 

 

Considere a barra homogênea e esbelta de massa m e comprimento L ilustrada na Figura 35a. 

Determinar a matriz de inércia da barra. 

 

 

O 

x 

(a) 

y 

xi 

dmi 

L O 

b 

h 

(b) 

yi 

a 

b 

m 

M 

a 

G1 

G2 

 

Figura 35 – Barra Esbelta e Sistema Composto 

 

Resolução: a) Sistema: Barra de massa m e comprimento L. b) Diagramas. c) Base e Pólo: 

Oxyz. d) Teoremas: Momento e Produtos e Transporte.  



n

i
iiiOx zymJ

1

22  barra contida no 

plano Oxy  zi = 0. Para yi = b = cte tem-se:   



n

i
i

n

i
iiOx bmmbymJ

1

22

1

2 0 . 

Alternativamente utilizando o teorema de eixos paralelos para barra esbelta: 

22 0 bmdmJJ xxGxOx   . O momento de inércia em torno do eixo y é: 

  2

1

22

3

1
LmzxmJ

n

i
iiiOy  



. Para o momento de inércia em torno do eixo z pode ser obtido de: 











33

1 2
222 L

bmLmbmJJJ OyOxOz . O produto de inércia é obtido do transporte de 

eixos paralelos: b
L

mbamJJ GxyOxy
2

0 . Os produtos de inércia que envolvem zi = 0 

resultam nulos. A matriz de inércia resulta em: 

 
 

   
 
























3/00

03/2/

02/

22

2

2

Lb

LLb

Lbb

mJ O  
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Exemplo de Sistema Composto 

 

Considere o sistema composto pela barra homogênea e esbelta de massa m e comprimento h e a 

chapa de massa M com altura b e largura a, conforme ilustrada na Figura 35b. Determinar a 

posição do centro de massa e o Momento de inércia do sistema composto. 

 

Resolução: a) Sistema: sistema composto pela barra e chapa. b) Diagramas. c) Base e Pólo: 

Oxy. d) Teoremas: Momento e Transporte. Considerando problema plano (zi = 0) e sistema 

simétrico (xG = 0), o centro de massa é obtido por:  

 


i

ii

G
m

ym
y        

 
 

 mM

bhMhm
yG






2/2/
 

Momento de inércia é obtido pela adição das partes (barra chapa): 21 OGOGOz JJJ           

    2
2

2

1 zzGzzGOz dMJdmJJ          

  














































2

22

2

2

212

1

212

1 b
hMbaM

h
mhmJOz        

  hbbhaMhmJOz  2222 412
12

1

3

1
.  

Exemplo: Cálculo de Matriz Inércia 

Considere o dispositivo com duas barras de massa m e comprimento L que estão ligadas a um 

eixo de massa desprezível que gira sobre dois mancais A e B, conforme ilustrado na Figura 36a. 

Determinar a posição do centro de massa G do sistema e a Matriz de Inércia em relação ao pólo 

O.  
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 
 

(a) 

(b) 

y 
x 

z 

A 

B 

O 

L 

L 

L 

L 

y 

x 

z 

A B 
O 

L 

L, m 

L, m 

x 

A B 

O 

L 

L, m 

L, m 

(c) Plano Oxy 

Plano Oxz 

G1 

G2 

G1 

G2 

 

Figura 36 – Rotor excêntrico e assimétrico e Planos de Observação 

 

Resolução: a) Sistema: sistema composto por duas barras de comprimento L e massa m e eixo 

suporte de massa desprazível. b) Base e Pólo: Oxyz. c) Diagramas. Planos de observação; d) 

Teoremas: Momentos, produtos e transporte. Considerando a simetria ao longo do eixo x, o 

centro de massa é obtido por:   

 


i

ii

G
m

ym
y       

  2

0 L

mm

Lmm
yG 




    e   

  2

0 L

mm

mLm
zG 




             2/2/0

2
LLkj

L
OG 


 

Os momentos de inércia são obtido pela adição das barras: 22
21

mLJJJ xGxGOx    ;     

      OzYyyGYyyGOy JmLLLmmLmLdmJdmJJ  2222222

3

5
4/

12

1

3

1
21

. 

Os produtos de inércia são obtido pela adição das barras utilizando o transporte de eixos 

paralelos, conforme identificados na Tabela 1 e ilustrado no plano Oxz na Figura 36b e plano 

Oxy na Figura 36c: 

Tabela 1 – Localização dos Centros de Massas das Barras 

ITEM / COTA xG (a) yG (b) zG (c) Obs.: 

Barra A L / 2 L 0 G1 

Barra B - L / 2 0 L G2 
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2

2

1
0

2
0

2
0 mL

L
mL

L
mmabJJ GxyOxy 























  

    00000  LmLmmbcJJ GyzOyz  

2

2

1

2
0

2
00 mL

L
Lm

L
mmcaJJ GzxOzx 






















  

Portanto a matriz de inércia em relação ao pólo O, resulta em: 

 

OOzzyzx

yzyyx

xzxyx

O mL

JJJ

JJJ

JJJ

J















































3/502/1

03/52/1

2/12/12
2  

 

 

6.6. Rotação de Eixo 

 

A matriz de inércia pode ser descrita em relação a outro eixo rotacionado. Para determinar como 

a matriz de inércia se altera quando expressa em relação ao eixo uO


, considere cada ponto 

material "Pi" do corpo e o versor unitário u


, conforme mostrado na Figura 37, e com posição 

descrita por : 

 

 
  kzjyixrOP

kujuiuu

iiiii

zyx







 (61) 
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O 

y 

x 

z 

Pi 

 
ri 

 
u 

 

Figura 37 – Mudança de Eixo 

 

O momento de inércia em relação ao eixo uO


 é dado por: 

 

   



n

i
iiuO uOPmJ

1

2
  (62) 

 

Resolvendo o produto vetorial, o quadrado e voltando na expressão do momento de inércia, 

obtêm-se: 

 

 

     
       
       

  

xzOzxzyOyzyxOxyzOzyOyxOxuO

n

i
iiuO

xziizyiiyxiiziiyiixiii

xiyizixiyizii

zyxiiii

uuJuuJuuJuJuJuJJ

uOPmJ

uuxzuuzyuuyxuxyuxzuyzur

kuyuxjuxuziuzuyuOP

kujuiukzjyixuOP

222

222

222

1

2

2222222222

























 (63) 

 

Utilizando a notação matricial para o versor unitário     T

zyx uuuu    resulta na forma: 

 



DINÂMICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

69

  










































z

y

x

OzOzyOzx

OyzOyOyx

OxzOxyOx

zyxuO

u

u

u

JJJ

JJJ

JJJ

uuuJ   (64) 

 

     uJuJ O

t

uO   (65) 

 

ou seja, para se obter a matriz de inércia em outro eixo e descrita em relação a um sistema de 

coordenadas Oxyz, basta pré e pós multiplicar pelas coordenadas do versor unitário do novo 

eixo.  

 

6.7. Eixos Principais e Central 

 

Pode-se demonstrar que fixada uma origem arbitrária O, existe associado a qualquer sistema 

material S, um referencial ortogonal OXYZ para o qual os produtos de inércia são nulos. Os 

eixos deste referencial são chamados eixos PRINCIPAIS de inércia onde os produtos são 

chamados de momentos principais de inércia. Se a origem O for coincidente com o centro de 

massa o sistema de coordenadas é chamado de CENTRAL. Para se obter uma direção uO


 tal 

que a matriz de inércia seja diagonal (produtos de inércia nulos), resolve-se o auto-problema do 

sistema linear      xxJ O    que corresponde a determinar os três novos eixos (auto-vetores) 

para os quais a matriz seja diagonal (auto-valores). 

 

6.8. Elipsóide de inércia 

 

É possível provar que o lugar geométrico dos momentos de inércia em relação a variação de 

direção do eixo uO


, passante sempre por O, é uma superfície fechada de segundo grau e 

simétrica: um elipsóide (França, 2011). O maior eixo do elipsóide tem a magnitude do maior 

momento principal de inércia. A seção transversal média do elipsóide tem o diâmetro 

correspondente aos dois menores momentos principais de inércia. 
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6.9. Momento de Inércia de Formas Típicas 

 

Barra Esbelta:    2

12

1
mLJJ GzGy     na extremidade   2

3

1
mLJJ OzOy   

 

Disco Fino:    2

2

1
mRJGz      ;    2

4

1
mRJJ GyGx   

 

Chapa Retangular:     22

12

1
cbmJGz      ;    2

12

1
bmJGx      ;    2

12

1
cmJGy   

 

Cone:    2

10

3
mRJGz      ;    








 22

4

1

5

3
RhmJJ GyGx  

 

Esfera:   2

5

2
mRJJJ GzGyGx   
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7. TEOREMA DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO ANGULAR 

 

O movimento geral do sólido é constituído de movimento de translação e rotação. O movimento 

do centro de massa de um corpo já foi delineado no item 4 e no caso de movimento de rotação os 

seguintes conceitos são relevantes: 

 

A Quantidade de Movimento ip


 de uma partícula Pi de massa mi e velocidade iV


, num certo 

instante t, é dado por: 

 

 iii Vmp


  (66) 

 

 

7.1. Momento da Quantidade de Movimento e Momento de Binário 

 

Define-se o MOMENTO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO da partícula Pi de massa mi 

em relação a um pólo O  como o vetor: 

 

     iiiiiO VmOPpOPH


  (67) 

 

Para um agregado de n partículas, formando um corpo rígido, tem-se pela soma: 

 

  



n

i
iiiO VmOPH

1


      para      i = 1, 2, 3,.., n. (68) 

 

Derivando a expressão OH


 e o produto vetorial à direita, em relação ao tempo, obtêm-se: 

 

      



n

i
iii

n

i
iiOiO Vm

dt

d
OPVmVVH

dt

d

11


 (69) 
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Para massa da partícula invariante ( 0im ) e lembrando que 0 ii VV


, obtêm-se: 

 

      



n

i
iiO

n

i
ii

n

i
iii

n

i
iiOO FOPVVmamOPVmVH

1111


 (70) 

 

Utilizando a propriedade do centro de massa e sua derivada temporal: 

 

  
 


 


i

ii

m

mOP
OG             iOiOG mVVVVm


       iiG mVVm


 (71) 

 

e lembrando da expressão do momento de forças  



n

i
iiO FOPM

1


 em relação ao pólo O 

(note que as forças internas não comparecem na expressão do momento) resulta finalmente em: 

 

 OG
ext
OO VVmMH


  (72) 

 

ou seja, a taxa de variação temporal do momento da quantidade de movimento é igual ao 

momento das forças externas em relação ao pólo O qualquer, e mais um termo cruzado. 

 

Na forma matricial utilizando vetores coluna tamanho { 3  1} tem-se: 

 

 










































































Oz

Oy

Ox

GxGy

GxGz

GyGz

ext
Oz

ext
Oy

ext
Ox

Oz

y

x

V

V

V

VV

VV

VV

m

M

M

M

H

H

H

0

0

0







 (73) 

       OG
ext
OO VVmMH

~
  (74) 

 

onde   GV
~

  é a matriz anti-simétrica (skew symetric). 
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7.2. Momento da Quantidade de Movimento 

 

Considere um conjunto de partículas Pi, formando um corpo rígido. O Momento da 

Quantidade de Movimento em relação ao pólo O, é dado por: 

 

  



n

i
iiiO VmOPH

1


    para      i = 1, 2, 3,.., n, (75) 

 

Para movimento de translação do corpo tem-se: 0


   e  GOi VVV


  que substituindo na 

expressão anterior resulta em: 

 

     G

n

i
ii

n

i
GiiO VOPmVmOPH











 

 11

 (76) 

 

Utilizando a propriedade do centro de massa o somatório resulta em: 

 

    OGmOPm
n

i
ii 

1

 (77) 

 

Substituindo, resulta para corpo em translação a Momento da Quantidade de Movimento do 

centro de massa G do corpo rígido: 

 

   GO VmOGH


  (78) 

 

 

Considere agora um corpo rígido com movimento genérico com velocidade de translação  OV


  e  

velocidade angular 


. Para movimento geral do tipo roto-translação do corpo, a velocidade de 

cada ponto Pi de massa mi do corpo, localizado na posição    ii rOP


   pode ser obtida pela 

fórmula de campo de velocidades  iOi rVV


    (note que neste caso o pólo O pertence ao 
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corpo) que substituindo na expressão do Momento da Quantidade de Movimento resulta em 

dois somatórios: 

 

       



n

i
iii

n

i
OiiO OPmOPVmOPH

11




 (79) 

 

Utilizando a propriedade do centro de massa o primeiro somatório resulta em: 

 

       OO

n

i
ii

n

i
Oii VmOGVmOPVmOP


 

 11

 (80) 

 

Para o segundo somatório     



n

i
iii OPmOP

1




 considerando a posição do ponto Pi 

  kzjyixOP iiii


  , para ponto O pertencente ao corpo e velocidade angular do corpo 

kji zyx


  , tem-se para o primeiro produto vetorial: 

 

  
 
 
 kxy

jzx

iyz

zyx

kji

OP

iyix

ixiz

iziy

iii

zyxi 





















  (81) 

 

Para o segundo produto vetorial    OPOP ii  


: 

 

    
    
    
    kyyzxzx

jxxyzyz

izyxyxy

OPOP

iziiyiixiz

iyiixiiziy

ixiiziiyix

ii 







22

22

22















  (82) 

 

Aplicando na formula do momento da quantidade de movimento angular: 
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 

  
  
   }

{

22

22

22

kzyzxyx

jzyyxzx

izxyxzy

mVmOGH

iiyiixiiz

iiziixiiy

iiziiyiix

iOO





















 

 (83) 

 

Chamando de Momentos e Produtos de Inércia (conforme deduzido no item 6) os seguintes 

termos: 

 

 
     








xzzxiiizyyziiiyxxyiii

ziiiyiiixiii

JJxzmJJzymJJyxm

JyxmJzxmJzym

e;

e; 222222

 (84) 

 

e denominando o vetor )(


OJ  como uma função do vetor de rotação angular 

kji zyx


  : 

 

      kJJJjJJJiJJJJ yyzxxzzzzyzxxyyyzxzyxyxxO


 )(  (85) 

 

e voltando a substituir na formula anterior, resulta no momento angular de corpo:  

 

   )(


OOO JVmOGH   (86) 

 

Utilizando a forma matricial, tomando o vetor posição   kzjyixOG GGG


  expresso na 

forma anti-simétrica (skel symmetric), obtêm-se: 

 

 






























































































Oz

Oy

Ox

GG

GG

GG

z

y

x

Ozzyzx

yzyyx

xzxyx

Oz

Oy

Ox

V

V

V

xy

xz

yz

m

JJJ

JJJ

JJJ

H

H

H

0

0

0







 (87) 

 

ou na forma compacta de produto matricial (skel symmetric): 

 

           OskelOO VOGmJH    (88) 
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A matriz  OJ  é quadrada, simétrica, de ordem 3, denominada Matriz de Inércia que retrata a 

forma como a massa é distribuída no corpo em relação ao sistema de coordenadas Oxyz. Os 

termos quadráticos na diagonal principal são denominados Momentos de Inércia em relação a 

um eixo e os termos fora da diagonal são chamados de Produtos de Inércia em relação a pares 

de eixos coordenados. Note que o ponto O pertence ao corpo ou extensão ideal dele. 

 

 

7.3. Mudança de Pólo 

 

O momento da quantidade de movimento OH


, com pólo O pertencente ao corpo rígido, pode ser 

determinada em outro pólo arbitrário qualquer (por exemplo pólo Q) utilizando a fórmula de 

mudança de pólo descrita por: 

 

   GOQ VmQOHH


  (89) 

 

Demonstração: considere o corpo rígido formado por um sistema de partículas Pi de massa mi e 

velocidade 
iPV


. O momento da quantidade de movimento em relação ao pólo O da partícula Pi é 

dado por:  
ii PiiO VmOPH


 . Para o sistema de partículas (corpo rígido - CR), o momento 

da quantidade de movimento em relação ao mesmo pólo O é obtido pelo somatório: 

 



n

i
PiiO i

VmOPH
1


. Em relação ao outro pólo qualquer, por exemplo Q , tem-se:   

 



n

i
PiiQ i

VmQPH
1


  e fazendo a diferença:      




n

i
PiiiOQ i

VmOPQPHH
1


       

 



n

i
PiOQ i

VmQOHH
1


 e utilizando a propriedade do centro de massa obtêm-se: 

  GOQ VmQOHH


     c.q.d. 

 

É notável a similaridade com a fórmula de mudança de pólo para momento de forças:  

  RQOMM OQ


   devido ao vínculo cinemático de corpo rígido. 
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7.4. Teorema da Quantidade de Movimento Angular - TQMA 

 

Finalmente retomando a expressão do momento angular para o corpo rígido:  

  )(


OOO JVmOGH    e derivando em relação ao tempo: 

 

 

       

     )(

)(









OOOGO

OOOOGO

J
dt

d
amOGVVmH

dt

d

J
dt

d
amOGVmVVH

dt

d





 (90) 

 

e relembrando da expressão do momento:  OGOO VVmMH


   e substituindo na anterior 

obtêm-se finalmente o Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) para o corpo 

rígido de massa constante em relação ao pólo O pertencente ao corpo: 

 

     ext
OOO MamOGJ

dt

d 
)(         TQMA (91) 

 

Fazendo a derivada relativa do vetor de rotação angular:    


dtd /   e depois a derivada da 

base móvel  (     


dtkjid
T

/ )  obtêm-se: 

 

       ext
OOOO MamOGJJ


    (92) 

 

 

 

 

Casos particulares: 
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a) Se a escolha das coordenadas auxiliares tiver a origem coincidente com o centro de massa (O 

 G), e solidário ao corpo, a expressão da equação de rotação do corpo rígido 

    ext
OOO MamOGH

dt

d 
   se reduz à: 

 

     ext
GGG MJJ


   (93) 

 

ou na forma matricial para corpos simétricos (produtos de inércia nulos): 

 

 








































































































Gz

Gy

Gx

GG
M

M

M

J

J

J

J

J

J

3

2

1

3

2

1

12

13

23

3

2

1

3

2

1

00

00

00

0

0

0

00

00

00

























 (94) 

 

b) Para corpos girando em torno de um eixo (ex. eixo z) e sem simetria em relação ao centro de 

massa, os produtos de inércia não serão nulos (o sistema de coordenadas deve ser solidário 

ao corpo para manter os produtos de inércia constantes) e mesmo com aceleração angular 

nula ( 0


 abs ), haverá termos quadráticos na velocidade angular multiplicado por produtos 

de inércia (que corresponde à sistemas desbalanceados) resultando em:  

 

    
  jMiMjJiJ

jMiMjJiJk

MJ

GyGxxzyzz

GyGxzyzzxzz

ext
OO













2

)(







 (95) 
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Exemplo: Movimento de Translação 

 

Um bloco homogêneo de massa m, largura b e altura h, repousa sobre uma plataforma plana 

que se move horizontalmente com aceleração de translação iaa


 , conforme ilustrado na 

Figura 38a. O apoio do bloco sobre a plataforma ocorre com atrito . Determinar o valor 

máximo da aceleração da plataforma para que: a) não ocorra o escorregamento do bloco, b) não 

ocorra o tombamento do bloco. 

 

 (a) (c) 

y 

x DFCL 

Fat 

O 

h 

(b) 

DFCL 

 
g 

 
a 

b 

A  Fat A A 

mg 

N 
N 

mg 

 

 

Figura 38 – Bloco Acelerado 

 

Resolução: a) Sistema: bloco de massa m e plataforma, vinculados por apoio simples. b) 

Diagramas: DFCL. c) Referencial e Pólo: base fixa Oxyz. d) Teoremas: TR e Momento 

Angular (conforme DFCL Figura 38c).  

a) Aplicando do TR no bloco  iG Fam


, conforme ilustrado na Figura 38b, e considerando a 

relação de Coulomb NFat   do escorregamento sobre a superfície, obtêm-se: 






























mgN

mgNam

am

mgNam

Fam Gx

Gz

Gy

atGx 

0

 

Na iminência do escorregamento do bloco sobre a plataforma, a força de atrito atinge seu valor 

máximo NFat   e gaGx  . 

b) Na iminência do tombamento, ou seja, antes de girar em torno do ponto A, a reação de suporte 

N desloca seu ponto de aplicação para a extremidade A do bloco. Utilizando a fórmula do 

Momento Angular para o centro de massa do bloco considerando o pólo em A obtêm-se: 
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  kmV
h

iVmj
h

i
b

VmAGH xxGA



222









  

Derivando a expressão do momento angular e lembrando que: AGAA VVmMH


  onde 

( AG VV


 ) portanto AA MH


   obtêm-se: 

       

g
h

b
akmg

b
jmgj

h
i

b
ka

h
m

gmAGjNAAiFAAkV
dt

d
m

h

GxGx

atGx

















222
00

2

2
 

Portanto a aceleração máxima da plataforma será o mínimo entre os valores: 

     hbgga /;minmax   

 

 

Exemplo: Movimento Rotacional Plano 

 

Considere um disco de massa m e raio R, rolando sem escorregar num movimento contido no 

plano Oxy e submetido a uma força F


, conforme ilustrado na Figura 39a. Determinar a 

aceleração do disco. 

 

 
 
 

(a) (c) 

y 

x DVCL 

Fat 

O 

R 

(b) 

DFCL 

G 

C 

 

N 

G 

 
VG 

 
F 

 
g 

mg 

G 

C C  

 
aG 

 
VC 

 
F 

 

Figura 39 – Disco Rolando no Plano sem Escorregar 

 

Resolução: a) Sistema: disco de massa m e raio R, vinculado em C por apoio simples; b) 

Diagramas: DVC e DFCL. c) Base e Pólo: base móvel Gxyz solidária ao corpo simétrico 

(matriz de inércia diagonal), mas não gira com ele (versores fixos apenas em translação). d) 

Teoremas: TR  e  TQMA.  
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a) Aplicando do TQMA no disco em relação ao pólo em G    )(


OOO JVmOGH  , 

conforme ilustrado na Figura 39c, obtêm-se: 

   

 

         

kFRkJ

jmgGGiFGCjNGCiFGGkJ

MJH

mRJkJJH

atGz

atGz

ext
GGG

GzGzGG


























 2/para 2

 

a) Aplicando do TR no disco  iG Fam


, lembrando da cinemática de corpo rígido que: 

iRCGVV CG   0)(


  e portanto tem-se que:  RaGx    e substituindo os valores na 

expressão anterior, obtêm-se: 






























mgN

amFF

am

mgNam

FFam Gxat

Gz

Gy

atGx

0

         Gx
Gx maFR
R

a
mR 







 2

2

1
       

m

F
aGx

3

2
  

Também pode-se utilizar o pólo conveniente em C  resultando de imediato em: 

 

kFRk
R

a
mR

mRmdJJMJ

Gx

GzCz
ext
CC


















2

22

2

3

2/3para

            
m

F
aGx

3

2
  

 

 

Exemplo: Movimento Rotação 

 

Considere o sistema é constituído por uma barra esbelta homogênea PQ de comprimento L e 

massa m, contida no plano Oyz, e por um eixo OA de comprimento 3L e massa desprezível, 

conforme ilustrado na Figura 40a. O sistema gira em torno de um eixo vertical fixo Oz com 

velocidade angular 


 constante, Determinar as componentes das reação nos mancais O e A. 
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 
 

(a) (b) 

y x 

z DFCL 

A 

Q 

O 

L 2L 

mg 

L 

P 

YO XO 

A 

O 

ZO 

XA YA 
Q 

P 

  
g 

 

Figura 40 – Rotor excêntrico e assimétrico 

 

Resolução: a) Sistema: sistema composto por uma barra de comprimento L e massa m e eixo 

suporte AO de massa desprezível, vinculado pelos mancais O e A;. b) Diagramas: DFCL, 

conforme ilustrado na Figura 40b. c) Referencial e Pólo: base móvel solidária à barra Oxyz, que 

tem matriz de inércia não simétrica (contém termos de produto de inércia). d) Teoremas: TR e 

TQMA. A posição do centro de massa é dado por: 

 


i

ii

G
m

ym
y       

2

2/ L

m

Lm
yG 


    e   

L
m

Lm
zG 2

2



          LLkLj

L
OG 22/02

2



.  

Momento de inércia OzJ :   
2

222

212

1







 L
m+mL=y+xm+J=J GGGzOz       2

3

1
mL=JOz  

Produtos de inércia OxzJ  e OyzJ :    Lm=JOxz 20       0=JOxz   e   L
L

m=JOyz 2
2








 
      

2Lm=JOyz   

A quantidade de movimento angular OH


 do corpo com respeito ao pólo O fixo, considerando 

que a rotação kω=


  constante, é dado por:   )(


OOO JVmOGH       









 k+jmL=kωJ+jωJiωJ=H OzOyzOxzO



3

12 . 

Tomando sua derivada temporal da quantidade de movimento angular expressa na base móvel, 

considerando: 0


    ;  jj arr

    e  kk arr


  obtêm-se:  

      iωmL=kkω+jkωωmL=kjωmL=H
dt

d
O


2222

3

1

3

1


















  

O momento OM


 das forças externas com respeito ao pólo O é: 
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       kmgOG+jY+iXOAM AAO


  

      jLXimg
L

LYkmgkLj
L

+jY+iXkLM AAAAO


3

2
32

2
3 

















  

Aplicando o teorema da quantidade de movimento angular descrito por: 

    ext
OOO MamOGH

dt

d 
    com pólo em O fixo portanto 0


Oa : 






















0

6

1

3

1

30
2

1
3 222

A

A

A

A
OO

X

mg+mLωY

LX=

mgL+LY=ωmL
M=H

dt

d 
 

Utilizando o TR, dado por  iG Fam


 tem-se a aceleração do centro de massa obtido de: 

    OGOGaa OG  


    j
L

aG

 2

2
 . 

 





























mgZ

gLmY

X

mgZ

YY
L

m

XX

O

O

O

O

OA

OA

6/

0

0
2

0

22   

 

 

mg 

XO=0 

A 

O 

mg 

XA=0 YA=m(2L2
+g)/6 

YO=m(L2 g)/6 

L 

2L 

 

Figura 41 – Resposta no Modelo Físico 

 

(Resumo da aplicação do TQMA: Determina-se a quantidade de movimento angular OH


 no pólo 

conveniente (de preferência que anule o termo cruzado complementar), faz-se a derivada 

temporal e iguala ao momento OM


 das forças externas. 
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Conservação do Momento da Quantidade de Movimento 

 

Utilizando o TQMA descrito por:      ext
OOO MamOGH

dt

d 
   para o pólo coincidente com 

o centro de massa G e momento externo nulo, verifica-se que o momento da quantidade de 

movimento deve permanecer constante (Lei da Conservação da Quantidade de Movimento: 

cteOH


).  Desta forma       cte 


OO JH . 

 

Tomando o exemplo da cadeira giratória, ilustrado na Figura 42, o momento da quantidade de 

movimento       cte2 2  zzzO mLJJ 


 deve permanecer constante. Quando as massas 

são retraídas para o centro (reduzindo a distância L) sem alterar a posição do centro de massa, 

para que o produto permaneça constante a velocidade angular z


 tem obrigatoriamente que 

aumentar.        cte2 2  

 zLm   

 

Figura 42 – Conservação da Quantidade de Movimento (Fonte da figura: internet) 

 

 



DINÂMICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

85

 

8. REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

 

a) França, L. N. F., Matsumura, A. Z. (2011) Mecânica Geral. Editora Blücher, 3ª edição, São 

Paulo, p. 235. 

 

b) Baruh, H. (1999) Analytical Dynamics. MacGraw-Hill. p. 718. 

 

c) Giacaglia, G. E. O. (1982) Mecânica Geral. Editora Campus. p. 375. 

 

d) Boulos, P.  Zagottis, D. L. (1991) Mecânica e Cálculo - um curso integrado. Editora Edgard 

Blucher. Vol.: 1,  p. 267. 

 

e) Boulos, P.,  Camargo, I. (1997) Introdução à Geometria Analítica no Espaço. Editora Pearson 

Educacional. p. 239. 

 

f) Pesce, C. P. (2019) Dinâmica dos Corpos Rígidos. Monografia. Escola Politécnica da USP. 

p. 174. 

 

g) Carmo, M. P. (1976) Differential Geometry of Curves and Surfaces. Editora Prentice-Hall, p. 

503. 

 

h) Araújo, P. V. (2004) Geometria Diferencial. Rio de Janeiro, IMPA. p. 358. 

 

 

 



DINÂMICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

86

 

 

8.1. ANEXO A : Energia Cinética do Corpo Rígido 

 

A energia cinética também pode ser determinada para o corpo rígido com movimento genérico 

de roto-translação com velocidade translacional do ponto O OV


 e velocidade angular 


. 

Considere então um referencial móvel solidário ao corpo no ponto O, associado ao sistema de 

coordenadas tri-ortogonal xyz, conforme ilustrado na Figura 18. A ENERGIA CINÉTICA T do 

ponto Pi de massa mi localizado na posição   ii rOP


  do corpo e para os Pi pontos o corpo 

como um todo, são dados pelos escalares: 

 

 2

2

1
iii VmT


         e        



n

i
ii VmT

1

2

2

1 
 (96) 

 

 

e2 

 
e1 

e3 

E 

 
ri 

y 

x 

z 

O 

Pi  
 

 

Figura 43 – Movimento do Corpo 

 

A velocidade de qualquer ponto iP


 do corpo é dado pela fórmula de campo de velocidades 

iOi rVV


   que substituindo na expressão anterior resulta em: 
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  



n

i
iOi rVmT

1

2

2

1 
  (97) 

 

Note que a fórmula de campo de velocidade vale para qualquer ponto i pertencente ao corpo 

rígido (ou extensão ideal do corpo). Expandindo o termo quadrático entre parêntesis da 

expressão anterior, obtêm-se três termos descritos a seguir: 

 

     

























 



n

i
ii

n

i
iOi

n

i
Oi rmrVmVmT

1

2

11

2

2

1
2

2

1

2

1 
  (98) 

 

Resolvendo o primeiro termo, lembrando que velocidade OV


 é única, obtêm-se o escalar: 

 

 2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

1
O

n

i
iO

n

i
Oi VmmVVm


 



 (99) 

 

que é a energia cinética do corpo de massa total m devido ao movimento de translação OV


. 

 

Para o segundo termo têm-se: 

 

     



n

i
iiO

n

i
iiO

n

i
iOi rmVrmVrVm

111

2
2

1 
  (100) 

 

relembrando do momento de primeira ordem:     ii rmmOG


 correspondendo à 

propriedade do centro de massa obtêm-se para o segundo termo o escalar: 

 

  OGVmrmV O

n

i
iiO  






1

 (101) 

 



DINÂMICA 

RSB PME-3100 LDSV-POLI-USP 

88

Para o terceiro termo  



n

i
ii rm

1

2

2

1 
 , considerando a posição kzjyixr


  e a velocidade 

angular descrita na base móvel como kji zyx


  , realiza-se inicialmente o produto 

vetorial do termo entre parêntesis: 

 

  
 
 
 kxy

jzx

iyz

zyx

kji

r

iyix

ixiz

iziy

iii

zyxi 





















  (102) 

 

Fazendo o produto escalar correspondente ao quadrado de cada termo obtêm-se: 

 

 

   
   

    2222

2222

2222

2

2

2

iyiiyxixiyixiyix

ixiizxizixizixiz

iziizyiyiziyiziy

xyxykxykxy

zzxxjzxjzx

yzyziyziyz



















 (103) 

 

Recuperando o somatório dos elementos de massa mi e aplicando na soma dos produtos e 

rearranjando obtêm-se: 

 

 

 

 

 











2222

2222

2222

2
2

1

2
2

1

2
2

1

iyiiyxixi

ixiizxizi

iziizyiyi

xyxym

zzxxm

yzyzm







 (104) 

 
     





















iiixziiizyiiiyx

iiiziiiyiiix

xzmzymyxm

yxmxzmzym





2222

1
222222222

 (105) 

 

Nomeando os termos quadráticos de velocidade angular de Momentos de Inércia (Jx, Jy, Jz) em 

relação a eixos coordenados Oxyz, obtêm-se na forma compacta: 

 

    22
iiix zymJ    ;      22

iiiy xzmJ      e       22
iiiz yxmJ  (106) 
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e os termos de produtos de velocidades angulares como Produtos de inércia (Jxy, Jyz, Jzx) em 

relação a pares de eixos coordenados, obtêm-se na forma compacta: 

 

   iiixy yxmJ    ;   iiiyz zymJ        e      iiizx xzmJ  (107) 

 

Substituindo novamente na expressão anterior: 

 

    xzzxzyyzyxxyzzyyxx

n

i
ii JJJJJJrm  



222
2

1

2

1 222

1

2
 (108) 

 

Pode-se demonstrar que denominando o vetor )(


OJ  como uma função do vetor de rotação 

angular 


 da seguinte forma: 

 

      kJJJjJJJiJJJJ yyzxxzzzzyzxxyyyzxzyxyxxO


 )( (109) 

 

obtêm-se o terceiro termo do somatório como: 

 

    


O

n

i
ii Jrm 

 2

1

2

1

1

2
 (110) 

 

Finalmente somando os três termos escalares denominados: energia cinética de translação, 

termo cruzado e termo de rotação, obtém-se o escalar  Energia Cinética do sólido: 

 

    


OOO JOGVmmVT 
2

1

2

1 2  (111) 

 

Retomando a expressão do trabalho extWT   para condições inicias nulas, escreve-se o 

TEOREMA DA ENERGIA CINÉTICA (TEC) como o escalar: 

 

     ext
OOO WJOGVmmV  



2

1

2

1 2
 (112) 
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Casos particulares: 

 

a) Se a escolha das coordenadas auxiliares tiver a origem coincidente com o centro de massa (O 

 G), a expressão da Energia Cinética se reduz à: 

 

  


GG JmVT 
2

1

2

1 2  (113) 

 

ou seja, a Energia Cinética medida em relação ao centro de massa G, é composta de duas 

parcelas associadas ao movimento de translação e outra ao movimento de rotação. 

 

b) Se o pólo escolhido for fixo 0OV


 então: 

 

  


OJT 
2

1
 (114) 

 

ou seja, a Energia Cinética contem apenas o termo devido à rotação. A Energia Cinética é uma 

grandeza escalar e pode ser medida em relação a qualquer ponto do corpo ou extensão ideal 

(movimento solidário ao corpo) resultando sempre no mesmo escalar e, portanto, independe do 

pólo escolhido. 

 

c) Para um movimento plano (ex. no plano Oxy com z 


) de um corpo simétrico (produtos 

de inércia nulos) a fórmula geral se simplifica para: 

 

 22

2

1

2

1
zOzO JmVT   (115) 

 


