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1. INTRODUGAO

Esta monografia resume as notas de aula deste autor na disciplina de Mecanica I (PME3200),
elaborada ao longo do seu aprimoramento didatico junto a equipe de dindmica do Departamento
de Engenharia Mecanica (PME) da Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo (EP-USP).
O texto pressupde que o aluno domine os conceitos de Mecanica Classica, incluindo os temas
relativos a estatica, a cinematica e a dindmica do ponto, usualmente adquiridos no curso de
Mecéanica I da POLI. Admite-se ainda que o leitor detenha os conhecimentos elementares de
algebra vetorial, algebra linear e de calculo diferencial e integral, adquirido nas disciplinas dos

primeiros anos basicos (bi€nio) do curso de engenharia.

O texto se inicia pelo trato da Dindmica de Sistema de Particulas onde a propriedade do centro
de massa ¢ apresentada. O corpo rigido ¢ idealizado considerando a invariancia entre as
distancias de suas particulas, onde a distribuicdo de massa € descrita. Os referenciais fixo e
movel, sistemas de coordenadas e composi¢ao de movimentos s3o relembrados. Na sequéncia a
Dinamica de Corpo Rigido, translacional (Teorema da Resultante - 7R) e rotacional (Teorema da
Quantidade de Movimento Angular - TQMA). A formulagdo da energia cinética do corpo rigido

(Teorema da Energia Cinética - TEC) também ¢ relembrada.

Nesta segunda parte ¢ apresentado o Teorema da Quantidade de Movimento Angular - TQMA

com foco na movimentacao tridimensional.
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2. CORPO RIGIDO

2.1. Definigcao

Uma particula ¢ “idealizada” como um corpo sem dimensoes fisicas o que implica em ter toda
sua massa, considerada ndo desprezivel, concentrada em um unico ponto. Uma particula é,
portanto um ponto material com massa ndo nula. Negligenciar sua dimensdo significa também
ignorar seu movimento de rotagdo. Um grande conjunto de particulas forma um corpo extenso e
deformavel. Se, entretanto as deformagdes forem, numa primeira aproximagdo, consideradas
despreziveis face aos movimentos globais do corpo, constitui-se um corpo indeformavel.
Portanto um agregado de particulas com distancias entre elas invariante, constitui-se um corpo
rigido. Neste caso o corpo rigido deve ter obrigatoriamente sua atitude, descrita por seu

movimento de rotacao, considerada.

2.2. Distribuicdo de Massa

O corpo rigido homogéneo tem a distribuicdo de massa relacionada com sua forma. Desta

distribuicao trés propriedades sdo destacadas:
e (Centro de massa (momento de primeira ordem);
e Momento de Inércia (momento de segunda ordem);

e Produto de Inércia (simetria na distribuigdo da massa)

O centro de massa corresponde a posicao de um p6élo onde o momento de um sistema de forcas

paralelas associadas com as particulas do corpo, tem seu valor nulo. O momento de inércia

corresponde a distribuicdo de massa em relagdo a um eixo. O produto de inércia quantifica a

nao simetria na distribuicdo da massa em relacao a um par de eixos.
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2.3. Centro de Massa

O centro de massa G de um corpo rigido (agregado de particulas) € o ponto onde o momento de

um sistema de forcas paralelas associado tem valor nulo. O centro de massa
(G — O) =x,1+yg ] +2g k de um corpo com particulas P; com posi¢do (Pl. — O) =7, em relagdo

a O e massa m; ¢ determinado por:

)

(G-0)=2L" (1)

m;

Para um corpo de massa total m a posi¢ao do centro de massa (G — O), descrito num sistema de

coordenadas cartesianas Oxyz a expressao se simplifica:

_2am @)

—

G=0+x,i+y,j+z.k 3
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3. TEOREMA DA RESULTANTE

A mecanica Newtoniana esta baseado em trés leis que sdo validas para referenciais fixos ou em
movimento uniforme. Estes referenciais sao chamados de inerciais ou newtonianos. A primeira

lei de Newton estabelece que uma particula mantém sua quantidade de movimento se nao houver

acdo de forgas sobre ela. Isso implica que para massa invariante F=0 > V(t)=cte.

Para uma particula de massa constante submetida a resultante de um sistema de forgas
R(t) = ZFI observando a segunda lei de Newton, tem variagdo proporcional da sua quantidade

de movimento:

d . d({ = d - d - dv () _ _

—p)y=—\m-V@))=—m-V(E)+m-—V()=m- =m-a(t)=F(¢ 4

dtp() dt( ()) 7 (1) 7 (t) (H)=F(1) 4
Para um agregado de particulas P; de forcas ativas e reativas 1:“l ;= -F ., (internas — Principio da

Ac¢do e Reagdo da terceira lei de Newton) e forgas externas somadas resultam em:

N

n n n
mi .ai — Eext +F;1nt = m. a — F;ext + Emt — F;ext (5)
i=1 i=l1 i=l1

I
—_

Utilizando a propriedade de centro de massa e suas derivadas temporais:

resultando finalmente o que ¢ chamado de Teorema da Resultante (7R) ou segunda Lei de

Newton.

m-C—Z’G:ZF}ext:R (7)
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Portanto, tudo se passa como se o centro de massa G se move como um ponto material de massa

total m sujeito a resultante R das forgas externas a ele aplicada.

Exemplo: Dindmica Movimento Circular

Considere uma particula P de massa m com movimento circular com velocidade tangencial V,
constante amarrada num fio ideal de comprimento L fixado na articulagdo no ponto O, conforme
ilustrado na Figura la (similar a uma boleadeira). Determinar a forca 7 no vinculo O e o angulo

@ de equilibrio?

DFCL

a) |b)

Figura 1 — Dindmica da Particula

Resolucido: a) Sistema: particula de massa m. b) Referencial, base e polo: base moével
intrinseca Pi7 k solidaria a particula. c) Diagramas: DVC e DFCL conforme Figura 1b.

d) Teoremas: Campo de velocidade e aceleragdo e TR. Para a trajetoria circular tem-se:
V,=V,+&A(P-0)= O+a)l€/\L(—cosﬁf—senHI€): LocosBu

dp =d, +E)/\(P—O)+(?)/\[(?)/\(P—O)]=6+6+w2Lcosﬁf

mi,=y F = ma)chosﬁf:T(cosﬁﬂsen@l;)—mglg
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mag. =0 ac; =0
ma’Lecos@=Tcosd = {T=mlLwo’ (Note que o fio tem inclinagio 6)

_ m
T'sen@=mg 0 =arcsen S = arcsen—= 5
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Exemplo: Movimento Circular

A cruzeta OABP de massa desprezivel, restringe a massa m na extremidade P, a uma distancia L
do eixo, a girar com velocidade angular @, conforme mostrado na Figura 2a. Determinar as

reagoes dindmicas nos mancais A ¢ B.

-V P m
_FC?
-a B l
c =, | B L
L s F, ¢
I //// VB =0 ,5)
-7 d B
P e
) Ra |
o/;) // I
A VA =0 |
(b) DVC | (¢) . DFCL

Figura 2 -Movimento Circular de Corpo Excéntrico

Método de Resolucio: a) Sistema: O sistema ¢ constituido por uma massa excéntrica vinculada
a cruzeta que gira em torno do eixo AB. b) Referencial e Polo: Adotando o referencial fixo
centrado no pdélo O com sistema de coordenadas Oxyz movel solidario ao sistema (ou seja
girando junto com o sistema), a posi¢cao P da particula, fica definida pelas coordenadas L na
direcdo z. c) Diagramas: Fazendo o diagrama de forgas sobre o corpo livre (DFCL) a massa fica

sujeita as forcas centripetas devido ao vinculo da cruzeta que recebe a reacao centrifuga e as
reacdes dos mancais R L e EB. d) Teoremas: Utilizando a formula de campo de aceleragdes da
cinemadtica, obtém-se para o corpo P:

dp=d,+oOA(P-0)+dA[@A(P-0)]=0+0+w0i /\(a)z7 AL, E): —~Lw’k que é a aceleragio
centripeta, conforme apresentado na Figura 2b.

d) Teoremas: Aplicando o teorema da resultante (7R) no corpo, observando o DFCL

apresentado na Figura 2c e desprezando a a¢do gravitacional, obtém-se as reagdes dindmicas:
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m-&zZﬁzﬁAJrﬁBwng = -m-Lo*k=Ak+B. k-mgK = A +B =-m-Lo* =

z z

M, =(A-O)AR,+(B-O)AR, = M,=d-A.+d-B.=0 = A =B.=-m-Lo*/2

Note que a excentricidade da massa produz forgas em fase nos mancais. Tal for¢ca pode ser
anulada compensando a excentricidade com a introdugdo de uma massa idéntica, mas em
posicdo oposta (o centro de massa passa a coincidir com o eixo de rotagdo), balanceando o

sistema.
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Exemplo: Sistema Massa-Mola

Considere uma particula de massa m se movimentando sobre um plano sem atrito submetida a

uma forca externa F(t) e vinculada a extremidade de uma mola de rigidez k. Tomando o
referencial Oxyz com a forca gravitacional orientada para baixo na diregdo Ok , conforme
ilustrado no Diagrama de Forcas sobre o Corpo Livre apresentado na Figura 3b, tem-se do

Teorema da Resultante (7R) que m-a, :ZF “, sabendo que a forgas de mola ¢

F =-k (x—xo) resultando em:

m-x=F(@t)-F,,, mi+k(x—x,)=F(t)
m-y=0 = y=0

m-Z=N +N,-mg=0 N, + N, =mg

A expressdo mi+kx=0 quando xo ¢ o comprimento livre da mola, ¢ a conhecida como

equagao diferencial de segunda ordem em x do sistema oscilatorio massa/mola livre.

%
2 F Ak F
> —> —
K G Fu
X i

mg

¢ towl
Sistema g N, N,
Massa/Mola DFCL

Figura 3 — Sistema Massa-Mola

A resolucdo de uma equagdo diferencial de segunda ordem, homogénea (sem for¢camento
externo) a termos constantes (escalares m e k) ¢ obtida pela observagdo de um movimento
oscilatério do sistema quando retirado da posi¢ao de equilibrio. Portanto considera-se que uma
possivel solucdo ¢ um movimento de oscilacio harmonica. Uma funcdo harmoénica oscilatoria

pode ser representada por x(¢) = X -sen(w¢?). Utilizando esta fungio e sua derivada segunda em
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relagdo ao tempo ¥(7)=-w’ X -sen(a)t) na equacao diferencial obtém-se o valor da frequéncia

natural de vibrar do sistema, sendo portanto uma possivel solugao:

mi+kx=-mao*Xsen(wt)+k Xsen(wt)=0 = (—af +£szen(wt):O =

m
A L2 N L cz)z\/E
m m m

3.1. Referencial Movel

A equagao fundamental da dindmica deve ser modificada quando se considera um referencial

ndo fixo. Da féormula de composicdo e movimentos tem-se que:
a, =da,+a, +a (8)

Observando a segunda lei de Newton, que € valida apenas para referenciais fixos (Newtoniano ou

inercial), mas expressando os movimentos em um referencial mével, tem-se que:

Y

m-a,=F-m-a, -m-a,, 9)

7

Chamando de forcas “ficticias” de arrastamento e complementar, devido ao referencial mével

como: F_=-m-a e F._=—-m-a

arr arr com com

obém-se a equacdo de movimento expressa em

referenciais ndo inercial:

m'c_irel = F+Farr +F;0m (10)

Ver exemplos de furacdo e langamento de pedra dentro de poco em Franga (2011) capitulo 9.2.
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3.2. Sistemas de Massa Variavel

Um sistema de massa varidvel que se movimenta com velocidade constante V' (f) deve

considerar que a massa expelida (ou admitida), tera uma velocidade propria sz :(17—/,7).
Observando a segunda lei de Newfon, a variagcdo da sua quantidade de movimento p(¢) ¢

proporcional a forca motora ativa aplicada, na dire¢ao da linha da forga:

d v _d( e (7o 4y
Ep(t)—dt(m V(1) dtm(V afe)+m T .

%p(z)=&)+ﬁ onde ®=—rm-V

rel

Ou seja, quando um foguete expele “x” quilos por segundo de combustivel a velocidade relativa

[i, havera uma forca ativa de empuxo dada por: @ = - (,D - 17).
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4. TEOREMA DA ENERGIA CINETICA

O Teorema da Energia Cinética (TEC) ¢ ferramenta util para a determinagdo de velocidade de
particulas e agregados quando submetidos a campos potenciais. Também ¢ util para a

compreensdo da forma como a matéria ¢ distribuida no corpo (matriz de inércia).

4.1. Trabalho e Energia Cinética

A ENERGIA CINETICA de uma particula e de um agregado de “n” particulas, que é uma

grandeza escalar, ¢ dado por:
T:%sz e T==>ml’ (12)

Diferenciando a expressao da energia cinética de um corpo rigido, com respeito ao tempo,

_Z —l_ En ]/ 2 —l En _ .]/ . —l En ]/ ._]/ . + ]’/ .I/ [pe—
t = t : I’I’li i : t( i i) I’I’li : 2( i t l-j mi ( i l) tml (13)

Assumindo a invariancia da massa do corpo rigido, o ultimo termo se anula resultando em:

=
=
N

. F A = d—T:P
dt

?ﬂ
Il
=i
Q
3
Il
=
~
Il
o

(14)

S
i
i
i

que ¢ a poténcia P das forgas elementares aplicadas em cada particula. Relembrando da

expressao da poténcia:

av]
Il
’?jx
<
1l
ST}

7 - P-dt=F-di=dw (15)

S
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que é o trabalho elementar dW da forga F percorrendo o deslocamento d 7 . Integrando ao longo

do tempo e considerando o trabalho das forcas internas e forgas externas:

a7

ot dt:jt:Pdt:.[: aw = .[:dT: ;‘ AW + ,: AW (16)

Para o caso de forcas internas de agdo e reagdo a variacao da energia cinética ¢ igual ao trabalho

realizado apenas pelas forcas externas entre os instantes considerados [, #]:

Tl _TO = VV(ZCI:tl) + VV(itzt:tl) = VV(ZCI:tl) (17)
AT =W (18)

Para o caso de um conjunto de corpos com vinculos conservativos (trabalho das forgas

vinculares nulo), obtém-se:

DL =D T = Wt w2 W = D Wik, (19)

AT =W (20)

(ty=1)

Portanto a variacdo da Energia Cinética ¢ igual a variacdo do Trabalho de forgas potenciais

entre dois instantes.



DINAMICA 17

4.2. Teorema da Energia Cinética

Considere um corpo rigido com movimento genérico de roto-translagdo com velocidade V, e

velocidade angular @ . Considere ainda um referencial mével solidario ao corpo no ponto O,
com o sistema de coordenadas tri-ortogonal xyz, conforme mostrado na Figura 4. A ENERGIA

CINETICA T do ponto material P; de massa m; localizado na posi¢io (E — O):Fi , que ¢ uma

grandeza escalar, e para o corpo como um todo (somatério), sao obtidas de:

T =—m, V> e T==>m-V?* 21
i =5 Z (21)

€1

Figura 4 — Movimento do Corpo

A velocidade de qualquer ponto ﬁl do corpo ¢ dado pela féormula de campo de velocidades

V.=V, +@&A¥. que substituindo na expressdo anterior resulta em:
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T=13m (7, +an7f (22)

Note que a formula de campo de velocidade vale para qualquer ponto i pertencente ao corpo
rigido (ou extensdo ideal do corpo). Expandindo o termo quadritico entre paréntesis da

expressao anterior, obtém-se trés termos descritos a seguir:

T:(% y mi-V;j+(%imi-2VO(J)/\ﬁ)j+( y ml.-(c?)/\?i)zj (23)
i=1 i=1 i

1 1= 1
—Zm,-ngag m:Em-Vg (24)

que ¢ a energia cinética do corpo de massa total m devido ao movimento de translagdo V.

Para o segundo termo tém-se:

—
=
=
=

—Zmi-2l70((?)/\77;):0 mAOAF)=Vy-dAY m,-F (25)

relembrando do momento de primeira ordem: (G—O)-m=2mi -7, correspondendo a

propriedade do centro de massa obtém-se para o segundo termo o escalar:

=

V-~ m-F=mV,-&AG-0) (26)

. 1 Z - ~\2 . -~ = irs = "N -
Para o terceiro termo —Zmi -(a)/\ ri) , considerando a posi¢do ¥ =xi +y j+zk e avelocidade
i=1

angular descrita na base mével como @=w,i +®, j+®, k , realiza-se inicialmente o produto

vetorial do termo entre paréntesis:
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(& A

X

k
):a)x @ a)z:(a)z-xl.—a)x-zi)]+ (27)

Fazendo o produto escalar correspondente ao quadrado de cada termo, recuperando o somatorio

dos elementos de massa m; e rearranjando na forma matricial obtém-se:

e e 2 2 2 2
(a)y-zi—a)z-yi)z -(a)y-zi—a)z-yi)z =] -z —2-a)ya)z-yizi+a)z Y;

= = 2 2 2 2
(a)z-xi—a)x-zi)]-(a)z-xi—a)x-zi)] =, -Xx; -2-0.0, X2+ 2z (28)

7 7 2 2 2 2
(a)x-yi—a)y-xi)k-(a)x-yi—a)y-x,.)k:a)x -y —2-a)xa)y-xiyi+a)y-xi

Zmi(yiz +Zi2) _Zm[x[yl _zmixizi x
_'[a)x o, a)z]' _Zmiyixi Zmi(ziz +xi2) _Zmiyizi | @Oy (29)

_Zmizixi _Zmiziyi Zmi(xiz +yi2) .

S

S

S

ou de forma compacta:

1 n o 1 X Xy Xz X 1
5 . mi ’ (CU A i )2 = E [a)x a)y a)z - Jyx Jy - Jyz a)y = E [a)]t [J]O [a)] (3 0)
! ~J., —J, Jz ||

Este ¢ o termo de energia devido a rotacdo do corpo. A matriz [J]o ¢ quadrada, simétrica, de
ordem 3, denominada Matriz de Inércia que retrata a forma como a massa ¢ distribuida no
corpo em relagdo ao sistema de coordenadas Oxyz. Os termos quadraticos na diagonal principal
sdo denominados Momentos de Inércia em relacdo a eixos e os termos fora da diagonal sdo

chamados de Produtos de Inércia em relagdo a pares de eixos coordenados.

Finalmente montando os trés termos escalares denominados: energia cinética de translagdo,

termo cruzado e termo de rotacdo, obtém-se o escalar correspondente a Energia Cinética do

solido:
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TZ%mVOZ+m170-@A(G—O)+%[&)]’[J]O[a)] (31)

Retomando a expressdo do trabalho AT =W*' para condigdes inicias nulas, escreve-se o

Teorema da Energia Cinética (TEC) como:

1 S It v ext
SmVo +mlo-0n(G=0)+ o] ]|w]=W (32)

Casos particulares:

a) Se a escolha das coordenadas auxiliares tiver a origem coincidente com o centro de

massa (O = G), a expressao da Energia Cinética se reduz a:
1 , lp oy
T =-mVg +- ol ksle] (33)

ou seja, a Energia Cinética medida em relacdo ao centro de massa G, ¢ composta de duas

parcelas associadas ao movimento de translacdo e outra a0 movimento de rotagao.

b) Se o polo escolhido for fixo ¥, =0 entdo:

7= {0l L fo] (34)

ou seja, a Energia Cinética contem apenas termo devido a rotagdo. A Energia Cinética pode ser
medida em relag@o a qualquer ponto do corpo ou extensdo ideal (movimento solidario ao corpo)

resultando sempre no mesmo escalar e, portanto, independe do polo escolhido.
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Exemplo: Disco rolando - TEC

Um disco homogéneo de massa m e raio R rola sem escorregar sobre um plano, acionado por um

momento externo M e retido por uma forga externa F,, =—Fi , conforme mostrado na Figura

ext

5. No instante inicial o disco possuia velocidade angular ey e estava na posi¢cdo x,. Calcule a

velocidade angular @(¢) em fungdo da posic¢do x(t), a aceleragdo angular @ e as forgas externas

que agem sobre o disco.

. A = .

ml

\/

Figura 5 — Disco Rolando sem escorregar

Método de Resoluciio: a) O sistema ¢ composto por um disco de massa m, raio R de centro em

G, com rotacdo @=w j acionado pelo momento externo M e retido por uma for¢a externa

—

F,, =-Fi.b)Base Oxz fixa e pélo em G. c) Diagrama de velocidades e de forcas conforme

Figura 6. d) Teoremas: TEC.
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AT

Figura 6 — Diagramas de Velocidade e de For¢a

Para determinar a velocidade do centro de massa utiliza-se da formula de campo de velocidades,

considerando que o rolamento ocorre em torno do ponto C sem escorregamento,
V.=V.+&~r(G-C)=0+w AR k = Rwi . Considerando o polo em G (termo cruzado nulo), a

energia cinética ¢ composta da parte translacional acrescida do termo rotacional por:

Tzémﬁé mV, -@A(G—0)+%{w}T[J]G{a)} ou
J, 0 0] (o

T=-mRoif+={0 o 0f| 0 J, 0|lo} = T=—mRw+-J,&
0 0 J.|.|0

para J;, :%mR2 = T=%mR2a)2

O trabalho realizado pelas forgas externas é dado por: W' = Z( I " F“, -dﬁ) para deslocamento

i=1 N0
- t — - f - = f -~ = f - T
xi eponto C fixo: W = [" —mghk-dxi+[ Nk-dC+| F,i-dC+[ ~Fi-dGi+| M-d6
0 0 0 0 lo

W =-F.x+M-6. Utilizando o TEC = AT=T-T,=W" e x=6-R, obtém-se:
3 4 (M
“mR*&* =—F-x+M -0 > o'=0,+—|—-F (x—x,)

4 3mR*\ R

Derivando com respeito ao tempo e sabendo que X =V, = @R
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2wi=0+—— (M _ply o o= (Y p
3mR* | R 3mR\ R

As forgas de contato no ponto C podem ser determinadas utilizando o TR: ma, = 21:“ “eo

diagrama de forgas sobre o corpo livre:

) ] ) oM F
e (o Ve (o N= F,=-"-"
m-@Ri =(-F-F,)i +(-mg+N)k = = | 3R 3

Exemplo: Bloco deslizando - TEC

Considere o bloco B de massa m desliza sem atrito na vertical guiada
pelo eixo fixo OB. A barra AB esta articulada em 4 a barra OA4 que
gira com velocidade angular @ = Ok ao redor de O que ¢ fixo. As
barras OA ¢ AB possuem massa m € comprimento L, conforme
ilustrado na figura ao lado. Considere a posi¢ao inicial estacionaria do

sistema quando @ da barra 04 ¢ @ = 0". Determinar a velocidade

angular da barra AO.

Método de Resolucio: a) Sistema: ?; b) Diagramas: ?; c) Referencial e P6lo: ?; d) Teoremas: ?.

a) Determinar a posicao e velocidade do bloco B em fungdo da posigdo angular @ da barra OA;

(B—O)z(B—A)+(A—O):L(cos9]+sen6f)+L(cosﬁj+sen6’z7):2Lcos9]’ =

x, =—2L(1—-cos@); = X, =—2Lsen60

b) Determinar a Energia Cinética do bloco e de cada barra;
1.

Paraobloco B: T,=—mx;, = T,= (2mL2 sen’ 49)0)2 ;
2

barra OA com pélo em O: T,), :%m)ké +%J0a)2 :O+%(%mﬁj92 :(lmﬁja)z ;
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barra AB com polo em G :  V,=V,+dA(G-B)
VG:—)'cB]+91€AL/2(—cosﬁj—sen0f)
176:—2Lsen9a)j+L/2(cos€f—sen9]’)w:(L/2cos€)wf—(3/2Lsen6’)wj

1 1 1 (L 1 (90 11
Ty=—mV;,+—J,,0 =—m| —cos’ 0@ |+—m| —sen’ " |+—| —mL’ |’
S A 2(4 27\ 4 2\12

2 2

T, = n;i (3 cos’ @+27sen’ 9+1)a)2 _3mL

(0052 6+sen’ 6 +8sen’ 9+1/3)a)2

Para 0 sistema resulta

T =2ml’ sen’ 0’ +%mLza)2 +%mL2 (1+6sen® O)® = %mLz (1+9sen” 0)w’

c¢) Determinar o Trabalho das forgas externas ao sistema;

24

cm:

Trabalho da forga gravitacional do bloco B: W, =-AU; =-mg-h=mg 2L(1—cos#); trabalho

do centro de massa da barra OA : W,, =-AUG,, =mg-h; :mg%(l—cosﬁ); trabalho do

centro de massa da barra AB : W, =-AU; =mg-h; = mg%(l—cos 6’) =

W =4mgL(1-cos @)

d) Utilizando o TEC determinar o valor da velocidade angular da barra OA4 em fungio de 4.

AT=W" = mL (1+9sen2 6’)602:4mgL(1—cosH) = w:\/lzg( 1—cost29 j
3 L \1+9sen” @
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5. PROPRIEDADES DO CORPO RIiGIDO

5.1. Momento Polar de Inércia

Seja o sistema § de pontos materiais (P;, m;), onde i = 1, 2,..., n um agregado rigido de

particulas, conforme mostrado na Figura 7. O Momento Polar de Inércia (momento de segunda

ordem ou massa vezes distdncia ao quadrado) em relagdo ao polo O, ¢ determinado pelo escalar

Jo tal que:

Jo=Sm =Y m-(P-0) (35)

ﬁ
ri=(P;-0)

Figura 7 - Momento Polar de Inércia

Portanto para cada ponto material P; de massa m; , com distancia 7, =x,i +y, j +z, k a origem

0, tem-se:

Jo=3m x4 37 422) (36)

i=1
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Pode-se também reduzir cada elemento material a uma particula de massa dm e integrar ao longo

do volume do corpo S conforme:

Jo= Idm-(P—O)Z: Idm-(xi2+yi2+zi2) (37)

corpo corpo

Pode-se provar que: 2J,=J +J +J,

5.2. Momento de Inércia em Relagcéao a Eixo

Seja o sistema § de pontos materiais (P, m;), i = 1, 2,..., n um agregado rigido de particulas,
conforme mostrado na Figura 8. O Momento de inércia J; (momento de segunda ordem) em

relacdo areta 7 = ru passante pelo ponto O, ¢ dado pelo escalar:

J, =Y m-d; (38)
i=1

Figura 8 - Momento de Inércia em relacio a um eixo

Portanto para cada ponto material P; de massa m; com distanciad; areta ¥ =ru tem-se:
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d,=(P-0)seng = |d,-|=|(A—OX|ﬁ|-sen6’l.

Z=(p-0)nif = J =Ym[(P-0)nal (39

1

Para um agregado indeformavel de particulas (corpo rigido) os momentos de inércia descritos

num Sistema de Coordenadas Cartesianas Oxyz resultam na seguinte forma:

n

o= mi'(y,-2+zz'2) Jyyzzmi'(ziz_i_xiz) JZZ:Zmi-(xl.z—l-yiz) (40)

i=1 i=1 i=1

A forma como os momentos de inércia sdo organizados foi vista na deducdo do Teorema da

Energia Cinética (TEC) apresentado no 4.2.

(13

Propriedade: Chama-se Raio de Giracao i; 7 do sistema § em relacdo a reta ¥ =ru, o

escalar positivo, tal que:

J,=M-ii onde M=) m, (41)

i=1
Propriedade: para sistemas planos (z;=0) = J,=Jy+J

Exemplo: Determine a aceleragdo angular @ da cruzeta OABP,P, de massa desprezivel, com
duas massas m nas extremidades P; e P,, quando submetida a um bindrio de forcas externas F) e

F;, (portanto momento M), conforme mostrado na Figura 9a.
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A" - Py N
V4
_ac 'Fc
— / jfB +L I I
[ | |
o . pveL | pFcL ('%
W) e |
A \ ﬁ -L ae F
L @ c
P F. Vi F
(a) 2 Q 2 (b) P (c) m

Figura 9 — Exemplo de Momento de Inércia

Método de Resolucdo: a) Sistema: O sistema ¢ constituido por duas particulas de massa m,
vinculadas e pela cruzeta que gira em torno do eixo 4B5. b) Referencial e Pélo: Adotando o
referencial inercial centrado em O com sistema de coordenadas Oxyz, a posi¢cdo P; e P, de cada
particula, fica definida pelas coordenadas +L e —L. na direcdo z. ¢) Diagramas: Fazendo o
diagrama de forgas sobre o corpo livre (DFCL) cada massa fica sujeita as forgas centripetas
devido ao vinculo da cruzeta e a forca do binario externo. d) Teoremas: Utilizando a formula de

campo de aceleragdes da cinematica, obtém-se para cada particula P;:

G,=d,+o~(P-0)+dn|or(P-0)]
ap, =0+a)fALl€+wa[waL/€]

' B} 42
G, =—Loj+oi Al-Lwj)=-Laj- Lo’k (2)

d, =-a,j—a,k=—Loj- Lo’k
Tangencial Centripeta

que sdo as componentes de aceleracdo tangencial e centripeta, conforme apresentado na Figura

9b.

d) Teoremas: Aplicando o teorema da resultante (7R) para cada particula e observando o DFCL

apresentado na Figura 9c e desprezando a a¢do gravitacional, obtém-se,

m-a =y F=-Fj-Fk e ma=yF=Fj+Fk (43)
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O momento angular em torno do ponto O pode ser determinado pré-multiplicando vetorialmente
os dois lados de cada expressdao por (ng /\) e (—ng /\) respectivamente. Considerando que as
forcas centripetas F, se anulam, resulta em:

Lkam-d, =Lk A=F)j+Lkn(-F)k=LFi a4)
—LkAm-d,=—Lk AF,j—Lk AF.k=LF,i

Utilizando as aceleragdes de P; determinas anteriormente e considerando o sistema completo

composto pelas duas particulas, portanto, somando as equagdes obtém-se:

.\ Lkaml-Loj-Lo*k)=LFi
~Lk am(Léoj+ Lo k)= LF, (45)
@m)-oi =2LFT =  J o=M,

Portanto o momento de inércia J,_ =2mL’ (de maneira similar a inércia da massa) ¢ a quantidade

associada com a aceleragdo angular @ produzida devido a a¢@o de um binario de forgas M, .

Alternativamente, verifica-se também que o variagdo do momento da quantidade de movimento
=~ d A - . .
p= E(2m . V) ¢ igual a0 momento externo M, aplicado ao sistema:
N Lki\m-(—.l/']j)=LEf
—LkAm-V,j=LF,i (46)

(P-O)A2m-V=2LFT = (P-O)np=M,



DINAMICA 30

5.3. Produto de Inércia

O produto de inércia em relacdo a pares de eixos, de um conjunto agregado de particulas de

massas m; , por defini¢do, ¢ dado por:

=
=
=

J.o=J_ =) m -z -x 47)

O significado fisico do produto de inércia estd associado com a simetria de distribuicdo das

massas de cada particula em torno do centro de massa. A forma como os produtos de inércia sao

organizados foi vista na dedu¢ao do Teorema da Energia Cinética (TEC) apresentado no 4.2.

Efeito do Produto de Inércia

Considere agora o sistema com duas massas m presas nas extremidades P, ¢ P, da estrutura
ABP\P,, deslocadas entre si de uma distancia 2d ao longo do eixo AB com distancia 2L e
girando com velocidade angular @&=wi constante, conforme ilustrado na Figura 10a.

Determinar as reacdes nos mancais 4 ¢ B.

| DvC DFCL ct
-V P, :
>
L Vg=0
L o B
0]
| |
w | ac2
|
AO L I
—
Vi=0 IPz Vio
|
(b) ' (c)

Figura 10 — Efeito do Produto de Inércia
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Método de Resolucao: a) Sistema: O sistema ¢ constituido por duas particulas de massa m,
vinculadas e pela cruzeta que gira em torno do eixo 4B. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de
forcas sobre o corpo livre (DFCL) cada particula fica sujeita as forgas centripetas devido ao
vinculo da estrutura. c) Referencial e Polo: Adotando o referencial inercial centrado em O com
sistema de coordenadas Oxyz movel solidario ao sistema a posicao P; e P, de cada particula, fica
definida pelas coordenadas +L e —L na direcao z. d) Teoremas: Utilizando a formula de campo
de aceleragdes, obtém-se para cada corpo P;:

dp =d, +cf)/\(P—0)+c?)/\[6?)/\(P—0)]= 6+6/\Li k+woi A [a)z?/\Ll. IEJ =

ap = i A —Lia)j)z iLia)zlg que ¢ a aceleracdo centripeta necessaria para cada particula
percorrer a trajetéria circular em torno do eixo AB , conforme apresentado na Figura 10b. A
reagdo sobre a estrutura ¢ obtida do TR: m; -a, =+m, -Ll.a)zlg . Considerando a estrutura ABP, P,
em equilibrio e calculando o momento em relagdo ao pédlo O, utilizando o DFCL apresentado na
Figura 10c e desprezando a agdo gravitacional, obtém-se,

My=S (P-OAF =(di +LE)NF, k—(di +LE)A(-F,)E+Li AR, ~Li ARy =0 =
My=-dF,j—dF,j+ (LAy k - LA, ])— (LBy k - LB, ]): 0. Tomando apenas a componente
do momento na dire¢do j , obtém-se: (2 mdL)a)2 j=-LA. j+LB.j queé o binrio de forcas
reativas nos mancais 4 ¢ B separados de 2L necessario para conter o movimento centripeto das

massas, separadas pela distancia 2d. Note que o termo: 2mdL =J _ corresponde ao produto de

inércia € o bindrio tem a dire¢do do plano formado pela estrutura. Para que as posi¢des das
particulas sejam constantes ¢ necessario utilizar um sistema de coordenadas Oxyz auxiliar que

seja solidario a estrutura.

5.4. Matriz de Inércia

A matriz de inércia mede a distribuicdo da massa de um corpo em relagdo a um sistema de eixos

coordenados, para um conjunto agregado de particulas, sendo por definicdo dada por:
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n
Zmi'(yi2+ziz) _zmi'xi'yi _Zmi'xi'zi
i=1

J, -J, —-J =

XX Xy Xz

[J]0: _Jyx Jyy _Jyz = _Zmi'yi'xi imi'(ziz"'xiz) _zmi'yi'zi (48)
i=1

-J —-J J " n
_Zmi'zi'xi _Zmi'zi'yi Zmi'(xi2+yi2)
i=1

zx zy zz
L i i i=1 Jd0

Forma alternativa para determinagdo da matriz de inércia (ou temsor de inércia de segunda-
ordem) é a utilizagdio do produto escalar da posi¢io 7 =x,i + yl.]'+z,.l€ de cada particula,

expressa na forma matricial anti-simétrica (skew-symmetric):

L =SEFElm=3z 0 x|z o0 «x |m
i=1 i=1

-V X 0 Vi T 0

1

n (yi2+Zi2) —X Vi —X; Z (49)
[J]O:Zml_. -V X, (Ziz+xi2) -y, z
Tolean e ed)

Esta forma de representacao ¢ util para implementacao numérica, pois facilita os calculos.

Propriedades da Matriz de Inércia

* Simetria — devida a propria defini¢éo do produto de inéreia (J,, =J ,.);

e Invaridncia no traco — A soma dos momentos de cada eixo ¢ igual o dobro do momento

polar (J +J +J.=2J,);

e Positividade — A matriz de inércia € “positiva definida” pois os momentos sao formas

quadréticas;
€C_ 9%

e Composi¢do — A matriz de inércia de um corpo ¢ a soma de “n” partigdes;

o Para sistemas PLANOS o momento de inércia vale: J. =J +J,
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5.5. Translacao de Eixos

A translacdo de eixos paralelos ¢ um recurso muito 1util na determinacao dos termos da matriz de
inércia em relagdo a outro sistema de coordenadas. O momento de inércia do ponto material P; ,

de massa m;, expresso em relagdo a reta u# ¢ dado por:
-—Zm P (0] /\u]2 (50)

A posi¢ao do ponto material P; , conforme mostrado na Figura 11 e o0 momento de inércia em

relacdo ao eixo OX sdo:

—0)=X.1+Y.J+Z
k (G—O):az?+bj'+cl€

ox = mi-(YinrZiz): y mi-[(yi+b)2+(zi+c)2] (1)

ou seja 0 momento de inércia no novo eixo (0OX) ¢ igual ao momento de inércia calculado no

centro de massa G em relagdo ao eixo (Gx), adicionado a massa total M multiplicado pela

n n
distdncia ao quadrado dj =b’+c’ entre os eixo X e x. Note que Y m,-y,=> m, -z, =0
i=1 i=l1

devido a propriedade do centro de massa Zmi (P-G)=0.
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Figura 11 — Translacio de eixos

De forma analoga a translacio de eixos para MOMENTO DE INERCIA para os outros eixos

resulta em:

JOX:ij"'M'd)Z(x ) JOY:ij—i_M'd)%y © Joz:sz"'M'd;z (52)

Para o PRODUTO DE INERCIA do ponto material P; de massa m;, expresso em relacdo ao
centro de massa no sistema de coordenadas Gxyz € com massa total M, conforme mostrado na

Figura 11, é:

Joxy :im; XY, :imi '(xi +a)'(yi +b)
i=1 i=1

JOXY:Zn:m;'x;'y;+bimi'xi+azn:mi'yi+abimi (33)
i=1 i=1 i=1 =l

oy =J gy + M -a-b

Gxy

De forma anéloga para os demais eixos obtém-se:

Jowy =JotM-a-b 5 Jo,=Jdo.+M-b-c e J,,=J, +M-c-a|ss

Gxy Gyz
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Exemplo: Calculo de Matriz Inércia

Considere o dispositivo com duas barras de massa m e comprimento L que estdo ligadas a um
eixo de massa desprezivel que gira sobre dois mancais 4 e B, conforme ilustrado na Figura 12a.
Determinar a posi¢do do centro de massa G do sistema e a Matriz de Inércia em relagdo ao polo

0.

(b) z A Plano Oxz
L, m
L G2
X A L, m B
- D O 0
Gy
X (0] L,m
- O D
A G, B
L
L,m
(a) (c) Gy Plano Oxy

Figura 12 — Rotor excéntrico e assimétrico e Planos de Observacgio

Resoluciio: a) Sistema: sistema composto por duas barra de comprimento L ¢ massa m ¢ €ixo
suporte de massa desprazivel. b) Base e Polo: Oxyz. c¢) Diagramas. Planos de observagdo d)

Teoremas: Momentos, produtos e transporte. Considerando a simetria ao longo do eixo x, o

centro de massa ¢ obtido por: yG:% = yG:%zé e
m, m+m
zcz%zé - (G—O)=§(j‘+l€):(0 L/2 L/2)

Os momentos de inércia séo obtido pela adigéo das barras: J, =J; +J; = 2ml’
T 2 T 2 1 2 1 2 2 2 5 2
Toy =T, +m-a2 )+(T,, +m-dyy):§mL +omL +m-(L+L /4)=§mL =J, .

Os produtos de inércia sao obtido pela adigdo das barras utilizando o transporte de eixos
paralelos, conforme identificados na Tabela 1 e ilustrado no plano Oxz na Figura 12b e plano

Oxy na Figura 12c:
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Tabela 1 — Localiza¢ao dos Centros de Massas das Barras

ITEM / COTA xG (a) yG (b) zg (¢) Obs.:
Barra A L/2 L 0 Gy
Barra B -L/2 0 L Gy

Sou szvy+mab:[0+m'§-L}+ O+m-[—§j-0}:lmﬁ

Jo =D g +mbc=[0+m-L-0]+[0+m-0-L]=0

S 0xx szc;zx+mca={0+m-0-§}+ O+m-L-(—§H:—%mL2

Portanto a matriz de inércia em relagao ao polo O, resulta em:

J. —J, —J. 2 —1/2 1/2
Ul =|-J,. J, —J.| =ml-|-1/2 5/3 0
-J, -J, J /72 0 5/3

zx z z o L 0
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5.6. Momento de Inércia em Torno de Outro Eixo

O momento de inércia pode ser descrito em relacdo a outro eixo com orientagdo u a partir da
matriz de inércia determinada no sistema de coordenadas Oxyz. Para determinar como o
momento de inércia se altera quando expressa em relagcdo ao eixo Ou, considere cada ponto
material P; do corpo e o versor unitario u# que descreve a direcdo de outro eixo, conforme

ilustrado na Figura 13, com vetores descritos por:

; (55)

Figura 13 — Momento de Inércia em Rela¢do ao Outro Eixo

O momento de inércia em relagdo ao eixo Ou ¢ dado por:

Joi =S m,-[(B-0)nii] (56)
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Resolvendo o produto vetorial, o quadrado e voltando na expressdo do momento de inércia,

obtém-se:
(R—O)/\ﬁ:(xif+yi]+zil€)A(uxf+uyj—i—uzlg)
(Pi_O)/\’Z:(yi U, -2z .uy)z+(zi 'ux_xi'uz)j+(xi U, =i ux)/;

~ -\
(./\u) = zf+yl.2)ui+(zl.2+x,.2)ui+(yi2+xi2)uf—2xl.yiuxuy—2yiziuyuz—2zixl.uzux (57)

Jou = Sm (B -O)nTT

2 2 2
Joi =Joctty +J g u, +J o, —2J0xy uu, —2J0yz uu, —2J . uu

Utilizando a notacdo matricial para o versor unitario {u} = {ux u, u, }' resulta na forma:

JOx - JOxy - JOxz ux
T =, w, w) | =Jon  Jo —don| u, (58)
- JOzx - JOzy JOZ 33 uz 3x1
ou simplesmente o escalar:
t
Joq = {uf [J], {u} (59)

ou seja para se obter o momento de inércia em relagdo a outro eixo com dire¢do Ou , a partir da

matriz de inércia descrita em relagdo a um sistema de coordenadas Oxyz, basta pré e pds-
multiplicar pelas coordenadas do versor unitario do novo eixo. Note que 0 ESCALAR obtido

corresponde a momento de inércia em relagao ao eixo Ou .

5.7. Mudanca de Sistema de Coordenadas

Em alguns casos pode ser interessante expressar a matriz de inércia em relagao a outro sistema
de coordenadas (outra base). Vamos verificar como a matriz de inércia calculada na base OE,

identificada pelos versores (él, é,, 53), se altera quando descrita na base OX identificada pelos
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versores (X,, X,, X, ), conforme ilustrado na Figura 14. Em particular o versor ¥, tem posicdo

descrita em relagio a base OF segundo as projegdes do versor X, sobre os eixos (&, é,, &, ):

)?1 = (;Cl 'él)él +(5C.1 'éz)éz +(551 '53)53 (60)

O produto escalar dos versores unitdrios ¢ ()?i-éj):|)fi|-‘éj‘-cosai ;  portanto

X, =Ccosa,, € +Cosa, €, +Cosa,; &,

X3 a3

0 E

a12

E
1 a1

X1

Figura 14 — Base Rotacionada

De maneira similar para os demais versores, obtém-se um somatorio ou na forma matricial

resulta em:
X x, cosa,, cosa, Ccosa, | |e
xi:Zcosa[j-ej & X, =|cC0sa,, C€OSQ,, COSU,, |-1e,r < {X}:[R]{E} (61)
Jj=1
X, COSa;, COSQ;, COSy; | |e

onde a matriz [R] ¢ a matriz dos cossenos diretores

()?l-él) ()?1-52) ()?1-53) cosq,, cosqa,, COSc,
[R]= (fz'él) (552'52) (552’53) =|COSQ,; COS@,, COSUy; (62)

()?3-51) ()?3-52) ()?3.53) coSQ;, COSt;, COSs;
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Considere agora dois vetores p e g expressos na base OX e relacionados entre si por uma matriz

[A] de forma que {p},, =[4],x -{¢ },. Busca-se determinar a matriz [4],, correspondente a

transformagdo de base [R] (Pesce, 2001). Pré-multiplicando a expressdo anterior pela

transformagdo de base [R] e introduzindo a matriz identidade [/] de ordem 3, obtém-se

[R]' {p }OX = [R]'[A]OX '[]]'{q }OX (63)

mas [I]=[R]"-[R] e substituindo na expressio anterior resulta em:

[R]' {p }OX = [R] [A]OX '[R]il -[R]-{q }OX

(64)
{7 Jor =ldbe{aor onde [l =[R]-[loy - [R]"

Considerando que a matriz a ser transformada seja a matriz de inércia [J]og € que a matriz de
. -1 T A . .
mudanga de base ¢ ortogonal [R]" =[R]" obtém-se a nova matriz de inércia calculada no base

rotacionada como:

[J]OE — [R] [J]OX ) [R]T ou [J]OX ~ [R]T ) [J]OE ) [R] (65)
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Exemplo: placa quadrada

Uma placa quadrada tem sua matriz e inércia descrita em relacdo ao centro de massa G

considerando o sistema de coordenadas simétrico Gx conforme suas dimensdes por:

Lmh2 0 0 |
12 1
[J]le=| © Emb2 0
1
0 0 —ml\h* +b°
i 12 ( )JGX

Para determinar a matriz de inércia em relacdo a um novo sistema de coordenadas Gg

rotacionado do angulo € determina-se a matriz de rotacdo para transformacao de base.

b

m
€1
=
h e3 P2 X1
X3 >
G
b

Figura 15 — Rotacio de Base

Resolucio: a) Sistema: placa quadrada de lado b e massa m; b) Base e Polo: base GX
rotacionada para GE. d) Teoremas: Matriz de Rotacdao de Eixos. A matriz de inércia da placa

retangular ¢ dado por:
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—mb* 0 0
12
para uma placa quadrada: h=b [J ]GX = 0 émb2 0
0 0 lmb2
L 6 dGX

e identificando a para rota¢do @ de eixos [R], obém-se no sistema GE a nova matriz de inércia:

[J]GE = [R] [J]GX '[R]T :
cosd —send O
[R]= send cosd O

0 0 1
1 0 0 L 0 O
cos¢ —send 0| |12 | cosd send O 12 |
[J],; =mb*-|sen® cos® 0| 0 o 0| |-send cos@® O|=mb’-| 0 o 0
o 0 1 1 o 0 1 1
0 — 0 -
L 6_GX L 6_

Verifica-se, portanto que a matriz de inércia da placa quadrada nao se modifica para variagao

angular @ dos eixos coordenados, portanto possui simetria neste eixo.

Exemplo: hélice com trés pas

Um sistema com trés massas m concentradas numa distancia R a 120° cada (similar a um hélice
com trés pas) tem os momentos e produtos de inércia descritos em relacdao ao centro de massa G

considerando o sistema de coordenadas Gy , conforme:
Jo=mR +2m(RI2f =3mR* 12 1 J, =2m(RV3/2f =3mR*/2 i J.=3ms?

J,=mR-0+m(R/2)-RVZI2)sm(-R/2)-RVZ/2)=0 3 J.=0 ; J.=0

yz
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X
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_ -(:')-,:

g 0e 30°

~
~
AN N
~

~

Figura 16 — Sistema com trés massas

3/2 0 0

[J], =mR*| 0 3/2 0

0 0 3

GX
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Para o hélice a matriz de inércia sera a integral de elementos de massa dm ao longo da superficie

, .. 2 . . . o, . . ~
de cada pa multiplicado por mR". Verifica-se ainda que a matriz de inércia do sistema nao se

modifica para variacdo angular € dos eixos coordenados (conforme exercicio anterior),

possuindo simetria no plano Gxy, se comportando, portanto como um disco simétrico.
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5.8. Eixos Principais e Central

Pode-se demonstrar que fixada uma origem arbitraria O, existe associado a qualquer sistema
material S, um referencial ortogonal OXYZ para o qual os produtos de inércia sdo nulos. Os
eixos deste referencial sdo chamados eixos PRINCIPAIS de inércia onde os momentos sio
chamados de momentos principais de inércia. Se a origem O for coincidente com o centro de
massa G o sistema de coordenadas ¢ chamado de CENTRAL. Para se obter uma nova base tal
que a matriz de inércia seja diagonal (produtos de inércia nulos), resolve-se o auto-problema do

sistema linear [J],{x}=4 -[I]-{x} que corresponde a determinar os trés novos eixos (auto-

vetores) para os quais a matriz [J ]0 seja diagonal (auto-valores).

5.9. Elipséide de Inércia

E possivel provar que o lugar geométrico dos momentos de inércia em relagdo a variagio de
direcao do eixo Ou, passante sempre por O, ¢ uma superficie fechada de segundo grau e
simétrica: um elipsoide (Franga, 2011). O maior eixo do elipsdide tem a magnitude do maior
momento principal de inércia. A secdo transversal média do elipsdide tem o didmetro

correspondente aos dois menores momentos principais de inércia.
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6. QUANTIDADE DE MOVIMENTO

Na mecanica classica, quantidade de movimento (ou momento linear) é o produto da massa pela

velocidade da particula. Entretanto, um corpo pode estar animado de velocidade angular.

6.1. Quantidade de Movimento Translacional

Defini-se quantidade de movimento p de um particula de massa m com velocidade V o vetor:

p=m-V (66)
Considerando a massa da particula invariante e tomando sua derivada temporal, obtém-se:
iﬁzi(mﬁ)—imﬁﬂni / =ma
dt dt dt dt (67)
p=F

ou seja, a variagao da quantidade de movimento de uma particula ¢ decorrente da forca a ela
aplicada (segunda lei de Newton).

6.2. Quantidade de Movimento Angular

Defini-se 0 momento da quantidade de movimento 4, , ou movimento angular, de um particula

de massa m com velocidade V' em relagdo ao polo O, o vetor:

(68)
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6.3. Movimento Angular e Momento

De maneira muito simples pode-se correlacionar a quantidade de movimento angular com o

momento fazendo a pré-multiplicagdo vetorial da expressdo da segunda lei de Newton [9 = F por
(P—-0), obtendo-se de imediato:
(69)

ou seja, a taxa de variagdo temporal o momento angular H, € igual ao momento em relagdo ao

mesmo poélo O.
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A atitude de um corpo rigido ¢ descrita pela direcdo que um linha tragada no corpo (ex. reta AB

da Figura 17) tem em relacdo a um sistema de coordenadas. Utilizando um sistema ortonormal

de coordenadas Oxyz com a base de versores unitarios 7, ek tem-se que uma linha AB do

corpo tem sua projecao sobre os eixos coordenados como:

Utilizando outro sistema ortonormal de coordenadas (E ¢, e, e;), a linha AB de comprimento |7

Figura 17 — Atitude do Corpo

tem sua projecdo sobre os eixos coordenados como:

r=r-e, :|77|-|ez|-c0st93

(B-A)=pe +qe,+re,

onde os angulos 6,, 6, e 6, sio os angulos diretores de 7 .

(70)

b

(71)
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7.1. Rotacoées Finitas

A atitude de um corpo rigido no espago ¢ aspecto fundamental na dinamica. A atitude do corpo
corresponde a sua posi¢do angular medida em relagdo a um sistema de coordenadas. Considere
um plano articulado em dobradigas verticais, que se movimenta com angulo &, conforme
mostrado na Figura 18. O sistema de coordenadas Oxyz, solidario ao plano, se movimenta junto

a ele do mesmo angulo &, medido em relagd@o ao sistema de coordenadas fixo Ee, e, e;.

Figura 18 — Movimento Angular em Torno do Eixo

Para um angulo 8 = 0, o vetor 7 do ponto P, pertencente a porta, pode ser expresso na base

movel ou na base fixa conforme:
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o (72)
(P-E)=r=pe +qe,+re,

onde:x=p,y=qez=r,para 6=0.

Para um angulo 6> 0, o vetor 7 tem sua proje¢do alterada na base fixa E e, e, e, conforme
(P-0)=r= z+y]+zk (73)
(P—E)=7=x(cos@+senB)e, + y(-senf+cosf)e, +ze,

Portanto os versores unitarios de cada base guardam a seguinte relaco:

i cosd senf O0||e
Jjt=|-senf cos® 0lle,t ou {Oxyz}=[R|{Eee,e,} (74)
k 0 0 1|le

A matriz que correlaciona as bases ¢ chamada de matriz de transformagdo de rotagdo [R]. Note

que cota vertical z ndo se altera, pois estd alinhada com o eixo de rotagao.

7.2. Cossenos Diretores

De forma geral um sistema de coordenadas rotacionado (0?]/2 ) em relacdo a outra (E e, e, e;),

com as origens coincidentes, conforme mostrado na Figura 19, tem seus versores

correlacionados através de uma matriz de rotacao. O vetor 7 ¢é descrito em cada base como:

a+yj+z/€:pel+qez+re3 (75)

=Ny
Il

de onde se conclui que cada componente escalar em cada direcdo vetor 7 em cada uma das

bases coordenadas ¢ dado por:
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Figura 19 — Angulos do Sistema de Coordenadas Rotacionado

Portanto o vetor 7 também pode ser descrito na base Oxyz , como:

7R )

Assim os versores da base coordenada i,j e k podem ser descritos em fungdo dos versores

e,e, € e; Como:

|

~

] (f-el)el+(f-ez)e2+(f-e3)e3
(j'el )el +(j'ez )ez +(j-e3 )63 (78)
(£-e)e,+(E e, )e, +(F e, e,

—

J
k
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Note que para o produto vetorial dos versores unitarios das bases, tem-se que: i -e, = ‘z’ Hel|cos 6,

que ¢ o co-seno do angulo formado pela rotacao da base movel, conforme identificado na Figura

19. Escrevendo a expressdo anterior na forma matricial, obtém-se:

i i-e i-e, i-e]le cosd, cosf, cosl; ||e
jr=|Jj-e j-e Jj-e|ie,p=|cosb, cosl,, cosb, |ie, (79)
k k-e k-e, k-e||e cost,, cosl,, cosb, ||e,

Esta matriz [R] é chamada de matriz dos cossenos diretores. Note que a definicio da sequéncia
do angulo diretor 6, ;, ¢ feita a partir do referencial ¢,e, ¢ e, (neste caso fixo). Esta defini¢do

ndo ¢ universal, pois existem textos com a defini¢do oposta. E possivel provar também que a

matriz de transformacdo de rotacdo € ortonormal, ou seja, sua inversa ¢ igual a transposta

(Baruh, 1999). Portanto tem-se que [R]' =[R]" ou [R]-[R] =[I].

7.3. Rotagées Sucessivas

O movimento angular geral pode ser produzido por uma sequéncia sucessiva de rotacdes. Uma
sequéncia possivel ¢ descrita em termos de rotagdes sucessivas em torno de eixos expressos na
base moével (body fix rotational sequence). Tomando a sequéncia 3-2-1 em eixos da base movel,
utilizada na aviacdo conforme mostrado na Figura 20, obtém-se os movimento de orientagao
(angulo ¢, em torno do eixo vertical z = Z, Figura 20a), elevacao (angulo € em torno do eixo
transversal y = y', Figura 20b) e rotaciao prépria (angulo y em torno do eixo longitudinal x' =

x", Figura 20c).
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Figura 20 — Sequéncia de Rotacdes 3-2-1 (base movel)

Para cada rotagdo em torno de um eixo existe um matriz de rotacdo relacionando cada

transformacao:

i cosg seng O0||e

jt=|-seng cosg 0 |ie, :[R¢]{E}

k 0 0 1||e

i’ cos@ 0 senf||i

je=l 010 |yjir=[RJxyz (80)
k' —senf 0 cosO ||k

i"l 1 i’

j"t=|0 cosy seny |{;’ x’yz}

K" 0 —seny cosy

ou de forma resumida:
{x”yﬂzﬂ} = |_R¢ [Re ]|.Rz// J{E} (81)
Existem 12 combinacdes possiveis de sequéncias de rotacdes em eixos ndo paralelos do

referencial movel. Dependendo da conveniéncia da visualizagdo a sequéncia 3-2-3 ¢ muito

utilizada em dinamica rotacional. Esta sequéncia é chamada de Angulos de Euler.
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Note, entretanto, que uma sequéncia ndo ¢ comutativa (mudando a sequéncia a orientacao final
se altera) ndo sendo, portanto, possivel representar a rotacao de coordenadas por uma operacao

de angulos finitos.

7.4. Angulos de Euler

No estudo da dinamica rotacional ¢ conveniente escolher um sistema de coordenadas adequado
para a descri¢cdo dos movimentos angulares do corpo. Considere o disco de centro em O sujeito a
trés rotagdes sucessivas, conforme apresentado na Figura 21. O sistema cartesiano de
coordenadas (OXYZ) orienta um referencial “fixo”, com o eixo Z indicando a vertical. O sistema
conveniente de coordenadas méveis (Oxyz) com os versores i, ; € k deve ser solidério ao disco
mas ndo necessita girar com ele. Esta escolha garante a invariabilidade da matriz de inércia de
corpos axi-simétricos. O angulo de rotacdo ¢ da base movel é definido como o angulo (XOx), ou
seja, o angulo que o eixo x faz com o eixo X e descreve o movimento angular do disco no plano
O0XY, conforme mostrado na Figura 21a. O angulo de rotagdo & ¢é definido por (Z0z), ou seja, o
angulo que o eixo z’ faz com o eixo vertical Z, inclinando o disco em relagdo ao plano segundo a
linha do eixo y = y’, chamada de linha dos nos, conforme mostrado na Figura 21b. O ultimo
movimento, corresponde ao angulo de rotacdo y em torno do eixo z’ = z”, conforme mostrado

na Figura 21c.

Figura 21 - Angulos de Euler: Precessiio (¢), Nutaciio (0) e Rotaciio prépria (v)
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Esta sequéncia 3-2-3 de rotacdes ¢ conhecida como angulos de Euler. Nela identificam-se os
angulo de Precessdo (@), Nutagdo (8 ) e Rotacao propria () do disco, conforme mostrado na
Figura 21. Note que o angulo de Precessao ¢ medido em relacao ao referencial fixo. O angulo de
Nutagdo corresponde ao movimento de arrastamento do sistema de coordenadas movel.

Finalmente a rotagdo propria ¢ medida em relacdo ao sistema movel.

O versor ;' que orienta o eixo y =y’ tem intersec¢do entre o plano OXY e o disco quando

inclinado de @ , formando a linha dos nos, ortogonal ao plano OZz, conforme mostrado na

Figura 22a. Esta orientacdo possui singularidade quando @ = 0 e descrita por:

j:selllé’(k/\];) pois ]J_IZ;]J_lg.'.]:IZ/\l;:‘IZ‘-‘IE‘senH (82)

(forma alternativa sem singularidade pode ser obtida utilizando a algebra dos quaternions de

Hamilton).

Considerando o movimento de rotacdo propria y do disco em torno do eixo z do sistema de

coordenadas moével, identifica-se a velocidade angular relativa do disco:

T

O sistema de coordenadas movel solidério disco € arrastado pelos movimentos de Nutagdo (6) e

Precessao (¢) definindo a velocidade angular de arrastamento:

@, =0 +9K (84)

como K =-senfi +cos@k a soma das parcelas resulta na velocidade angular absoluta do

disco:

cT)bS=a3e,+a3a”,=—¢sen0f+9]’+(y)+¢cos€)l€ (85)
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Figura 22 — Plano da Linha dos Nés e Velocidades Angulares

A velocidade angular de Precessdo ¢ = ¢ K , ocorre em torno do eixo fixo vertical Z. Devido ao

movimento de Nuta¢do com angulo €, forma-se o plano 7 dos versores OZx', conforme
mostrado na Figura 22a. A velocidade angular de Nutagao 0 = 0 j', ocorre na linha dos nds ao

longo de y’, perpendicular a esse plano 7. A velocidade angular prépria 1/7 = 1/'//2 , ocorre em

torno do eixo z” (relativo), conforme mostrado na Figura 22b.

Os angulos de Euler serdo utilizados mais adiante no trato dos movimentos em torno de um

ponto fixo.
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7.5. Rotacao Infinitesimal

Para descrever a variagdo angular, inicia-se pela analise da rotacao infinitesimal. Considere por
exemplo, uma sequéncia de rotacdes €, &, e &5 nos eixos 1, 2 e 3 da base mdvel (sequéncia 123
do padrao aerondutico da NASA, Baruh, 1999). A matriz de transformacao de rotacao (utilizando

[YP=2]

abreviacdo “s” para seno e “c” para cosseno) resulta em:

cO,cl, c0 s50,+56,50,cO, s6,s6,—cb, sb,cH,
[R]=|-cO,50, B cO,-56,50,50, s6,cO,+cb,s0,s6, (86)
A —-56, c0, cb, co,

Tomando agora rotacdes 6, & e €5 muito pequenas (infinitesimais) e substituindo por AG;, A6, e
A6s tal que: sen (A@) = AG e cos (AG) = 1 e substituindo na expressdo anterior e desprezando

os termo de ordem superior de A& , obtém-se:

1 AG, -A6,
[R]=|-A0, 1  Ag (87)
AG, A6 1

Pode-se constatar que a matriz de rotagdo infinitesimal independe da sequéncia das rotagdes. A

matriz de rotagdo também pode ser expressa somando a matriz identidade [7]:

1 0 0 0 —A6, A6,
[R]l=|0 1 0|-| A6, 0 —AQ |=[1]-][r0] (88)
00 1| |-A8, A6 0

Assim um vetor pode ser expresso em referenciais rotacionados na seguinte forma:

(=Rl =]+ 2o} ou  {r}=[RT" ()= (]-[ae] )ir) (89)
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Sendo a matriz [A#] anti-simétrica tem-se que [A6‘]'1 = [AH]T =-[Ad].
Decorre deste fato, portanto que a transposta de [R] €:

1 00 0 —A6, A6,
[RI =|0 1 o|+| A8, 0 —Af |=[I]+[a0] (90)
00 1| |-A8, A6 0

Outra forma de analisar a rotagdo consiste em tomar um vetor submetido a duas rotacdes

sucessivas Afx: € AGs que € obtida pelo produto de [Ra] [R5] :
[R,]-[R, }= 7]+ [a6,])-(1]+[a6, )= [1]+[a0,]+ [26,]+ 26, ] {26, ] (O1)

Desprezando o termo de ordem superior ([Afx] [ABs]), constata-se que o produto ¢ comutativo

respeitando a representagdo vetorial (para mais detalhes consultar Meirovitch):
[RA]'[RB]:[I]+[A9A]+[AHB]:[RB]'[RA] (92)

Considere agora que a base ¢ rotacionada. Um vetor {x} tem sua posi¢ao expressa inicialmente

por {x;} e ao término da rota¢do da base por {xr}. Portanto como o vetor permanece inalterado

tem-se que a posi¢do inicial {x;} pode ser obtida novamente pela transformacdo de rotagdo [R]

da base aplicada na posicdo final {x¢}:
{x)=[RN{x, | (93)

Expressando a posicdo transformada devido a rotacdo da base obtém-se:
=[Rlx) e o f=[Rlx, b o {)p={x) (94)

A variacdo da representacdo da posicdo inicial {x;i} e final {xf} do vetor, durante a

movimentagao da base é:
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{ax}= ) =t = L= [RT ()= () (95)
Mas como [R]" =[7]+[A8)] obtém-se:

{axy=[R] {afj - {xih =]+ [a0 ) x} - { ) = [a0] 47} (96)

(ar}=[a0](r} o)

Para ilustrar este conceito considere a rotagdo infinitesimal A@ de um ponto P, realizada em

torno de um eixo, conforme mostrado na Figura 23.

Eixo Rotagéao

€2

Figura 23 — Rotacio em torno de um eixo (geometria de Rodrigues)

(P-0)=7+dr
AF =AOAT (98)
AO=A0 e +A0O,e, +AbO e,
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Tomando a variacao infinitesimal e dividindo pelo incremento temporal At e considerando o

limite para At — 0, tem-se:

LT
A0 At dt (99)
. AO
Im—=w
A0 At

Substituindo a variacdo infinitesimal obtidas em A7 =A@ A7 resulta em 7 =@ A7 . Para uma

velocidade angular @ obtém-se:

D=0 e +m,e,+m,e,
LY (100)
lim —=w,

A0 At

Pode-se, portanto, descrever a taxa de variacdo do vetor posicao na forma vetorial ou matricial

como:

Sy
Il
S
>
Sy

ou 2 {r}=[al{r) (101)

De maneira similar, para a variagdo temporal dos versores unitarios de uma base de coordenadas

i,J ¢ k,arrastada por uma variagdo angular @, obtém-se:

|

~el.

=a,, N =(a)xi +a)yj+a)zk)/\i =-0 k+o,j

— —

ar,Aj:(wxf+wyj+sz)Aj:a)xk—a)zf (102)

!

j

:a)m,r/\k:(a)xi to,j+aok

.

Ink=-0, j+o,i

Alternativamente também pode-se apresentar na forma matricial denominada anti-simétrica:
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i 0 0. -o i
jt=|-e. 0 o 3] (103)
k o, -o 0 k

7.6. Taxa de Variagcao de um Vetor

A derivada de um vetor 7 expresso em um sistema de coordenadas OXYZ fixo, ¢ obtido pela

variacao das suas componentes em cada direcao:

L (104)

7 N Y
SYEY
N
Il
=
~ .
+
<
<
_|_
N
N

Entretanto, quando o mesmo vetor 7 € expresso em um sistema de coordenadas movel (Gxyz)

sujeita a uma rotagdo com velocidade angular @, medido em relagdo ao referencial fixo, tem-se

a sua derivada acrescida da variag¢do dos versores dessa base (i, j,k ), descrita como:

. — = - = (105)
F=r=\Vi+r, j+7 k)+(rxi+ryj+rzkj

Os trés primeiros termos correspondem a variacdo do vetor 7 quando observado da base de

coordenadas movel, que ¢ chamada de derivada relativa (ou local).
d — - rg . . ]}' 1
—F | =R A7, jHT (106)
rel

— -

Lembrando que a variacdo dos versores da base movel arrastados por @, sdo : i =@, Al

arr

—

j=o, Nj e k=w, Ak ,os trés Gltimos termos da derivada resultam em:
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(rx ; +7, j’+rz l;j =7, -(cT)m /\17)+ r, -((T)m /\]’)+ 7, -(a?m /\lg) (107)

@,, /\(rxz +r, j+r, k): @, NI

Portanto a derivada total (ou absoluta) ¢ obtida da soma:

(45) <(25) o 00 .
dt abs dt rel

Entdo, todo vetor descrito numa base modvel, tem sua derivada total (absoluta) obtida da soma da

derivada parcial (ou relativa) e a variacao da base, descrita pelo seguinte operador:

(2] (%) +annr
dt o dt y arr (109)

. . . T r 7
Ou na forma matricial onde a matriz coluna {r r,r } contém os escalares do vetor € o simbolo

x2 "y’ 'z

[~] é a matriz anti-simétrica da velocidade angular de arrastamento @, da base movel:

dy _doy s 10
E {r }abs - dt {7" }rel + [a)arr ] {7" } (1 10)
p r, g1 0 o, -, ||
Z ror= Z r, +-w, 0 o, |37, (111)
. ), e -o 0 |

Esse operador sera util no trato de sistemas dindmicos, descritos mais adiante, onde ¢
conveniente manter a matriz de inércia constante, utilizando-se de bases moveis solidarias ao

corpo rigido.
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7.7. Velocidade de Translagao

O vetor velocidade de translagao 170 do ponto O de um corpo rigido pode ser descrito num

referencial fixo (e, e,, e, ) ou em um referencial mével (7, e lg) como:
Vo=Vie+V,e,+Vie, e Vo=V.i+V, j+V. k (112)

Utilizando a posi¢ao do ponto O expresso no sistema ortonormal de coordenadas Oxyz com a

base de versores unitarios i, jek tem-se que:

— dX7 dyﬁ dZ“’ e = "
V=—i+—=j+—k=ui +vj+wk 113
o= Tar! T ar / (113)

7.8. Velocidade Angular

O vetor velocidade angular Q de um corpo rigido pode ser descrita num referencial fixo

(e, e,, ;) ou em um referencial movel (i, e k) como @:

?:Qfl +QZ?82+QE e, (114)
O=01i+0,j+ao.k

Para uma sequéncia de rotagdes, a velocidade angular ¢ a soma de cada velocidade angular
sucessiva, conforme apresentado no item 7.3. Portanto havera uma matriz de transformacao [7]

que relaciona a velocidade angular descrita no referencial movel com o referencial fixo:

@

X

{a)}T=[T]-Q ou | =[T]-

y
()

z

—_

(115)

00D

%)



DINAMICA 63

Retomando o caso do disco do item 7.4, a velocidade angular absoluta conforme a sequéncia de

Euler (3-2-3), conforme mostrado na Figura 24, suas respectivas proje¢oes sao dadas por:

Q=0,+0,+d,=pK+0J +yk (116)

Figura 24 — Velocidade angular

A matriz de transformagao de rotagao ¢ obtida de cada rotagao sucessiva na sequéncia 3-2-3:

I' cosg seng O[]
J't=|-seng cosgp 0|JJ
K' 0 0 1||K
i’ cosd 0 senf||I'
j't=l 0 1 0 [RJ (117)
k' —senf 0 cosé||K’
i cosyy seny O]’
jr=|—-seny cosy 0]
k 0 0 1|k

Ou de forma matricial resumida;:

yzh=|RRR, [X ¥ Z}={x y z}=[T]ix ¥ Z} (118)
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—-sgsy +cpclcy +copsy+spclOcy —sOcy

[T]= —spcy —chpcOsy +chpcy —spcOsy +sOsy (119)
cps6 sps6 cl

Utilizando a terceira coluna da matriz de rotagdo [7] (sequéncia 3-2-3 aeroespacial da Nasa,
Baruh, pg.419) para K , e a segunda colunas para J', escolhendo o 4ngulo de direcio ¢ =0, na

equagao anterior obtém-se:

Q=¢K+60J +yk

L . . 1., L _ (120)
O = pl-50cw)i +(s05p)j+cOk |+ O(syi+ey )ik

Ou na forma matricial mostrando explicitamente a matriz de transformacdo expressa no

referencial movel Oxyz, ou através dos angulos de Euler: onde [T] - [T’] = [1]

@, —cysO sy 0| [4
o, =|+sys6 cy 0] 0 (121)
@, cl 0 1] |y

¢ cpcl spcl —-s50| o
Or=| —s¢ c¢ 0 |{o (122)
W cpsl sps@ cO 0]

Esta expressdo permite transformar uma velocidade angular @, expressa no referencial movel

Oxyz, na velocidade angular expressa no referencial fixo (Ee, e, e;) segundo a variagdo dos

angulos de Euler.

7.9. Aceleragcdo Angular

A aceleragdo angular ¢ de um corpo rigido ¢ descrita numa base fixa (e, e, € e;) como a

derivada da velocidade angular (os versores da base ndo mudam de posi¢ao):
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&z%ﬁ)z@lel+abzez+d)3e3 (123)

Pode-se, entretanto expressar tanto a velocidade angular quanto a aceleracdo angular em termos

de coordenadas moveis:

c?)=a)xz7+a)y]'+a)zlg
- - - - (124)
a=a,i+a,jtak

Derivando a velocidade angular expressa no sistema de coordenadas movel solidario ao corpo

(portanto com velocidade angular @ ), obtém-se:

ood e s e L e
a=E =i+, jto.k+torno=0i+a0,j+a.k (125)

Observando os resultados das derivadas nas diferentes bases (fixa e movel) pode-se concluir que:

A aceleragdo angular ¢ a simples derivagao do vetor velocidade angular independente do sistema

de coordenadas utilizado (Baruh, pag. 118). Quando entretanto a velocidade angular do corpo ¢

expressa em outra base movel (ex.: com velocidade angular € ) a aceleracdao angular resulta em:

G=0,,+QAd (126)
onde a; # w,.

Exemplo: Um suporte ABCG gira com velocidade angular o, = @, k em torno do eixo vertical
ABC. Considere o disco de centro em G, mostrado na Figura 25, girando com velocidade angular
“relativa" ao suporte @, =@, ambas expressas no referencial movel, solidario ao suporte, com

coordenadas Bxyz. Determine a aceleragdo angular do disco de centro G.



DINAMICA 66

S
mW\&_

Figura 25 — Rotacdo em Dois Eixos

A aceleragdo angular total do disco ¢ a derivada da soma das duas velocidades angulares

(relativa e arrastamento):

. d,. .\ d_. d.
a=—(0+@,)=—0&+—ad,

dt de ' dt (127)
A= +0,+QAND=0+D, ,, +@ ND,

7.10. Aceleragcao Complementar

Este conceito ¢ facilmente comprovado quando se utiliza da técnica de composi¢do de

movimento, onde a aceleragdo complementar (Resal) ¢ obtida por a,,,, =@, N®,,

o= a)arr + a)rel = 0)1 + a)2
a= aarr + arel + aResal (128)
a= a)l + a)Z—rel + a)arr A a)rel = a)l + a)Z—rel + a)l A a)Z
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8. TEOREMA DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO ANGULAR

A Quantidade de Movimento p de uma particula P de massa m e velocidade ¥, num certo

instante ¢, ¢ dado por:

p=m-V (129)

A Quantidade de Movimento p, de um conjunto de uma particula P; de massa m; e velocidade

I7i , hum certo instante ¢, ¢ dado por:

=
=

=5 = m -V (130)

Il
—_
Il
—_

8.1. Momento da Quantidade de Movimento

Define-se 0 Momento da Quantidade de Movimento da particula P; de massa m; em relagao a

um poélo O arbitrario qualquer como:

Hy=(P-0)Ap,=(P-0)Am, -V, (131)

Hy,=Y(P-O0)Am,-V, para i=1,2,3,.,n (132)

Derivando a expressdo H, e o produto vetorial a direita, em relagdo ao tempo, obtém-se:
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4, - '" 7=V, )am, -7 + ’" (2-0)A L (m, 7 ) (133)

Iflo:i—ﬁo/\mi-lzwtzn:(]’i—O)/\mn&.= 3 (m,V,)/\ o+ 3 (P,.—O)/\Ij"i (134)
i=l ' '

Q
|
S
Il
y
3
=r
[
o2
Il
M
=r
|
o
E
Y
3
o
Il
™M
I
3
%)
2

Hy=mV, AV, +> (P-O)AF (136)

e lembrando da expressio do momento de forgas M, :Z(P,. —0)/\17“,. em relagdo ao polo O
i=1

(note que as forgas internas ndo comparecem na expressdo do momento) resulta finalmente em:

H,=M;"+mV, AV, (137)

ou seja, a taxa de variagdo temporal do momento da quantidade de movimento ¢ igual ao
momento das forgas externas em relagdao ao polo O arbitrario qualquer, € mais um termo cruzado

devido a velocidade do polo escolhido.

Casos particulares: quando o p6lo escolhido for fixo ou coincidente com o centro de massa G, o

termo cruzado se anula e a expressdo simplifica-se:

—

Hy=M¢' (138)
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8.2. Momento da Quantidade de Movimento Angular

Considere um conjunto de particulas P;, formando um corpo rigido. O Momento da

Quantidade de Movimento em relacdo ao pélo O, ¢ dado por:

H,=Y(P-0)Am,-V, para i=1,2,3,.n, (139)

Para movimento de translacfio do corpo tem-se: @=0 V, =V, =V, e substituindo na expressio

anterior resulta em;:

Ay =3 (B-0)nm-7, {im,.-(e—o)}z; (140)

i=1

m,-(P—0)=m-(G-0) (141)

Substituindo, resulta para corpo em translacdo a Momento da Quantidade de Movimento do

centro de massa G do corpo rigido:

H,=(G-0)AmV, (142)

Para movimento geral de roto-translacdo do corpo, a velocidade do ponto P; de massa m; do

corpo, localizado na posicao (R. —0):73 pode ser obtida pela formula de campo de velocidades

17,. = 170 +@ AT, (note que neste caso o polo O pertence ao corpo) que substituindo na expressdo

anterior resulta em dois somatorios:
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Vo+ 2 (B=0)nm,-[6A(R-O) (143)

(P-0)Am, -V, =3 (P-0)-m AV, =(G-0)rmV, (144)

Para o segundo somatorio Zn:(P, —O)am,-[@ (P —-0)] considerando a posigio do ponto P;

i=l1
(E. —0):xl. i+ yi]+zi1€ , para ponto O pertencente ao corpo e velocidade angular do corpo

w=w1+o, ]+, k,tem-se para o primeiro produto vetorial:

(a)y "z, 'yi)l

i j k +
(Pl_ ): a)x a)y a)z :(a)z.xi_a)x.zi)jj_ (145)
X Yz (a)x'yi_a)y 'xi)k

Para o segundo produto vetorial (P, —O)A & A (P, —0):

|_(a)xyi2 _a)yxiyi )_ (a)zxiyi - )Jl
[(a)yzf—a)zyi l) (a) VX, —0,X, )]

I:(a)zxiz —W,.ZX; )_ (a)yziyi —.); ) k

(146)

Aplicando na formula do momento da quantidade de movimento angular:

ﬁoz(G—O)/\mVO+Zml.{

[a)x (yl.2 +z )— 0,X,; — O.X,Z, ]f +
[a) (x.2+z.2) Xy, —@..2 ,]j"‘
[a)z(xl +yl) OXZ,— O )2 l]k}

(147)
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Chamando de Momentos ¢ Produtos de Inércia, (conforme apresentado no item 5.4) os

seguintes termos:

Zmi(yf+zf):Jx ; Zmi(xf+zf):Jy e Zm[(xf+yi2)=JZ (148)
Zmixiyi :ny :Jyx ; Zmiyi i :Jyz :Jzy € Zmizixi =J,.=J,

e voltando a substituir na formula anterior, resulta no momento angular para corpo em relagdo ao

polo O em:

H,=(G-0)amV, +[
(Jx o, —ny o, -J. a)z)f+

U, 0,~J, 0,7, 0)j+ (149
(.o~ 0. ~J, o)k
Na forma vetorial mista:
), =7 7 L te})+ (G -0)am7, (150)

Note que devido a utilizacdo da formula de campo de velocidade, o polo O deve pertencer ao

corpo rigido (ou extensao ideal).

Alternativamente, expressando de forma matricial, utilizando o vetor posi¢do

(G - 0) =7, =Xx,1+y, ] +z,k expresso na forma anti-simétrica (skew symmetric matrix :

[A]" = - [4]), obtém-se:

H Ox Jx - ny - sz a)x 0 —Z G y G VOx
Hyt=|-J, J, —J. |10 t+m:| 2z, 0 —x4[1V, (151)
H Oz - sz - Jzy JZ o a)z - y G xG 0 VOZ

ou na forma compacta de produto matricial (skel symmetric):
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(=) i)+ m-F |7} (152)

A matriz [J]p € quadrada, simétrica, de ordem 3, denominada Matriz de Inércia que retrata a
forma como a massa ¢ distribuida no corpo em relagdo ao sistema de coordenadas Oxyz,
conforme organizado na dedugdo do item 8.2. Os termos quadraticos na diagonal principal sdo
denominados Momentos de Inércia em relacdo a eixos e os termos fora da diagonal sdo
chamados de Produtos de Inércia em relacao a pares de eixos coordenados. Note que o ponto O

pertence ao corpo ou extensao ideal dele.

Propriedades:
e Se o polo selecionado O, pertencente ao corpo, for coincidente com o centro de massa ou

tiver velocidade nula, a expressao de momento da quantidade de movimento se reduz a:
{HO}:[‘]]O{CO};

e Note que se a matriz de inércia ndo for diagonal (produtos de inércia diferentes de zero),
o vetor H o, hdo terd a mesma direcdo da velocidade angular @. Se o movimento de

rotacdo for confinado por mancais estes terdo reacdes opostas formando binario. Se o
movimento de rotacao for livre o bindrio movera o eixo de rotacao para dire¢ao principal

de inércia (eixo tal que a matriz de inércia seja diagonal).

8.3. Mudanca de Pélo

A quantidade de movimento angular H o» com polo O pertencente ao corpo rigido, pode ser

determinada em outro polo arbitrario qualquer (por exemplo pdlo Q) utilizando a férmula de

mudanga de p6lo descrita por:

H,=H,+(0-0)AmV (153)
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Demonstracio: considere o corpo rigido formado por um sistema de particulas P; de massa mi e

velocidade VP,- . O momento da quantidade de movimento em relacao ao polo O da particula P; ¢

dado por: H 0 = (R. —0)/\ m, 'VP,. . Para o sistema de particulas (corpo rigido - CR), o momento

da quantidade de movimento em relagio ao mesmo pdélo O ¢ obtido pelo somatorio:
FIO=Z(B—O)/\mi-I73. Em relacdo ao outro pdélo qualquer, por exemplo @ , tem-se:

H,= y (B—Q)/\m,.-VE e fazendo a diferenca: ]:IQ—FIO:Zn:[(R—Q)—(R.—O)]/\mi-VE =

i=1 i=1

n

H,= H o+ (O - Q)/\ m - 17,,[ e utilizando a propriedade do centro de massa obtém-se:
i=l

FIQ =H,+(0-0)AmV,| c.q.d.

E notavel a similaridade com a formula de mudanga de polo para momento de forgas:

M 0= M, +(0-Q)AR devido ao vinculo cinemético de corpo rigido.
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8.4. Teorema da Quantidade de Movimento Angular - TQMA

Finalmente retomando a expressdo do momento angular {4 }O = ({Q b lg}[J (R })+ (G-0)AmV,

e derivando em relagdo ao tempo:

%(go):ﬁo+(; 7 )AmP, +(G-0)Ama, (154)

e lembrando da expressio do momento H,=M,+mV, AV, e substituindo na equagio

anterior, obtém-se finalmente o Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

para o corpo rigido de massa constante em relacdo ao pélo O pertencente ao corpo:

H,+(G-0)Amd,=M|  T1OMA (155)

Relembrando que um vetor H,, expresso em uma base de coordenadas movel (Oxyz), com a

origem O fixo no corpo e versores sujeitos a um arrastamento com velocidade angular @ , tem-

se a sua derivada como:

Lo s (156)
H:(H +H, Hk) (Hxi+Hyj+szj

Os trés primeiros termos correspondem a variagao temporal do vetor quando observado da base

de coordenadas moveis solidarias ao corpo, que ¢ chamada de derivada relativa (ou local).

(iﬁoj =H i+H j+H k (157)
rel
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Considerando a derivada dos versores da base movel arrastados por @, =@.i +@, j+o.k

(trés ultimos termos), resultam em:

(Hx [+H, j+H. /?j = H (B, A7)+ H, (B, AF)+H. (@, AF)

(158)
@, A (Hx i+H,j+H, k): @, ~AH,
Finalmente somando os dois termos obtém-se a derivada total (ou absoluta):
- d (= d - ~ _
=— =|—H +ao, NH 159
o dt( O) (dt Ojrel arr o ( )

1 binario giroscopico

] rotacao propria
ou na forma matricial, onde { } sdo os escalares do vetor [3 x 1], descritos como matriz coluna e

[~] a matriz anti-simétrica (skew symmetric matrix):

d HOX d HOx O a)z - a)y HOX
E HOy = E HOy +| -, 0 . | HOy (160)
HOz abs HOZ rel a)y - a)x 0 HOz

Casos particulares:

a) Se a escolha das coordenadas auxiliares tiver a origem coincidente com o centro de massa (O

= (5), e solidario ao corpo, a expressao da equagdo de rotagao do corpo rigido se reduz a:

i, =2 L 1a) =2 V) 6),, +,, A1) )= it (161

Fazendo a derivada da quantidade de movimento expressa num referencial mével:

d - e r7 T ext
Aol + @, AHe =M (162)

ou na forma matricial utilizando {H }=[/],{®} e a matriz anti-simétrica [@]:
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1 Ade,, 1 dt}, +1@,, ][] {0 = e ) (163)

ou seja, a variagdo da quantidade de movimento angular corresponde ao momento das forcas
externas em relacdo ao mesmo polo. O primeiro termo da equagdo anterior ¢ chamado de

Rotacédo Propria e o segundo termo de Bindrio Giroscopico.

b) Se o corpo for simétrico, o sistema de coordenadas for solidario ao corpo, coincidente com o
centro de massa (O = G) e orientado segundo eixos principais (matriz de inércia diagonal

com momentos Ji, >, € J3 e produtos Jyy, Jy,, € Jx todos nulos) entdo:

J 0 0] o 0 o -olJ 0 0| e M,
0 J, 0] qao,p+|-aw, O o |0 J, 0] o, =M, (164)
0 0 Ji |o o, -o 0 ]0 0 Jy |o M.,

Que resulta nas equacdes na forma de Euler:

Ji @1+(J3_J2)a)20)3 =M,
Jya,+(J, = J;)o 0, =Mg, (165)
J3d)3+(*]2_*]1)a)1 o, =Mg,

Note que para o referencial solidario ao corpo: @, =@

arr abs

®,,=0 e portanto:

L - ~ - d .
a=a, +a, NO @,

abs arr el — . s *
dt

c) Para corpos girando em torno de um eixo (ex. @ =®, k em torno do eixo z) e sem simetria

em relacdo ao centro de massa, os produtos de inércia ndo serdo nulos (o sistema de

coordenadas deve ser solidario ao corpo para manter a matriz de inércia constante) e mesmo
com aceleragdo angular nula (@, =0) havera termos quadraticos na velocidade angular

multiplicado por produtos de inércia (que corresponde a sistemas desbalanceados) resultando

€m:
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0 o O0[J, 0o -J_] (0] (M,
—w, 0 0| 0 J, -J_|{0t={M, 66
0 0 0|-J, -J, J. | |o] M,
G
NI T =T ) =My T+ My,

Caso particular: caso do polo @ seja arbitrario qualquer ndo pertencente ao corpo, a formula do

TOMA se modifica (Pesce, 2001 - pg. 66):

—

H, +(G-0)Amiy +(0—0)Ami, =M (167)

Note ainda que derivando a expressio de mudanga de polo: H 0 =H,+(0-0)AmV, em

relacdo ao tempo obtém-se: FIQ =H,+ (170 - VQ )/\ mVy+(0-Q)Ama,.

Lembrando que: H, =M +mV, AV, independe do polo escolhido e substituindo tem-se:
iy =M +mVyaV,+(7, 7)) amP, +(0-Q)ami,.

Utilizando a formula de mudanga de polo para momento: M o = M +(0O-Q)AR resulta
rearranjando em: le = Z\ZS" —(O—Q)/\ﬁ +mI76 A 170 + (170 —VQ)/\mVG + (O—Q)Améc .

Finalmente utilizando o teorema da resultante ma,; =R obtém-se novamente a expressio:

H 0= M o +m VG A VQ , deduzida no item 8.1 que ¢ valida para um poélo arbitrario.
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Exemplo: Bola de bilhar

Uma esfera de raio R e massa m ¢ lancada sobre um plano com velocidade de translagdo V.
Determinar a posicdo, o instante e a velocidade angular do inicio do rolamento sem
escorregamento. Considere que a esfera nao descola do plano e que o coeficiente de atrito entre a

esfera e a superficie seja igual a .

DvC

@ | >

Figura 26 — Dinamica do Corpo Rigido

Resolucio: a) Sistema: esfera de raio R e massa m; b) Diagramas: DVC, DFCL, conforme
ilustrado na Figura 26b. c) Base e Polo: Movel solidario a esfera mas ndo girante Oxyz. d)

Teoremas: TR e TOMA.

Para o movimento inicial de translacdo pura, com velocidade inicial V, =V_i , a condigdo
cinemdtica de contato no ponto C ocorre por escorregamento puro. Neste caso a relacdo de

Coulomb (|Fm| < uN) atinge seu limite maximo e a forca de atrito, que € contraria a dire¢do do

movimento fica: F, = uN. Aplicando o TR na esfera obtém-se: md, =—F, i +N j—mg

considerando o movimento plano:

man:_Fat — anz—Fat/mz—,ug
mag, =N-mg=0 N=mg
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Aplicando o TQMA na esfera, considerando o pdlo G, tem-se que

%(F[O )+ (G-0)Amid, =M e observando o DFCL, obtém-se:

Jo. @=(C=G)AF, = Jo(-@)k+=-RjA-F,i=-RF, k vpara F,=uN e
: RF, 5 .
N =mg obém-se: &= —J—‘” = —E% que a aceleragdo angular constante, enquanto houver
Gz

escorregamento. Considerando um movimento uniformemente variado (aceleracdo angular

constante) pode-se integrar: d):ci,—at) = do=0dt = J‘w"da): Yodt = a)|w” :a')-t|i’
, t @ 0
__dHg _ _ __SHg :
= |0, -0, =5 R t,—t,) para t,=0 ¢ 0, =0 = |0, = 7 R t,|Eq.: L

Considerando um movimento uniformemente variado (aceleragdo constante) pode-se integrar:

_ar
di

a dV =adt = I:de: tt"adt = V|V’ =a~t|t’ =

Vo t

v, ~7,)=-ngl,~t,) para 1,=0eV,=V = |V,=V-ugt,|Eq.:IL

e ~ . - 2V
Utilizando as equagdes I e II e lembrando da relagio cinematica V', = —Ro, resulta: |7, = 3 e
‘ HE
: : : . ) 4y?
Considerando um movimento uniformemente variado tem-se: s =s,+V,t+0.5at" s= e
Hg

Qual seré o valor da forca de atrito ap0s este instante?
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Exemplo: Dindmica do Monociclo

Considere o problema da dindmica do monociclo motorizado mostrado na Figura 27a. Um
modelo simplificado de representacao fisica composto de um disco (representando a roda
motorizada) e uma barra homogénea (representando a estrutura do veiculo, carcaca do motor
elétrico e passageiro), estd ilustrado na Figura 27b. Determinar o torque 7(t) do motor elétrico
necessarios para manter uma aceleracdo translacional constante do monociclo e o valor do
angulo @ (t) de regime constante. Considere o contato unilateral de rolamento do disco com a

superficie sem escorregamento e sem descolamento.

Modelo

Figura 27 — Dinamica do Monociclo

Resolucio: a) Sistema: sistema composto por um disco de raio R ¢ massa m ¢ uma barra de
comprimento 2L e massa M. Ha um vinculo de contato de rolamento em C e uma articulagdo em
O; b) Diagramas: DVC, DFCL, conforme ilustrado na Figura 27c. c¢) Base e Pdlo: Movel

solidario ao disco mas nao girante Oxyz. d) Teoremas: TR ¢ TOMA.

Da condi¢do cinematica de contato de rolamento sem escorregamento nem descolamento,

rotacdo do disco w=-wk , obtém-se a velocidade e aceleragio do centro do disco:

Vy=V.+d&r(0-C) = V,=0-wkARj=Roi = d,=Rai.
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Utilizando o TQMA na barra, considerando o poélo acelerado em O’, tem-se que:

d (= .- . . s
E(H o )+ (G—O)/\mao =M para a barra de comprimento 2L homogénea e simétrica e

observando o DFCL, obtém-se:
-Jo. 9/2+L(sen0?+cos0j’)/\ anf:L(sen0f+cosﬁj)/\—ng+T’1€ =

~J,.0-MLa, cos@=-MLgsen@+T' ; considerando a condigdo de equilibrio quando

O=cte .. =0 .. =0 obtém-se: |T'=ML(gsend-a,, coso)

Aplicando o TR no disco: mi, =R, +R.+mg = mRai=X,i+Y, j+F, i+Nj-mg]

mRoa=-X,+F, F, =mRa+X,
0=-Y,+N—-mg N=Y0+mg=(M+m)g
Para aplicar o TOMA, obtém-se inicialmente o momento da quantidade de movimento

considerando o polo em C do disco homogéneo e simétrico (matriz de inércia diagonal):

J 0 070 0
(A j=[ial=| 0 J, o {ot={ o ~ Ho=J_ ok ;
0 0 J |. | Jo o

z z

Utilizando o TQMA descrito por: %(I:IO)+ (G-0)Ami, =M , considerando o polo C
acelerado do disco e identificando o momento externo aplicado ao disco observando o DFCL,

obtém-se: H. +(G—-C)amad,. =M =

—Je. 0, k+[RjAmR®* f)=-Tk+(0-C)rA-X,i = —Jodok=-Tk+RX,k =

. T-RX,
COZ:—
JCz

Aplicando o TR na barra: M d, =R, +M g

A acelera¢do do centro de massa G da barra é: a, =a, +§/\(G—O)+§/\[6 /\(G—O)} =

dg :Raf—élg/\L(senﬁz?+cosﬁj)—6"l€/\[—QI;AL(sean+cosﬁj)J =

5G:Raf+L9(cosﬁf—sen9j)—L92 (sen@f+cos€]) para 6(t) constante (=0e 0 =0)
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MRa =X, Xo=Ma,,
=
0=Y,-Mg Y, =Mg

A titulo ilustrativo aplicando novamente o TQMA na barra, considerando agora o pélo em G,
obtém-se inicialmente o momento da quantidade de movimento para o barra de comprimento 2L

homogénea e simétrica:

J

. 0 0|10
{FIG}:[J]G{Q}: 0 J, 0]40p=< 0 = H,=-J, 6k ; derivando com
0 0 J .10 V.0

relagdo ao tempo e obtendo o momento externo observando o DFCL , termo cruzado nulo e
considerando que 6 =0 , obtém-se: —J, Gk =T"+(0' - G) A (XO, i+7, ]) =

0=T’l€—L(cos€]‘+sen0f)/\(Xo,Z+YO,]’) = T'=L(-X, cosé+7Y,send) utilizando os

valores das for¢as em O’: |T" = ML (g senf —a,, cos 6’)

Note no DFCL que o motor de acionamento do conjunto produz um torque 7 de interagao

interna que aciona o disco e reage na barra com 7”.

Finalmente considerando: a,, =Ra=Ro ; X, =Ma,, e J.=J,+mR’ :%mR2

. T-RX,
(OZ:—
JCZ

T=J.o+RX, :%mR2%+RMaOX = [T=(M+3m/2)Ra,,

Adicionalmente a aceleracdo ¢ funcdo do angulo razdo entre as massas (M/m), entre as
dimensdes (L/R) e gravidade (g):
o _T-RX, N _&_—L(Mancosﬁ—Mgsenﬁ)—RMaOX

’ JCZ R JCZ

B (M /m)L/R)sen6
o " 1M /m)L/ R)cos 6+ (M /m)2/3R)-1]°
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9. ROTAGAO EM TORNO DE EIXO

Com a intengdo de facilitar a assimilacdo da técnica de resolucdo de sistemas dindmicos
rotativos, grupos de problemas tipicos de movimentagdo, com complexidade crescente, serdo
abordados. Assim, a rotacao de corpo em torno de um eixo fixo, rotacdo composta, rotagdo em
torno de um ponto e movimento tridimensional livre, foram selecionados, agrupados e

apresentados a seguir.

9.1. Rotagdo em Torno de um Eixo Fixo

Determinar as reagdes nos mancais do rotor com eixo fixo. Considere o corpo rigido § apoiado
sobre 0 anel em A4 ¢ a articulagdo B, girando com velocidade angular @ = @k em torno de eixo

fixo, conforme mostrado na Figura 28a.

DVvCL

v @ | () DFCL

Figura 28 — Rotor com Eixo Fixo



DINAMICA 84

As reacdes dindmicas nos mancais podem ser obtidas pelo Teorema da Resultante (7R) e
observando o diagrama de forcas sobre o corpo livre, conforme ilustrado na Figura 28b, obtém-
se:

Ry=Ai+A4 j+0k

- - s - (168)
R,=B.i+B j+B.k

- _ p D rext
mag=R,+R, +F e {

De forma genérica o centro de massa G pode nao coincidir com o eixo de rotagdo. Portanto sua
aceleragdo deve ser obtida pela formula de campo de aceleragdes, expressa no referencial

auxiliar movel Qxyz solidario ao corpo. Considerando apenas por simplicidade o centro de massa

contido no plano GQxy (portanto (G - Q) =Xx,1+y, ] ), obtém-se:

—

dg =5Q+§)A(G—Q)+c?)/\[

1
>
Q

|
S

g = 0k AT+ )= (g7 + 5 ) (169)

- . N = 2 : 2 3
g =0Xg ] @Yl —@ Xl —W Vg ]

d, :—(a')yG +w2xc)f+(d)xc—w2 yc)]

Note que a coordenada z,k ndo comparece na expressdo, portanto ndo afetando o resultado.

Substituindo a aceleragdao do centro de massa na equacao do TR, obtém-se:

—m.(a')yG +’ xG): A +B +F™
+m-(x;—@ yg)= A, +B,+F (170)
0=B,+F™

Desprezando as forgas externas: Fy = Fy = F, = 0 (ex. gravidade), restam duas equagdes e quatro

incognitas: Ax, Ay, By € By. Note que as equagdes sdo dependentes de @’ e @ . Para obter mais
relagdes entre as incognitas, utiliza-se a expressdo do momento angular H, do corpo em relagdo

ao polo @ fixo:

Hy=[1,] 0+G-0)amV, (171)
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Considerando o sistema de coordenadas mével Qxyz com versores unitarios i, j € k solidario

ao corpo § e o polo em Q fixo (portanto V,=0) e a velocidade angular

Q=d=wk= (O, 0, a)) = {O, 0, a)}T, obtém-se:

J. =J, -J.] [0 ~J o
Hy=|-J, J, —J_|30:+0=1~J ot=-J 0i-J o]+J ok (172)
~J., -J, J. | |e J.o
0

Utilizando o TOMA na forma vetorial, com o pdlo em @ fixo (portanto a, =0), obtém-se

derivando H ,, as equagdes adicionais necessarias para solucionar o problema.

%I:IQ+(G—Q)/\mdQ =My

L fy = 6T —J of+]ok—J i 0]+ ok

dt ’ (173)
z;:(?)/\fza)l;/\f:a)j ; j:—a)f ; lé:O

Hy=—J i —J 0] +J.ok-J 0 j+J 0T =M

O momento das for¢as vinculares ¢ determinado por M g" = Z(R - Q)/\ 1:7 . Tem-se ainda que a

acdo externa da gravidade mg=-mgI produz um momento. Projetando o versor vertical no
referencial movel obtém-se: I = (cos 0i —send ]) que resulta em mg=-mg (cos 0i —send ])

onde: (G-Q)=x,i+y,j e w=d0/dt.Portanto:

W5 = (A= Q)AR, +(B-Q)A R, +(G~Q)Amg =[x, T + v, J)r-mgT
mas [ :(cosﬁf—senﬁj) 174
A;[ga:_mg.[(xcf+y0j')/\(cos91?—sen9])] o

Mg =(—aE)A§A +bk AR, +mg-(x;sen@+ y, cosO)k

Isolando as 3 equagdes diferenciais de segunda ordem em cada dire¢do 7, e k , obtém-se:
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—J, o+J 0" =a-A,~b-B,+0
~J,0+J 0’ =—a-A,+b-B +0 (175)
J. &> =mg(x,sen @+ y, cos)

Note que as 3 equagdes adicionais também sdo dependentes de @’ e @ .

Da ultima equagdo da expressao anterior, constata-se a aceleracao angular do eixo @ ¢ devido ao
momento da gravidade e da excentricidade (G—Q) e um eventual torque de acionamento
externo (ex.: motor), restando mais duas equagdes. Considerando a velocidade angular constante
(w=cte .. ®=0) e desprezando a acao gravitacional, as reacdes dos mancais 4 ¢ B no plano

QOxy resultam final mente em:

-maw’x, = A, +B,
-mo’y;=A,+B,
2 _
J.w =a-4,-b-B,
J. o' =-a-A +b-B,

(176)

Note que as quatro equagdes para a identificacao das reagdes nos mancais (quatro incognitas: Ay,

Ay, By € By) sio dependentes de o’ .

Exemplo: rotagdo em torno de um eixo fixo

Considere o problema de rotagdo em torno de um eixo fixo do corpo rigido tnico composto por
duas barras de massa m e comprimento L que estdo ligadas a um eixo por barras radiais de

massas despreziveis comprimento L, conforme ilustrado na Figura 29a. Um motor externo
produz um torque T (t)=M (t)i variavel e controlado de forma a girar o corpo com velocidade

angular constante @ = @i em torno dos mancais 4 ¢ B. Determinar, desconsiderando a agéo

gravitacional, as rea¢cdes dindmicas nos mancais 4 e B.
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Figura 29 — Rotor excéntrico e assimétrico

Resolucio: a) Sistema: sistema composto por duas barra de comprimento L e massa m, €ixo
suporte de massa desprezivel e dois vinculos 4 ¢ B. b) Diagramas: DFCL, conforme ilustrado

na Figura 29b. c¢) Referencial e Polo: Oxyz. d) Teoremas: TR e TOMA.

A posigdo do centro de massa ¢ dado por: (G-0)= %(j +l€): (0 L/2 L/2).
A aceleracdo do centro de massa ¢é: G, =dy+o~(G-0)+dn[doA(G-0)] =

5G=—§a)f(j'+l€). Aplicando o TR no eixo: 2mc70=(YA+YB)j+(ZA+ZB)I€+2m§ =

—mLa’ =Y, +Y, +2mgcosd
—-mLa’ =Z,+Z,+2mgsend

Utilizando o TQMA descrito por: %(ﬁ[ 0)+ (G-0)Ama, =M, considerando o pélo fixo O

. d, =0 obtém-se inicialmente o0 momento da quantidade de movimento:

J -J, —J.| o

(A =ial=|-0, J. -J.|ot = Hy=J.0i-J,0j-J. 0k

yx X y

zx zy X z
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Plano xy Plano yz Plano zx z
L
L L
NN ‘x Oz AN NN\ X O AN
1 777 777 777
A L B A L B
L

Figura 30 — Vista do Sistema nos Planos Ortogonais

Observando o plano de rotagdo Oyz , mostrado na Figura 30b, determina-se o momento de
inércia: J, =) m, (yf + zf): 2ml’ .

Os produtos de inércia sdo: J :Zmi Xy, +m-a-b=0+m-L/2-L+m-—L/2-0=mL’ /2
conforme ilustrado no plano de rotagao Oxy da Figura 30a, e

J.. :Zmi z-x;+m-a-c=0+m-L/2-0+m-L-(~L/2)=—mI?/2 conforme ilustrado no

plano de rotagdo Oxy da Figura 30c.

Portanto os valores da matriz de inércia sdo:

J, —J, —J. 2 -1/2 1/2
Jo=|-J, J, —J,.| =ml*-|-1/2 5/3 0
~J. =J, I /2 0 5/3],

O momento angular tomando o polo O fixo, sera: {ﬁo}:[J l{@} que para &={w, 0 o}

_ - o1 -
resultaem: H, =2ml’ @, i —EmL2 a)ijrEmL2 o k.

AL=0; ];'za)z?/\]:a)lg

Derivando com respeito ao tempo, considerando que @ =0 ; i =@

arr

= - = - d (~ =1 s 1 =
; k=wirnk=-wj , tem-se apenas: E(H0)=2mLza)xi+EmL2a)xj—EmL2ka =

ﬁo = —%mL2 o’ (/€+j)

Desconsiderando a agdo gravitacional, obtém-se duas equagdes de for¢a e duas equagdes de

momentos dados por:
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—y, 0’ =Y, +Y,
—zo0' =Z,+7,
2
-J, 0" =M,

2 _
-J o =M,

O momento das forgas externas ao eixo em relagdo ao polo O, conforme ilustrado na Figura 29b
é: ]\7[0 =M_i+L- (ZA -Z, )] +L- (— Y, +Y, )lg . Finalmente igualando ao momento externo:
—ml@* 12=L-(-Y,+Y,)
—mla*12=L-(Z,~Z,)

Resolvendo o sistema de equagdes, desprezando a agdo gravitacional, obtém-se as reagdes em

cada mancal como: |Y,=Z,=-mLw’/4 ; Z,=Y,=-3mLw}/4| conforme ilustrado no

diagrama de for¢as do modelo fisico da Figura 31.

Ya = - mLw?/4

DFCL

Figura 31 — Diagrama de Forc¢as do Modelo Fisico

Note que as forgas devem ter unidade em Newton (kg - m - (rad/s)?).

Se as forcas nos mancais forem medidas em duas sec¢des, caso tipico de uma maquina de

balanceamento, pode-se determinar a posi¢cdo do centro de massa (y., z; ) € ndo simetria do

corpo (J

xy?

JZ)C ) :



DINAMICA 90

~yg @ =Y, +Y, vo=~Y,+Y,) &’

—z 0 =Z,+7, - 2o =—2,+2,) &
—nya)zzMOy ny=—M0y/a)2
_sza)zzMOz ‘]zxz_]\loz/a)2

Isto permite realizar o balanceamento do corpo, conforme serd apresentado no item 10.1.

9.2. Rotacdo em Torno de Dois Eixos

O dispositivo mecanico pode ter um conjunto de mancais que force a rotagdo em torno de um
eixo, sendo este arrastado pelo movimento de outro corpo girante. A seguir sdo apresentados

exemplos deste tipo de movimento.

Exemplo 1: rotagdo em torno de dois eixos

Uma locomotiva diesel/elétrica tem o eixo de rotagcdo do
conjunto motor/gerador alinhado com o eixo longitudinal
da locomotiva e apoiado na articulagdo em A e no anel em R

B. Este sistema girante tem massa M, momentos de inércia v

Jox» Jay, Ja, € tem vetor de rotagdo constante @ =@, i em

relacdo a locomotiva. O trem percorre um trecho circular da

via de raio R com velocidade constante V' =V i . Determine

as reacdes nos mancais A ¢ B, devido ao movimento da

locomotiva

Método de Resolucio: a) Sistema: rotor do motor; b) Referencial ¢ Pdlo: Neste caso o
referencial pode ser solidario ao rotor mas nao necessita girar junto com ele; ¢) Diagramas:

DVCL e DFCL; d) Teoremas: TR ¢ TOMA.
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a) determinar a velocidade angular 1,/7 :w'l; de arrastamento da locomotiva ¢ o vetor Q de

rotagdo absoluta do rotor (rotagdo propria @ = @, i );

V= 1y

b) o momento da quantidade de movimento do rotor, tomando como pélo o seu baricentro G e
expressando na base auxiliar mével Gxyz solidaria ao rotor (mas ndo gira com o rotor) deixando

a matriz de inércia do rotor constante;

J. 0 0] |o
f=l 0 g, 0| {ol=vei+iyk
0 0 J| |y

¢) determinar as reagdes nos mancais 4 € B, devido ao movimento da locomotiva. Aplicando o

TQMA no rotor para o polo em G, obtém-se:

MéXt:HG:{dHGJ :(dHGj +a§arrAFIG
oXYZ Oxyz

dt dt

[dZGJ :%(JXQ,XZJFJZV;/;) N Jo yj=(A-G)AR,+(B-G)AR,
OXYZ

N —

pois:?:lﬂEAf:lﬂ] e Igzw Ak=0 e W =cte ¢ @&=:cle
Jo ] =(LiYAX,i+Y, j+Z,k)+Li n(Y, j+Z,k)

J, 0, l//] =L(Z, _ZB)j+L(YB _YA)]g

JoV

=L(ZA_ZB) € Y, =Y,

Aplicando o TR no rotor obtém-se as forcas externas aplicadas no eixo do rotor:

mi, =R = G,=(*/R)j

Man = XA XA = 0
Mag, =Y, +7, -  MV’/R=Y,+Y,
Man=ZA+ZB_Mg ZA+ZB_Mg:0
MV LRM:; — LRM:;
X,=0 ; Y, =Y, = 4 : ZB:_choxVJr g . ZAszwa g
2R 2LR 2IR
Portanto as reagdes nos mancais sao iguais e contrarias:
2
Yoo |yey o Mg _JoV+LRMg) ), Jo) - LRMg
2R 2LR 2[R
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Exemplo 2: rotagdo em torno de dois eixos

Considere o dispositivo mecanico composto por um disco de raio R e massa m articulado no

garfo GO da estrutura ABOG de massa desprezivel, conforme apresentado na Figura 32a. O

disco gira com velocidade angular relativa @,, = @,,, j em torno do eixo y e a estrutura ABOG é

arrastada com velocidade angular @, =@, K constante, em torno do eixo vertical Z. Pede-se

determinar a variagdo do momento da quantidade de movimento do disco H G-

a) | b)

Figura 32 — Movimento Composto em Dois Eixos

Método de Resolugao: a) Sistema: disco de raio R e massa m, anel em G ¢ estrutura ABOG
articulada em A e contida em B; b) Referencial e Polo: base Gxyz solidario a estrutura ABOG' ¢

girando junto com ela; ¢) Diagramas: DVCL e DFCL; d) Teoremas: TOMA.

a) O vetor de rotacdo absoluta Q do disco é obtido pela composi¢do de movimento relativo do

disco de centro em G ¢ de arrastamento devido a rotagdo da estrutura ABOG :
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o,=w,i=0] e @&, =0, K=¢K = Q=0j+¢K

re arr arr

Note que a projecdo do versor vertical fixo K quando expresso na base movel Gxyz coincide

— —

com: K=k = §:9]+¢5l€

b) O momento da quantidade de movimento do disco axi-simétrico, tomando como p6lo o seu
centro de massa G expresso na base auxiliar movel Gxyz (eixo principal e central) solidaria a

estrutura ABOG (matriz de inércia constante) ¢ dado por:

J. 0 07 (o
. j=l 0 g, 0| {6t=0,07+74k
0 0 J|¢

¢) Derivando com respeito ao tempo o momento da quantidade de movimento do disco, expresso
no referencial mével Gxyz, que gira em torno do eixo y (angulo @) sendo arrastado pela variagao

do angulo ¢, conforme item 7.6 deve-se calcular:

i d - d - N _
H.=|“H,| =|=H,| +&, ~H
G (dt Gjabs (dt Gjrd arr G

Note que, na base movel Gxyz, os versores (f,]',k) sdo invariantes. Portanto para

@, = ¢k =cte obtém-se entdo a variagdo do momento angular proprio:

d - d{ .= _ .- - -
—H =—\J,0j+J,0k)=J 0j+J, ¢k
(dl Gjrd dt(y ] z¢ ) y ] z¢

Para o segundo termo da expressdo, tem-se 0 momento giroscopico decorrente da variagdo

temporal da base devido ao arrastamento:
By A =gk AT, O+, gk )=—T, 047

Finalmente, somando os dois termos, obtém-se no referencial movel Gxyz:

—

Hy=-J,09i+J,0]

Note que a escolha conveniente do sistema de coordenadas movel deve permitir a identifica¢do
do movimento relativo (aquele que acontece quando o movimento de arrastamento € ignorado) e
a identificacio do movimento de arrastamento (quando o corpo em andlise estd numa
determinada posicao relativa). Tipicamente seleciona-se o corpo intermedidrio como base para as

coordenadas moveis.
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Exemplo do Efeito Giroscépico

Considere o dispositivo mecanico composto por duas massas m; € m; presas entre si e articulado

na extremidade Q da estrutura ABOQ de massa desprezivel, conforme apresentado na Figura

33a. As massas giram com velocidade angular relativa @, =®,,i em torno do eixo x e a

re

—

estrutura ABOQ ¢ arrastada com velocidade angular @, =@,k em torno do eixo Z.

arr arr

Identifique o efeito giroscopico.

1.
1 <

P, my

Figura 33 — Movimento Composto e Reacio Giroscopica

Método de Resoluciao: a) Sistema; b) Referencial e Polo; ¢) Diagramas; d) Teoremas.
Considerando o movimento das massas no referencial mével Oxyz e observando o diagrama de
velocidades da Figura 33b (em verde), utiliza-se a formula de campo de velocidade para obter a

velocidade relativa de cada massa na posi¢ao P; e de arrastamento do ponto Q:
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Vo, =Vo+@®A(P-0) = V,=V,+&,,A(P-0) =V, =0+0,i \Rk=FRo,, ]

Se as velocidades angulares forem constantes tem-se: @,, =cte e @,, =cte. Por se tratar de

movimento combinado, utiliza-se da composicdo de movimentos (a, =a,,+ad,, +a,, ). Paraa

posicdo vertical das massas (angulo €= x), obtém-se a aceleragdo relativa de cada massa, nessa
posi¢do como:
G,=d,+dAP-0)+dnr[dA(P-0)
ol = aQrel + 0, A (P_ Q)+ W N [a) A (P_ Q)]
a,, =0+0+wrelfA( b /\Rk) TR, k

Q
<

A aceleragdo de arrastamento de cada massa ¢:
a, =d,, +a, A(P-0)+ad,, Al@,, r(P-0)

arr arr

,=0+0+w,, k/\[a) k/\(qurRk)] —qw’. i

e a aceleracdo de Coriolis de cada massa, nessa posi¢do, resulta em:

=20, AV

rel

- 2a)arr k A Ra) .] +2Ra)arr rel i
A aceleragdo relativa ¢ centripeta (direcao z), portanto produz reacdes centrifugas na barra P; -
P> que as une e que se anulam. As aceleragdes de arrastamento sdo idénticas e de mesma direg¢ao

(direcdo x), apenas solicitando os mancais. Entretanto, as aceleragdes complementares formam

um binario (sinais opostos). Utilizando o TR em cada massa, e calculando o binario de forgas

(17“[ em P), obtém-se:

m(-2R@,,0,)i =F,  |(R-0)=R

arr rel

i
m,-(2R0,,0,)i =F,  |(B,-0)=-Rk

arr “rel

Este bindrio corresponde ao efeito giroscopico que tem dire¢do y (inclinado de 90 graus em
relagdo ao plano de rotagcdo das massas). Note que o termo Jg = 4mR* corresponde a parcela de

momento de inércia em relagdo ao polo @ associada a esse movimento.
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10. BALANCEAMENTO

Durante a fabricacdo de um rotor, as imperfei¢des de usinagem podem dar origem a uma

excentricidade do centro de massa G em relagdo ao eixo de rotagdo. Desta forma, o rotor ao

girar em torno do eixo produzira reagdes oscilatorias (em fase) indesejaveis nos mancais. Pode
ocorrem também, que no processo de fabricacdo do rotor, alguma néo simetria da distribuicao
de massa no plano do eixo de rotacdo. Isto acarreta termos de produto de inércia ndo nulos na
matriz de inércia. Neste caso o rotor ao girar também produzira reagdes oscilatérias (em

oposicao de fase) indesejaveis nos mancais.

Para corrigir tal problema pode-se adicionar pelo menos duas massas ao rotor, em dois planos

transversais distintos, com objetivo de eliminar a excentricidade (efeito estatico) e recompor a

simetria do rotor (efeito dindmico). Diz-se entdo, que um solido ¢ BALANCEADOQO, quando as

reagdes nos mancais (4x, 4y, Bx € By) independem de @’ e @ para qualquer forga externa. Por

decorréncia as for¢as dindmicas nos mancais (desprezando a ag¢do gravitacional) se tornam nula e

o eixo de rotagdo se torna um eixo central de inércia.

Relembrando as equacdes para determinagdo das reagdes nos mancais 4 € B de um sistema com
rotacdo em torno do eixo z, conforme apresentado no item 9.1, obtidas pelo 7TR:
—m.(a')yG +’ xG)= A +B +F™
+m-(@x; - y;)= A, +B, +F (177)
0=4 +F™

e pelo TOMA: ¢ ¢

~J, o+J, 0" =a-A,-b-B +M"
~J,.o+J, 0 =b-A.—a-B,+M}" (178)
J.o=M"

sendo as agdes externas devido a gravidade, para o balanceamento serd necessario que os termos

que multiplicam @’ e & sejam nulos (coordenadas do centro de massa e produtos de inércia).
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Havera portanto duas massas m; € m; acrescidas nas posigdes (xj, X2, y1 € y2) a massa m do rotor,
compondo uma massa total Mr, de forma que a nova posigo do centro de massa (x,, e ;) seja
nula (coincidente com o eixo de rotacdo eliminando a excentricidade) e os produtos de inércia
(J.elJ ;Z) também sejam nulos (rotor simétrico). Desta feita obtém-se as seguintes equagoes,
utilizando a propriedade do centro de massa e produto de inércia :

{MT)CG =mx;+mx, +myx, =0
Mpyg=myg+my +my, =0

. = (179)
J.=J_ +mxz +m,x,z, =0
J;z = jyz +my,z, +myy,z, =0
Escrevendo o sistema linear na forma matricial, obtém-se:
mXxg 1 1 0 0] |mx 0
m 0 0 1 1 m,x 0
Yol Qe (180)
Xz Zl 22 0 0 mlyl 0
J,. 0 0 z 2z |my, 0

Para que o sistema linear de 4 incognitas (m; x|, my X, m; y; € my y;) seja compativel e
determinado, a matriz do sistema deve ser positiva e definida (determinante diferente de zero).
Portanto requer z; # z,. Note ainda que as 4 incognitas sao produtos de 6 varidveis mais z; € 2».
(8 variaveis). Haverd, portanto uma solug¢do para cada conjunto de 4 vinculos restritivos para a

realizacdo do balanceamento. Desta forma, para um rotor de massa m, produtos de inércia

J,. eJ, equegiraem torno do €ixo z, resulta nas quatro equagdes de balanceamento:

mxg +mx, +m,x, =0
myq+my, +m,y, =0

J. +mxz, +mx,z, =0 (181)

Stz myy,z, = 0
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Exemplo de Balanceamento 1

O eixo de massa 3m de comprimento 3L ¢ apoiado na
articulacdo 4 e no anel B, conforme mostrado na figura ao
lado. O eixo possui dois discos de raio R e massa 4m em cada
extremidade. O eixo possui ainda uma haste no formato T
formada por um segmento reto vertical de comprimento L e
massa m e outro segmento CD alinhado com o eixo y de

comprimento 2L e massa 2m. O sistema gira em torno do

eixo z com velocidade angular constante @. Considerando o
referencial Axyz solidario ao corpo, pede-se para balancear o conjunto e determinar as reagdes

dindmicas nos mancais.

Resolucio: Para o balanceamento ¢ necessario atender as equagdes de balanceamento:
Mx;+mx, +myx, =0 ; My.+my +m,y, =0

J,+mxz, +myx,z, =0 ; Jyz +myz,+m,y,z, =0
portanto ¢ necessério o calculo da posigdo do centro de massa (G—A)=x,i +y, j +z,k edos

produtos de inércia. A posi¢do do centro de massa do conjunto com massa total M = 14m é:
xG=(m(L/2)+2m(L))/14m:2igL; v =0

ZG=(4m(0)+3m(3L/2)+m(L)+2m(L)+4m(3L))/14m=;—§L [G=(5L/28, 0, 39L/28)|

Os produtos de inércia considerando os eixos esbeltos com o polo em A4 sdo:

Tabela 2 — Localiza¢cao dos Centros de Massas das Barras

ITEM / COTA xG (a) yG (b) zg (¢) Obs.:
Disco A 0 0 0 Ga
Disco B 0 0 3L Gs

Eixo 0 0 3L/2 Gg

Barra Vertical L/2 0 L Gy

Barra CD L 0 L Gep
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Jo=mLI2)- (W 2m W= 2wl 7,20 [1.=0] =St

Xy vz Xz

r , . . .. * . . *
Para o balanceamento ¢ necessario eliminar a excentricidade (x g) e assimetria (J ., = 0)
utilizando duas massas compensadoras m; e m, fixadas na parte externa dos discos (distancia R
do eixo), suficientes para balancear o sistema. Como o centro de massa estd na parte superior,

uma possivel solucio ¢ instalar as massas na parte inferior dos discos (x; = x, = 0). Para ndo

causar assimetria no plano Axy (y; = y» = 0 para manter J, = 0) a localizacdo de cada massa
sera: m; (-R, 0, 0); my (-R, 0, 3L). Os valores das massas resultam em:
Mx;+mx +myx,=0; My.+my +m,y, =0

J_+mxz +myx,z, =0 ; Jyz +myz, +m,y,z, =0

5 mL

Jo+mi (-R)YO)+my ((RYBL)=0  — |m, :g’% em (-R, 0, 3L);
5 mL

14m xg + my (-R) + m3 (-R) = 0 S m, :g’% em (-R, 0, 0).

Reac¢odes nos mancais: Método de Resolucio: Para determinar as reagdes nos mancais antes do
balanceamento: a) Sistema; b) Referencial e P6lo; ¢) Diagramas; d) Teoremas.

A aceleragao do centro de massa ¢ obtida da féormula de campo de aceleragdes para 4 fixo
(a, =0) e velocidade angular constante:

Go=d,+oANG-A)+dn[dA(G-4)]

aG=0+0—a>2(G—A):—w2%?

Utilizando o TR pode-se obter as reagdes dindmicas nos mancais (M d,; = R ), desprezando a
acdo da gravidade, obtém-se:

—14ma)2%=Ax+Bx
14m-0=4,+8, = 4 =75

Utilizando o TQMA com polo em A fixo, obtém-se o momento angular e sua derivada como:

-J.| [0
H,=[J],{o}= 0 [40p=—J_ wi+J, ok
J. @
%(PIA)+(G—A)/\M5A v

M =(B-A)AR, =3Lk AB.i +3Lk AB, ]
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J.=4mR* |2+ mL* /3+(2m(2L)> /12+2mL*)+ 4mR* /2

—J &I +J. ok +—J_ i +J. 0k+0=3LB j-3LB i

~J.wi=J_ o j=3LB j-3LBi
XZ a)z

Bx=—J ; B =0
3L ’
2
P L L R P
28 3L 3
14m-0=A, +B, = A4,=-B,=0

J.=m(4R* +3L%)

100
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10.1. Balanceadora

A maquina que realiza o balanceamento ¢ composta por um eixo rotativo que gira com
velocidade angular @&=wk controlada e possui um sensor de posicdo angular, conforme
ilustrado na Figura 34. Possui ainda quatro sensores de forga fixos nas secdes A e B, que sdo
ortogonais aos pares e transversais ao eixo. O componente a ser balanceado ¢ fixado na mesa
giratoria em posicao angular definida @ e posto a girar de forma solidaria em velocidade angular

constante. Neste caso a roda veicular possui excentricidade (G—0)=x,i +y, ] e nio simetria

J,ed.,.

Componente

Sensor de
Posigao

Mesa Giratéria =~

Sensores A
Sensores B

Motor

X
a Base Fixa

Figura 34 - Maquina Balanceadora Vertical
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O modulo |R| e fase € de cada par de sensores, em uma se¢do, ¢ a forca maxima e respectivo
angulo de direcdo. As medidas dos sensores s3o combinadas para identificacdo de forga reativa e

0 momento de bindrio.

A /mo’ =x;c080—yssenf e A, /ma’=x;senf+ y, cos
X=(4,+B)/2 ¢ Y=(4,+B)2 (182)

|R|:\/X2+Y2 € G:atané

A média dos valores de for¢a é o valor maximo da reagdo devido a excentricidade do

desbalanceamento. A diferencga dos valores de forga medidas vezes a distancia d entre segoes 4 ¢
B é 0 momento M*" devido a uma eventual ndo simetria. Relembrando das equagoes de forca
do rotor (TR) com velocidade angular constante @ = wk =cte .. &=0 e desprezando a agao

gravitacional, determina-se o valor da massa compensadora e sua posi¢ao angular:

-m-@’ x,=Rcosf = m=Rcos€/(a)2xG) (183)
+m-@’ y,=Rsenf = m:Rsenﬁ/(a)zyG)

Finalmente pode-se determinar a propor¢do entre as massas compensadoras, utilizando o TQMA
que permite quantificar os valores dos produtos de inércia, a partir do momento medido pelos

sensores da maquina balanceadora (ver exercicio em Pesce, 2001):

2 _ ext _ ext 2
J,o"=M" = J =M"/w

(184)
sza)zzMy‘”" = JZX:My"”"/a)2

10.2. Interpretacao Grafica da Anti-simetria

Com intuito de ilustrar o efeito dindmico da anti-simetria na distribui¢do de massa de um corpo

vamos verificar o comportamento dindmico de um rotor nao simétrico e avaliar vetorialmente

qual o movimento do vetor momento angular H ,.
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Exercicio de Balanceamento 2

Uma barra homogénea delgada, com densidade linear
de p por unidade de comprimento, estad contida no

plano xz e tem a forma indicada na figura. Balanceie

o sistema pela adicdo de duas massas nas periferias

dos volantes 4 ¢ B, de raio R ¢ massa M. X  Dado: zg = 2t/n

Método de Resolucdo: a) Sistema; b) Diagramas; c) Referencial e Polo; d) Teoremas.
Como o sistema ndo possui excentricidade (o centro de massa coincide com o eixo de giro),

basta portanto adicionar duas massas iguais de forma a compensar a ndo simetria (J_ =0 ) sem
alterar o balanceamento estatico. Os produtos de inércia, J e J., sdo nulos pois (x, z) € plano

de simetria do sistema. A massa de cada arco € my., = p m r. Sejam m,, as massas adicionadas

extremidade de cada volante para anular o produto de inércia original:

3
o =My X6, 26 My X Zg = pra-(=r)-(=2r)/z+prrx-r-2riz=4pr

J_=J_+m,(-2r)R+m,2r(-R)=0

2
Resolvendo: 4pr’—4m,,-rR=0 = m,, ='OTF localizadas em: (-2r,0,7r) e (2r,0,-r)

O dispositivo ndo € simétrico e, portanto o produto de inércia Jy, ¢ diferente de zero. O

momento angular do dispositivo pode ser calculado por:

H,=[J],{®} ; J.=MR*+pxr’ ; J_=4dpr
J 0 -J_.| |o J. o

Hy=| 0 J, 0 [{ot={ 0 |=(MR+prr’)oi-4pr ok

~J. 0 J. ||0] |-J.o

z Xz
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Portanto o momento angular H, ndo estard alinhado com o eixo de rotagdo @ =wi , imposto

pelos mancais (forma o angulo f com o eixo x) e seu movimento serd induzido pelo binario de

forgas dos mancais M, , conforme mostrado na Figura 35.

f[o :wl(MR2+ﬂpr3)f+4pr3l€J

3
f =—atan ?pr 3
MR +7mpr

Figura 35 — Trajetoria do Vetor Momento Angular - Hg

As reagdes nos mancais devido a ndo simetria do dispositivo, vao produzir as forcas 4, ¢ B,

(binario de forgas opostas com dire¢do y) no dispositivo (com distancia AB = 4 r) obrigando-o a

girar fora do seu eixo principal:

%(*0):]‘23“

A, =-B. =pre’j
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11. ROTAGAO EM TORNO DE UM PONTO FIXO

A rotacdao de um corpo em torno de um ponto fixo é um caso importante no estudo da dindmica.

Isto requer a utiliza¢do de angulos de atitude para descri¢ao da sua posi¢ao € movimentagao.

11.1. Angulos de Euler

No estudo da dindmica rotacional os angulos de Euler sio muito utilizados para descrever a

atitude do corpo (sequéncia 3-2-3). Nesta sequéncia, identificam-se os angulo de Precessdo (¢),

Nutagdo (0 ) e Rotagdo prépria (y), conforme orientagdo mostrada na Figura 36a, onde trés

sistemas de coordenadas sdo utilizados: base OXYZ fixos em um referencial Newtoniano. A
"o

posicdo dos eixos principais Ox"y"z” solidarios ao corpo ¢ definida em qualquer instante em

relag@o a base fixa OXYZ , pelos angulos de Euler (¢, 0, y).

Expressando o movimento de um disco no referencial movel Ox’y’z” em relacdo ao qual o
corpo exibe axi-simetria e apresenta apenas o “movimento relativo” de rotagdo propria
(referencial solidario ao corpo, mas ndo gira com ele) obtém-se os movimentos angulares
relativo (rotagdo propria em torno do eixo de simetria Oz" ) e 0 “movimento de arrastamento”
que ¢ composto de duas parcelas (precessdo em torno do eixo fixo vertical OZ e nutagao em

torno do eixo Oy’):

—_ . P

o, =yk e a,=0j+¢K (185)

arr

como K =—sen@i +cos@k conforme Figura 36b, obtém-se @, = —psen6i +0 j +dcos Ok e

a soma das parcelas resulta na velocidade angular absoluta Q :

Q=d,, +ad,, :—¢sen97+9j+(g0+¢5cos€)/€ (186)
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\.\L

Figura 36 — Angulos de atitude de um corpo (Euler)

11.2. Aplicacao do TQMA

Considere um rotor axi-simétrico suportado por um conjunto duplo de anéis articulados
(gimbals) de tal forma que o movimento angular seja totalmente livre e o apoio coincida com o
centro de massa do rotor, conforme ilustrado na Figura 37a. Essa configuragdo ¢ chamada de
giroscopio e permite o giro do rotor de forma estavel em torno de um eixo. Esse dispositivo ¢
muito utilizado como instrumento de navegagdo ou dispositivo de estabilizacdo, sendo de

fundamental importancia na engenharia.

Utilizando o TR expresso na forma vetorial e o DFCL, conforme ilustrado na Figura 37b, obtém-

S¢:

G, =dy+dA(G-0)+dn[@A(G-0)
mag=R = m{oAG-0)+anldn(G-0)|=mg+R, (187)

m
m-dg zm-(aGTang —aGRadm,):m-(a)/\r—a) /\r):mg+RO

O momento angular do disco H, expresso no sistema de coordenadas movel Gxyz em relagao

ao centro de massa, considerando corpo axi-simétrico e eixos principais de inércia, ¢ dado por:
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@
H. ) [J. 0 0 —psend
Hg =0 J, 0} 6 +0 (188)
He| |0 0 J.| |[5+dcoso)

V4

DVCL
¢
»

7

DFCL

Figura 37 — Rotor Axi-simétrico

Derivando o H; em relagdo ao tempo (derivada absoluta), mas expresso numa base movel (deve

adicionar a derivada da base), tem-se:

d[= d[= - - i ~
E [HG ]OXYZ = E [HG Xyz + a)arr A HG = [J]G {a)abs }rel + [a)arr ][J]G {a)abs } (1 89)

portanto:
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P = G ol o0, G011 Llirbomstlf=

(¢sen6’) +J, 6’]+J (1//+¢cos6’)

Alternativamente pode-se utilizar o TQMA expresso na forma matricial em relagdo a base movel

para o pdlo fixo O = G, onde a, =0 (o termo cruzado se anula) e utiliza-se a matriz anti-

simétrica [@,, | (skew simetric) obtendo-se:

[H ]+ O)Ama, = {1\712‘”} (191)
[J Vol b (B, 1 o {0 1+ 0= 15}

ou

%[HO]OXYZ:%[HO xyz+6?)arr/\lj10:{_.gﬂ} (192)

L (i + 1@, W oA, } = 5}

A segunda parcela é conhecida como termo giroscopico. Utilizando o sistema de coordenadas

movel Oxyz de simetria do disco, a matriz de inércia se torna diagonal, a velocidade angular de

arrastamento é @, =—@senfi +6 j +pcosOk , obtém-se as seguintes equacdes diferenciais:

J, 0 0 J —dsend 0 dcosO -0

0o J, 0 = 0 +| —dcosd 0 —gsend |-
100 J. |, (l/'/+¢5cosﬁ) 0 dsend 0
_ - . (193)
J, 0 0 —¢send M,

0 J, 0 6’ =1M,,

100 J. |, (l/'/+¢cos6’) M,

i) -J, i(ésen@)—Jy ¢390050+J29(y)+¢5cos 49)=M

7) J, ﬁ—J #* senfcos@+J, ¢sen6’(1//+¢cos6’) M

Y dt
- JZ%(W+¢COSQ)=MOZ

(194)

Oy
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11.3. Precessao Livre (Giroscopio)

O movimento de precessdo livre ¢ o caso em que o local do apoio O do rotor coincide com o

centro de massa G do corpo. O corpo axi-simétrico apoiado nos mancais 4B, girando com
velocidade angular relativa 1/7 =l/)/€, ¢ suspenso por uma junta do tipo cardan CD-EF, que

permite apenas as trés rotacdes em torno de O, fixo (coincidente com o eixo vertical dos mancais

EF) onde o movimento angular de precessdo ocorre (qz = ¢ K ), conforme mostrado na Figura 38.

Os mancais CD formam a linha dos nds, eixo em torno do qual ocorre o angulo de nutacdo 6,

segundo a dire¢ao y onde a velocidade angular de nutagdo ocorre (5 =67).

Figura 38 — Giroscopio
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Para o caso particularde O =cte; §#0 e M o =0 dsend =0, a equacio de movimento (eq.

190) se reduz a;

(7. =7 )dcos0+J. i | gsend=0 (195)

Portanto (J.-J,)dcosO+J. =0 = ¢:—mjﬁ¢ (196)
. —J,Jcos

Verifica-se que nesse caso o movimento de precessdo ¢ ¢ proporcional & . Se o pido for

achatado (J, > Jy), para @<7x/2, a precessdo serd retrograda. Caso a forma do pido for
alongada (J, < Jy) a precessao serd direta ou progressiva, ou seja, se fara no mesmo sentido da
rotacdo propria. O efeito giroscopico confere ao rotor atitude estacionaria, sendo largamente

utilizado como instrumento de navegagao.

Figura 39 — Precessao Livre

Para um disco axi-simétrico (matriz de inércia diagonal) girante em movimento de precessao
estaciondria (@ = cte .. # =0) sem momento externo, conforme apresentado na Figura 39, tem-se

para a velocidade angular as seguintes componentes do momento angular:
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Q :—¢ﬁsen6’z?+6'?j+(w'+¢cosﬁ)l€
Hy=[J,]0=-J, psen0i +.J.(y +doosO)k (197)
H i+H, k

O movimento € conservativo pois H , =cte (ndo ha momento externo). Caso a componente Hox

seja nula o0 momento angular coincide com o eixo de rotagdo e permanece alinhado com ele. Os

movimentos (o, =®,, +®,,) definem o eixo instantaneo de rotacdo, sobre o qual ocorre o

rolamento do cone rolante sobre o cone de base, conforme mostrado na Figura 40.

eixo
eixo instantdneo
de rotagéo
C
rolante

Figura 40 — Interpretacio Grafica (cone de base e rolante)

O eixo movel k£ em torno do qual se define o cone rolante, estd alinhado com a velocidade
angular relativa @,,=y k chamada de eixo Giroscopico. A linha chamada de eixo de Precessao

esta alinhada com a velocidade angular de arrastamento @, . O eixo instantaneo de rotagdo

descrito pelo versor unitario # tem a dire¢ao do momento angular H ¢ € pode ser obtido por:

(198)
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Note que um corpo livre no espaco, livre de forgas externas, vai girar em torno do seu centro de

massa G, conforme preconizado pelo Teorema da Resultante (7R).
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11.4. Precessdao Estacionaria (Piao)

Um caso particular de movimento de corpo rigido em torno de um ponto ¢ a Precessao
Estacionaria ou regular. Neste caso considera-se que o rotor tenha rotacdo propria i constante
€ que seu eixo proprio Oz , apresente um angulo de nutacdo & constante em relacdo a vertical,
descrevendo um movimento de precessio com velocidade angular de precessio ¢ também

constante em torno do eixo Z vertical. Este ¢ o caso do PIAO (corpo axi-simétrico em rotacao
em torno de um ponto, nio coincidente com o centro de massa, conforme mostrado na Figura 41)

considerando apenas um pequeno intervalo de tempo. Este movimento com:

O=¢=y =ctee 0=0 ¢épossivel apenas sob determinadas condigdes.

Figura 41 — Movimentos do Piao
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Retomando a equagdo de rotacdo em torno de um ponto, expressa na base movel, e anulando os

termos descritos para esse caso (0 =g =y = cte ¢ 6 =0), obtém-se uma tinica equagio:

¢=cte =cte

A

J, t(¢sen6’) J, ¢0cosH+J 6’(1//+¢cos0) M,
Jy%(é) quﬁ sen@cos@+J2ésen@(y)+¢cos0)zM® (199)
6=0 | JZ§W+¢COSH.)=MOZ
w=cte @=cte
0=M,,
(/. =, )pcos 6+ i) pseno = M, (200)
O:MOZ

Para a segunda equacdo ser possivel € necessario a aplicacdo de um momento externo na direcao
Jj que, neste caso, ¢ produzido pela acdo gravitacional devido a altura zg do centro de massa do

pido, conforme ilustrado na Figura 41:

]VI :( ) R (G—O)Amg
M,=0+z,k K
/ +z.k A—mg ) ) (201)
M, = k/\ mg( sen9i+cosﬁk)
M mgz,send j
portanto, o momento ¢ ao longo da linha dos nos. Substituindo na equacdo anterior:
J.—J.)pcosO+J_ yr|psend = sen @
[( z x)¢ z V/J ¢ mg ZG (202)

(Jz _Jx)éz C050+Jz V'/ézngG

Portanto no movimento de precessdo estaciondria ocorre com angulo de nutacdo €, de

eq

equilibrio determinado por:
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éeq =a cos[m(gJZG_—;J)zg}} (203)

Considerando ainda um movimento com velocidade angular propria muito maior que a

velocidade angular de precessdo ¥ >>¢ (anulando o primeiro termo da equagdo), obtém-se:

mgz, L
J. oy

z

I

J. v é sen0 = mg z; sen@ = é (204)

que corresponde a uma situagdo possivel para este movimento. Portanto, velocidade angular do

movimento de PRECESSAO (¢ - arrastamento) ¢ inversamente proporcional a velocidade

angular propria (7 - relativa). Note também que J,y ¢ sen8 j = J (&, A &,,)

Finalmente pode-se obter as reagdes R, no apoio O, expressas na base movel Oxyz,
determinando-se a aceleragdo do centro de massa, através das suas componentes considerando a

precessio_estaciondria (0=g=y =ctee 6=0) com: &, =yk , &, =¢K , =0 e

(G-0)=z,k:

—

5):9]'+¢'§12+1/'//€:6+¢5(—sen02+cosﬁl€)+l/)k

‘ : ' S (205)
5):—¢sen0i +(l/)+¢COSH)k
@:é),el+c?>a,,,+5m,,=V775+¢31€+(¢31€A‘/”€) (206)

5):6+6+¢3(—sen6’z7+0056’l€)/\1//l€ =dysend |
G, =dy,+n(G-0)+dA[dA(G-0)]
a; = O+(¢Wsen 6’}/\26 l€)+(—¢5sen 6’?+(y)+¢3cos 6’)]2)/\ [(—ésen 9?+(1/)+¢5C0$0)l€)/\ Zg lg](207)

g, =z, -¢52(—sen000s0f—sen2 HE)I—ZG sen0-¢52(cos6’z7+sen01€)

Utilizando o TR e o DFCL, considerando o caso estacionario, resulta na base mével Oxyz:
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m.aG = Zéxt
—m-zGsen9-¢52(cos:9f+sen6’l€):ﬁo—mglz (208)
-m-z sen9-¢2(00597+sen 6’/2)= (0x7+0y]+021€)—mg (—sen9f+cost9/€)

As reagdes também podem ser expressas na base fixa OXYZ, considerando que

cosOi +senOk =1 , obtendo-se:

—m-z, sen0-¢52(00501?+sen6’l€)=§0 ~mgK

. . (209)
—m-z sen@-¢’ [ =R, —mgK
e suas componentes em cada diregao:
O, =—m-z senf ¢’
0, =0 (210)

O,=-mg

Note que o centro de massa G descreve uma trajetoria circular centripeta de raio » =z;send em

torno do eixo vertical Z, com velocidade translacional V,=V,+@dAF =
VG =0+ ¢IZ NZg k = Zg sen0¢5j compativel com a componente de aceleracdo centripeta

a, =V?/R. O peso proprio ¢ sustentado apenas pela componente Oz.

OBSERVACAO: Mantendo a forma completa, a equagio diferencial 113, torna-se quadratica de

segunda ordem em ¢, com duas solugdes (ver Pesce, 2019):

[(Jz _Jx)¢COS9+JZW]¢Sen9=mZG send

i2 Jy mg z, 211)
- =0

. (J. —JX)COSH¢ (J.-J,)cos&
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Quando cosd>0e J,>J_ (pido achatado) a solugdo serd um movimento progressivo (a

direcdo da precessdo serd a mesma da rotagdo propria). Dependendo do aspecto do pido (esbelto

ou bojudo) o movimento pode ser retrogrado (ver Pesce, 2019).

INTERPRETACAO GRAFICA:

As componentes do momento angular do pido nas dire¢des i e k, para o movimento de

precessdo estacionaria (6 = ¢ =y = cte e 6 =0), conforme apresentado na Figura 42a, sdo:
HOX:—JX(,/;senH e H, =J. (1/)+¢5c059) (212)

Relembrando também que a velocidade angular relativa e absoluta, que estdo contidas no plano

0Z7z, conforme apresentado na Figura 42b, sdo:

—

@, =yk e @,=0j+¢K=0+pK (213)

(a)| (b) - () 7 A Eixo instantaneo
z 04 de rotagéo
A f a)arr —
u
———
\ Wre|
el
)\Ke_ cone de c%ne de
\ precesséo ase

cone
rolante

Figura 42 — Cones e Eixo Instantineo de Rotacio
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Identifica-se o eixo instantaneo de rotacdo u (linha do pido com velocidade nula naquele
instante) alinhado com o momento angular no plano OZz, em torno do qual o cone rolante
(movimento do corpo em torno do eixo movel z) rola sem escorregar sobre o cone de base (fixo),

conforme apresentado na Figura 42c:

H,
o

H,=H,i+H,k e = (214)

Note ainda que o cone de precessdao (spin cone), conforme mostrado na Figura 42b, ¢
caracterizado pelo movimento do vetor velocidade angular propria @,, =y k do corpo em torno

do eixo fixo Z, que tem inclinacdo & de nutacao.

Finalmente, pode ser de interesse expressar a quantidade de movimento angular na direcao
vertical K (K =—sen®i +cos@k ) da base fixa. Para tanto basta multiplicar a primeira equacao

da solugdo apresentada no item 11.2, por (— sen € ) e a terceira por (cos € ), obtendo apds

algumas manipula¢des numéricas:

i[JY dsen’ 0+ J_ cos 6’({/)+¢3C0S0)]—JZ cos Hi(g/}+¢5cosﬁ): -M,,send
dt™ ] dt 215)
J_cos 95(1/'/+¢'50059)=M02 cosé

Finalmente acrescentando as duas direcdes ja obtidas no item 11.2, resulta nas dire¢des K ,],/;

em:

%[Jxésenz 0+J. cos@(y)+¢5cose)]:_MOx sen@+M, cosO=M,,
H—JMJ'2 OcosO+J. gsendyy + poos0)= M 216
o = yz— ¢ senfcos@+J_¢senO\y +¢pcosl)= o (216)
HOZ:JZ%(W+¢COSQ):MOZ

;1 ~ X
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portanto a quantidade de movimento angular expressa no eixo vertical Z da base fixa, ¢ dado por:
ﬁoz =J_ psen’ 6+J_ cos 0(1/) +gcos 0), conforme mostrado na Figura 43b. Esta forma de

apresentacao da equacao de movimento ¢ particularmente 1util nos seguintes casos: a) quando o
polo for coincidente com o centro de massa G, ou quando as Unicas forgas externas agentes sobre
o corpo forem o peso e a reacdo do apoio, no ponto fixo O. Em ambas as situagdes as

componentes do momento externo sao Moz = Mo, = 0 e, portanto, a quantidade de movimento
angular H o, hesta dire¢do ¢ um “INVARIANTE”; ou seja, uma constante do movimento de
precessio (conservagdo da quantidade de movimento de precessao na dire¢do Z). O mesmo vale
para a quantidade de movimento angular H 0. para o movimento de rotacdo prépria (na direcio

2).

No primeiro caso em que O = G tém-se adicionalmente que Mo, = 0 (caso do giroscopio), o que

significa que a quantidade de movimento angular serd invariante. O segundo caso ¢ tipico de um
pido simétrico, sob agdes do proprio peso e da reacdo no apoio O. Neste caso 0 momento €
ortogonal ao plano 0Zz, nao afetando a quantidade de movimento angular (movimento

conservativo).

Figura 43 — Quantidade de Movimento Expressa: a) na Base Mdvel e b) no Eixo Fixo Z
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Exemplo de rotagcao em torno de um ponto

O anel homogéneo de massa m e raio R (espessura desprezivel),
gira ao redor da barra GO de massa desprezivel e comprimento

L, apoiada na articulagdo O, com velocidade angular relativa

@ = wi constante. Este rotor estd em movimento de precessao

estacionaria com angulo @ e velocidade angular de precessao

Q=0J , constantes. Determine:

a) a velocidade de rotagdo absoluta do rotor;

b) a aceleracdo do centro de massa Gy

¢) as reacoes na articulagdo O

Método de Resolucio: a) Sistema; b) Diagramas; ¢) Referencial e Polo; d) Teoremas.
a) O sistema € o rotor que tem velocidade angular de rotagdo relativa decorrente da rotacao

propria e do movimento de arrastamento do seu eixo:

—

ch)ml+6?)m=a);+QJ = J=cosOi+senf] = @, =(0+Qcosb)i +2senb;

abs
b) O diagrama de forgas sobre o corpo livre revela no apoio a reagdo R, e a acdo gravitacional.

Para aplicar o TQMA, calcula-se inicialmente 0 Momento Angular do corpo considerando o

p6lo em O e sistema de coordenadas solidario ao eixo do anel Oxyz:

H,=[J1,[&]+m(G-O)AV, onde V,=0

J. 0 0] |w+Qcosd
[I:IO]: 0o J, 0 Qsend =Jx(a)+Qc050)f+Jy(Qsen6’)]’
0 0 J.|, 0

onde Jg, =mR® ; Jo,=mR*/2 ; Jo =Jg e J, =Jg +ml’
Fazendo a derivada temporal, obtém-se a quantidade de movimento angular:
H o =J (0+Qcos 6’)1% +J,Qsen 6’7 onde as derivadas dos versores sao:

z%:.Qfx\f:Q(cos6’1?+sen9])Az?:—Qsen91€ € jz!ﬂ/\]z.@cosﬁl;

fIO =—Jx(a)+Qcos6’)QsenHIE+JyQsen&’Qcosé’l;=A7I§’“
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ACX[ - 7 L2 1 gL
M5 =(G-0)Amg =—mg LsenOk = 0=|———|QcosO+-=;
R™ 2 Q
¢) aaceleracao do centro de massa G; (G-0)=Li
Vo =Vy+QAG-0) =  Vg=0+(cosOi +send j)ALT =N V,=-Lsen0Qk

Fazendo a composi¢ao do movimento, expresso na base movel Oxyz, obtém-se:

a, =a,, +a, +a, = a, =0 = a, =2-w, NV, =2-QJA0=0

rel

dg,, =4, +a,, /\(G—O)-i-.ém /\(VG —170) = dg =0+0+2(cosOi +send ) A (~L2senOk —0)

ag = —~L0*senf(senfi —cos j)

=-mgJ+R,i+R, j+R k

d) as reagdes na articulagdo O. Utilizando 0 TR - md; =R = mag

—mLQ? senH(senHz?—cosﬁj):—mg(cosﬁz?+sen9])+Rx7+Ry ]+Rzl;

R =-m(LQsen’ O+ g cos )

R_=0 ; Ry:msenH(L.choséHg) €

Se projetado na base OXYZ fixa, resta apenas a componente centripeta e gravitacional

R, =-mLQ%sen’ 0

R,=0 ; R, =—-mg e
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EXERCICIO: Péndulo Conico

Um pendulo conico composto por uma particula P de massa m estd pendendo da articulagdo em

Q através de um fio ideal de comprimento L, formando um angulo @ constante com a vertical,

descrevendo um movimento circular com velocidade tangencial V' =V, j, com forme mostrado

na Figura 44. Fazer a interpretacdo vetorial do movimento estacionario onde 6 =¢ = cte.
Utilizando sistema de coordenadas movel Oxyz, solidario a massa, determine: a) 0 momento
angular H o do sistema em relagdo ao polo Q; b) A taxa de variagdo temporal do momento
angular e o momento das forgas externas em relacdo ao pdlo @; c) O angulo & constante

compativel com a configuracao cinematica descrita; d) As componentes da reagdo na articulacao

0.

Figura 44 — Péndulo Coénico
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12. MOVIMENTO GERAL

O movimento geral de um corpo simétrico em rotagdo, livre de forcas dissipativas, submetido a
acdo de momento externo (m g zg send) na linha dos nds (eixo y), pode ser descrito por uma

unica equacao diferencial, em func¢do de 6(¢):

Jyé-i-(a_ﬂcosg)'(g—acosﬁ)_mngSen&:0 (217)
J, sen 0

onde as projecdes do momento angular & (H o, ha direcdo vertical Z) conforme apresentado na

Figura 43, e £ (na dire¢do do eixo de rotagdo propria z), sdo:

a=J, psen’ O+J. cosé’(g//+¢5cosé?)=HOZ 218)
p= Jz(l/)+¢cosﬁ)=HOZ
que sdo INVARIANTES dos movimentos de precessdio (em torno do eixo K ) e movimento de

rotacio propria (em torno do eixo k ), respectivamente, para qualquer angulo de nutacdo 6(¢),

resultando em (Pesce, 2019):

W=J£—¢COSH (219)

z

Para a solu¢do da equagdo diferencial de segunda ordem, nao linear, em fun¢do de 6(¢), pode-se

utilizar um esquema de integracdo numérica. O estudo do movimento geral de corpos em rotacao
¢ bastante complexo e extrapola o proposito destas notas de aula. Recomenda-se leitura adicional

de Pesce (2019) ou Whittaker (1937).
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14. ANEXO A - Momento da Quantidade de Movimento

Para sistemas continuos define-se 0 MOMENTO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO
elementar da particula P de massa elementar dm e velocidade ¥, em relagio a um polo O o
vetor elementar:

dH, =(P-O)rndm-V, (220)

Integrando sobre o dominio do corpo rigido (CR), tem-se:

H,=[dH, = [(P-O)rdm-V, (221)
CR CR

Derivando em relacdo ao tempo, a expressdo H, e o produto vetorial a direita, para massa da
particula invariante (71, =0 ), obtém-se:

%goz [(7,~7,)ndm -7, + [(P-O)rdm-a (222)
CR CR

e lembrando que ¥, AV, =0, obtém-se, utilizando a propriedade do centro de massa e sua

derivada temporal e a for¢a elementar :

Hy=Vyn [dm-V,+ [(P=O)ndm-i =V, nmV, + [(P~O)ndF (223)
CR CR CR

e lembrando que a expressdo do momento de forca elementar em relagdo ao pdlo O ¢é:

M 0= J-(P—O)/\ dF  (note que as forgas internas nio comparecem na expressio do momento)
CR

resulta finalmente em:

—

OZMSXZ"'m ¢ Vo (224)

|
|

-
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15. ANEXO B — Mudanc¢a de Pélo para Momento Angular

A quantidade de movimento angular H o> com polo O pertencente ao corpo rigido, pode ser

determinada em outro polo arbitrario qualquer (por exemplo pdlo Q) utilizando a formula de

mudanga de polo para momento angular descrita por:

H,=H,+(0-0)AmV, (225)

Demonstracio: (Pesce, 2023) considere o sistema rigido continuo formado por elementos P de

massa elementar dm e velocidade ¥,. O momento da quantidade de movimento elementar em
relagdo ao polo O ¢é dado por: dH 0= (P— O)/\ dm- 17,, que pode ser integrado ao longo de todo o

dominio do corpo rigido (CR): H, = Idﬁo = J-(P—O)/\ dmV, .
CR

CR
Em relagéo ao outro polo qualquer, por exemplo Q , tem-se:  H, = IdI:I 0= (P—Q)/\ dm I7P

e fazendo a diferenca: I:IQ ~H, = j[(P ~0)-(P-0)|rdmV, =
CR

H 0= H,+(0-0)A J-dm V, . Utilizando a propriedade do centro de massa obtém-se:
CR

FIQ =H,+(0-0)AmV,| c.q.d.
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16. ANEXO C - Matriz de Transformacao

Vetores ou tensores descrevem grandezas como a posicdo, velocidade (translacional e

rotacional), aceleracdo (translacional e rotacional), for¢cas, momentos, matriz de inércia.

Os corpos podem estar submetidos translacdo e/ou rotagdo alterando sua localizagdo e
orientacdo. Os sistemas de corpos rigidos sdo em geral vinculados por restricdes mutuas de
translacdo ou rotagdo ou ambas. Os eixos de rotacdo de dispositivos vinculados podem ser
desalinhados e ndo coincidentes. Desta forma os eixos de rotacao de partes sucessivas podem ser

REVERSOS.

Denavit—Hartenberg matriz

yz'y=R, [R, IR, [{E} (226)
Jointj 41
o1
Jointj z M
|

Figura 45 — Dispositivo Vincular com Eixos Reversos

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Denavit%E2%80%93Hartenberg_parameters
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Translacao
1 0 0O
01 0 0
Thei=ly o | 4 (227)
0 0 0 1
Rotacado
cd —-s6 0 0
s@ c6 0 0
e (228)
0 0 0 1
Translacao
1 0 0 r
01 00
L (229)
0 0 0 1
Rotacado
1 0 0 O
0 cg —-s¢g O
Tles=, s oo o (230)
0 0 0 1
Movimento Total
cld —-s@-co sO-s¢p r-co
s@ cO-cg —cO-s¢ r-sb
[T]T—>d;R—>6’;T—>r;R—>¢ = O (23 1)

s¢ co d
0 0 0 1



DINAMICA

Estatica

Rxx ny sz ]:c

[ J] — Ryx Ryy Ryz T, ¥
¢ sz Rzy Rzz 7"2

O 0 o0 1

z y x
[T ]cm = a)z 0 G Vy
-0, o, 0 f

Dindmica a Matriz de inercia rotacionada e o centro de massa:

J -J, —J. x;m

X xy
[J] _ _Jyx Jy _Jyz me
Cl-d. —J, . zgm

Xgm Yyom zgm m

129

(232)

(233)

(234)

O movimento angular geral pode ser produzido por uma sequéncia sucessiva de rotagdes. Uma

sequéncia possivel € descrita em termos de rotacdes sucessivas em torno de eixos expressos na

base movel (body fix rotational sequence). Tomando a sequéncia 3-2-1 em eixos da base movel,

utilizada na aviacdo conforme mostrado na Figura 20, obtém-se os movimento de orientaciio

(angulo @, em torno do eixo vertical z = Z, Figura 20a), elevagdo (angulo 8 em torno do eixo

transversal y = y', Figura 20b) e rotacio propria (angulo i em torno do eixo longitudinal x' =

x", Figura 20c).
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Figura 46 — Sequéncia de Rotacdes 3-2-1 (base movel)

Para cada rotagdo em torno de um eixo existe um matriz de rotacdo relacionando cada

transformacao:

i cosg seng O0||e

jt=|-seng cosg 0 |ie, :[R¢]{E}

k 0 0 1|le

i’ cos@ 0 senf||i

ilt=l 0o 10 [{jt=[RJxyz} (235)
k' —senf 0 cosd ||k

i"l 1 i’

j"t=|0 cosy seny |{;’ x’yz}

K" 0 —seny cosy

ou de forma resumida:
tyey=(R IR IR, JE} (236)
Existem 12 combinacdes possiveis de sequéncias de rotacdes em eixos ndo paralelos do

referencial movel (Baruh, 1999). Dependendo da conveniéncia da visualizagdo a sequéncia 3-2-3

¢ muito utilizada em dindmica rotacional (convengao aeroespacial da NASA, Baruh, 1999). Esta
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sequéncia é chamada de Angulos de Euler. Outra sequéncia disponivel é 3-2-1 que é utilizada na

area de aviacao (Baruh, 1999).

Note, entretanto, que uma sequéncia ndo ¢ comutativa (mudando a sequéncia a orientagao final
se altera) ndo sendo, portanto, possivel representar a rotacdo de coordenadas por uma operacao

de angulos finitos.

Considerando os angulos de rotacdo de Euler de Precessdo (¢ ), Nutagdo (@) e Rotagdo propria
(¥ ) obtém-se na sequéncia 3-2-1, que ¢ utilizada na area de aviagdo como padrio da NASA

(Baruh, 1999) a matriz de rotagao:

cOcy copsy+spsOcy spsy—chpsOcy
[R]= —cOsy copcy—spsOsy socy +chsOsy (237)
560 —s¢cl cpcl

Para aa sequéncia 3-2-3, que ¢ utilizada na area de aeroespacial como padrao da NASA (Baruh,

1999) a matriz de rotacao resulta em:

—-sgsy+cpclcy +copsy+spcOcy —sOcy
[T]= —Sspcy —chpcOsy +chpcy —spcOsy +sOsy (238)
cpsO sps6 cl
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17. ANEXO D - Péndulo Cénico (Resolugao I)

Resolucao: utilizando sistema de coordenadas mével solidario a massa e alinhamento vertical.

Um pendulo conico composto por uma particula P de massa m esta pendendo da articulagdo em

Q através de um fio ideal de comprimento L, formando um angulo @ constante com a vertical,
descrevendo um movimento circular com velocidade tangencial V' =V j, com forme mostrado

na Figura 44.

Utilizando sistema de coordenadas movel Oxyz, solidario a massa, determine:

a) o momento angular H o do sistema;

b) A taxa de variagdo temporal do momento angular e o momento das for¢as externas em relagao
ao polo Q;

¢) O angulo @ constante da configuracao do estado cinematico descrito;

d) As componentes da reacdo na articulacdo Q.
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Figura 47 — Pendulo Esférico

Fazer a interpretacdo vetorial do movimento estacionario onde & =¢ =cte. Determinar as

reacdes na articulagdo Q. utilizando os sistema de coordenadas movel Oxyz.

Sistema: particula P de massa m ; Referencial e Polo: Oxyz ; DVCe DFCL
Teoremas: TR e TOMA
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Figura 48 — Diagrama de Velocidades

Do diagrama de velocidades obtém-se para K = k:
V,= VQ +oA(P-0) = V, :O+¢l€AL(—COSHE+sean)

V, =0+Lsenfg] = g=—0 = G='o
=VU+ Lsen = = = =
& / Lsend R

Quantidade de movimento angular H o da particula P, considerando o polo conveniente em Q:

FIQ =(P—Q)/\mI7P =L(—cos€l€+sen6’z7)/\mVPy]
ﬁQ =mL-V@(cosﬁf+sen9§)

Derivando a quantidade de movimento angular H, o com respeito ao tempo:
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- d (- - ~
HQ:E( Q)re/+ e N g
d -
E(pr)ielzo

fIQ :6+¢3l€/\mL-VPy(cosé’z7+sen6’l€)

fIQ =mL-Vp, cosOd ]

O momento das forcas externas sobre o sistema particula P e fio, conforme ilustrado na Figura

50 considerando o polo em Q:
MQ :(Q—Q)AEQ +(P—Q)/\m§ :0+L-(sen917—cosﬁlg)/\—mgl€=mgLsenH]
A7IQ —=mgLsen® j =mgR |

ou seja, a variagdo do vetor quantidade de movimento H,, € na dire¢do y , conforme mostrado na

Figura 49
TQMA para o pédlo em Q:
H,=Mg
P = ng
mL-V, cos@¢j=mgRj = @ =acos I
R’ "
cosf ==

2
Py

alternativamente pode-se obter:

72
@ =acos iz ou 6H=atan Ré
L¢ g
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ﬁ
d/di= H,

Figura 49 — Interpretacao Grafica da Variacdo da Quantidade de Movimento e Momento

Determinar as reacdes em Q. Utilizando o TR determina-se a aceleragdo de P:

Gy =dy+dN(P-Q)+@,, Ald,, A(P-0)]
(P—Q)zL-(—cos0E+sean) D@, =Pk

dp :0+0+a)mIE/\[a)mlg/\L-(—cosE'l;+sen0?)]
d,=—LsenO¢* i

. . . m.&P:ZEext:aQ_i_mg
Aplicando no TR considerando o DFCL da Figura 50 L .
—m-Lsen@¢’i =R, —mgk
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Figura 50 — Diagrama de For¢as do Corpo Livre

As reagOes na articulacao Q em cada direcao sao:

—

RQX:—mLsenH;/fzi; RQ},=0j ; Ry =mgk
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18. ANEXO E - Quaternions

Numeros complexos sdo uma extensdo bidimensional dos nimeros reais. Considere um circulo

de raio R no plano, conforme mostrado na Figura 51a. O ponto P do circulo, quando descrito no
plano complexo (eixo real e imaginario onde i* = —1) em fun¢do do pardmetro 6, tem a seguinte
forma:

a+i-b=R-(cos@+i-senfd) = a=R-cos@ e b=R-senf .. a’+b>=R> (239)

Entdo uma orientacdo descrita por uma versor unitario # segundo o angulo @ ¢ obtida por:

(P—O):R-ﬁ=R-(cosﬁf+sen9]) = i=cos@i +senf | (240)

(a) (b)

Figura 51 — Circulo no Plano e Esfera no Espaco

Os quaternions (Hamilton, 1843) sdo uma extensdo quadri-dimensional dos nimeros complexos.

Os quaternions ¢ composto de uma parte real (w) e uma triade imaginaria ( i j k).
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g=w+xi+yj+zk (241)

Os quaternions sao muito utilizados em algoritmos para descricdo de movimentos espaciais
devido a inexisténcia de singularidade e eficiéncia nas operagdes matematicas. Considere entdo
uma esfera de raio unitario no espago tridimensional, conforme apresentado na Figura 51b, com

centro na posi¢ao:
g=0+0i+1j+0k .. x*+y*+z°=1 (242)
Para descrever uma orientagcdo associada com a posi¢ao do ponto P , contida na superficie da

esfera de raio unitario, as trés coordenadas sdo suficientes para indicar univocamente um vetor

orientacdo. Por exemplo na dire¢do 45° no plano (x 1 z), conforme apresentado na Figura 51b:
P=0+~2/2i+1j+2/2k (243)
As propriedades dos quaternions sdo:
ij=k; jk=i; ki=j
ji=—k; kj=—i; ik=—]

iP=jt=k=ijk=-1
P':q‘P'q_l

(244)

Ou seja a posi¢do rotacionada P’ de um vetor P na base (ijk) pode ser obtida pela pré-

multiplicacdo dos quaternions ¢ e pés multiplicagdo de sua inversa ¢':

Pr:q.P.qfl

24
P':(w+xi+yj+zk)-(Pxi+Pyj+sz)-(w—xi—yj—zk) (245)

Para mais detalhes assista o video da 3BluelBrown no seguinte endereco na internet:

(https://www.youtube.com/watch?reload=9&v=d4EgbgTm0Bg).




