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1. INTRODUÇÃO 

 

Esta monografia resume as notas de aula deste autor na disciplina de Mecânica II (PME-3200), 

elaborada ao longo do seu aprimoramento didático junto a equipe de dinâmica do Departamento 

de Engenharia Mecânica (PME) da Escola Politécnica da Universidade de São Paulo (EP-USP). 

O texto pressupõe que o aluno domine os conceitos de Mecânica Clássica, incluindo os temas 

relativos à estática, à cinemática e dinâmica do ponto, usualmente adquiridos no curso de 

Mecânica I da POLI. Admite-se ainda que o leitor detenha os conhecimentos elementares de 

álgebra vetorial, álgebra linear e de cálculo diferencial e integral, adquirido nas disciplinas dos 

primeiros anos básicos (biênio) do curso de engenharia. 

 

O texto se inicia pela revisão da ESTÁTICA analisando os sistemas de forças. Na sequência 

reapresenta conceitos da CINEMÁTICA. Os referenciais fixo e móvel, sistemas de coordenadas 

e composição de movimentos são relembrados. A formulação da ENERGIA CINÉTICA do 

corpo rígido (Teorema da Energia Cinética - TEC) introduzindo o conceito de distribuição de 

massa também é relembrada. 

 

A notação vetorial da mecânica Newtoniana é utilizada sistematicamente ao longo deste texto e a 

notação alternativa matricial também é apresentada, devido a sua facilidade na elaboração de 

algoritmos para aplicação numérica. 

 

A DINÂMICA DE CORPO RÍGIDO, translacional (Teorema da Resultante - TR) e rotacional 

(Teorema da Quantidade de Movimento Angular - TQMA) com foco na movimentação 

tridimensional são apresentadas na segunda parte das notas de aula. 
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2. REFERENCIAL E SISTEMA DE COORDENADAS 

 

Um corpo rígido pode ser considerado um referencial, ou seja, de um de seus pontos se observa 

movimentação de outros corpos, segundo um sistema de coordenadas. Os referenciais em geral 

são associados a corpos (e se confundem com eles) e podem ser fixos ou móveis. A segunda lei 

de Newton, que relaciona a variação da quantidade de movimento com as forças ativas é válida 

apenas em referenciais fixos (inerciais ou Newtonianos) ou referenciais com velocidade e 

orientação constante (França e Baruh). Nestes referenciais, os vetores de posição, velocidade e 

aceleração têm formas simples. Entretanto, em alguns casos da dinâmica é conveniente e 

vantajoso expressar o movimento em um referencial móvel.  

 

 

e2 

 

e1 

e3 

E 
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Figura 1 – Referencial 

 

A melhor aproximação de um referencial fixo é considerar uma estrela fixa distante. Uma 

aproximação menos precisa é considerar o sol como referencial fixo. Entretanto, dependendo do 

tipo de fenômeno, a terra pode ser considerado um referencial inercial para descrever 

movimentos de corpos na sua superfície. Descrever por exemplo, o movimento de um veículo 

utilizando o referencial móvel solidário à terra é simples, conforme mostrado na Figura 1. Essa 
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escolha, entretanto, não leva em consideração o pequeno efeito da rotação deste referencial 

móvel, que no caso da descrição da sutil movimentação das marés, não pode ser desprezado.  

 

Note que o centro da Terra viaja em torno do sol com velocidade de 30.200 m/s (ou 108.720 

km/h) e tem na linha do equador a velocidade relativa periférica de 465 m/s (1.674 km/h). A 

aceleração centrípeta na superfície do planeta (raio médio de 6.371 km) devido a sua rotação 

própria (0,2618 rad / hora) resulta em uma aceleração centrípeta de ac = V2/R = 0,03 m/s2 (ou 

seja, 3 milésimos de g) que é praticamente imperceptível, sendo uma simplificação plausível 

para alguns fenômenos na sua superfície. A aceleração da gravidade nos trópicos é cerca de 

0,53% menor que nos pólos. 

 

2.1. Sistema de Coordenadas 

 

Um conjunto independente de versores unitários constitui um sistema de coordenadas. O sistema 

de coordenadas pode ser retilinear (aquele onde a direção dos versores não se altera) ou 

curvilinear (aquele que incorpora a direção da trajetória que a origem descreve). 

 

Um sistema de coordenadas definida no espaço Euclidiano 3  da geometria clássica, é 

composta por dois eixos ortogonais (portanto independentes), formando um plano, e um terceiro 

eixo perpendicular ao plano (portanto independentes formando uma base positiva). A sistema de 

coordenadas pode ser fixo Ee1e2e3, ou móvel Oxyz, conforme apresentado na Figura 2. Um 

sistema de coordenadas pode estar “solidário” a um corpo rígido e, portanto se movimentando 

junto com ele. 

 

Um vetor r


 que descreve a localização do ponto P pode ser descrito na base móvel, segundo os 

versores keji


,  (vetor unitário representado por uma seta sobre a letra) ou, representado no 

sistema de coordenadas fixo, segundo os versores unitários 321 e, eee  (letras em negrito 

identificando vetor). 
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Figura 2 – Sistema de Coordenadas 

 

O movimento de um corpo rígido e, portanto de um sistema de coordenadas móvel Oxyz, pode 

ser retilinear ou curvilinear. Pode ter orientação invariante ou ter, por exemplo, um de seus eixos 

acompanhando uma trajetória (sistema de coordenadas intrínseco - base de Frenet). 

 

A descrição da distribuição de massa de um corpo é facilitada quando se utiliza de uma sistema 

de coordenadas solidário ao corpo (a matriz de inércia torna-se constante). Entretanto, quando se 

utiliza uma sistema móvel, deve-se ter um cuidado especial no cálculo da derivada destes 

vetores. Deve-se distinguir a derivada local, feita com respeito a um referencial móvel, da 

derivada total (ou global) que é calculada em relação ao referencial inercial fixo. 
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3. FORÇAMENTOS 

 

As forças podem ser de contato, de campo ou nuclear. Uma força de contato é o efeito da 

interação de uma partícula sobre outra. Esta interação tem efeitos iguais e contrários em cada 

corpo (princípio da ação e reação, preconizado na 3º lei de Newton) e ocorre na linha de ação 

delas. Uma força de campo é aquela devido à ação à distância de um campo de atração 

gravitacional e magnético. 

 

3.1. Forças 

 

A força é uma grandeza vetorial, pois tem magnitude, direção e sentido. Tipicamente a interação 

entre corpos convexos ocorre em um ponto de contato. Num sistema de coordenadas tri-

ortogonais independentes (xyz), a força F


 que tem sempre ponto de aplicação P , ou seja 

( PF,


), é descrita por vetores do tipo: 

 

 kFjFiFF zyx


          e            kzjyixOP


  (1) 

 

A linha e ação da força ( PF,


) é uma reta que contém o vetor força e seu ponto de aplicação: 

 

 FPX


          onde            é um parâmetro real  (2) 

 

 

3.2. Resultante de Sistema de Forças 

 

A resultante R


 de um sistema de n forças ( ii PF ,


) para  i = 1, 2, 3...n   é dado pelo vetor:  

 

 



n

i
iFR

1


 (3) 
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então tem-se para os vetores F


 e R


: 

 

 















n

i
iz

n

i
iy

n

i
ix

n

i
iiizyx

n

i
i

iiiizyx

FzRFyRFxR

kFzjFyiFxkRjRiRFR

kFzjFyiFxFkRjRiRR

111

11

;;

e





 (4) 

 

Em qual ponto a RESULTANTE do sistema de forças deve ser aplicada? Veja o item 3.7. 

 

 

3.3. Momentos 

 

O momento de uma força aplicada no ponto P em relação a um pólo O é definido por: 

 

   FOPM O


  (5) 

 

Para um conjunto de n forças ( ii PF ,


) para  i = 1, 2, 3...n , o momento em relação ao pólo O é 

determinado por: 

 

  



n

i
iiO FOPM

1


 (6) 

 

Propriedades: O momento será positivo se as forças tenderem a produzir um ato de movimento 

de rotação no sentido anti-horário (regra da mão direita). O valor do momento não se altera para 

forças aplicadas em qualquer ponto ao longo da sua linha de ação (a distância d permanece 

invariante). Veja demonstração em França (2011). 
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3.4. Binário de Forças 

 

Existe um par especial de forças ( 21 e FF


) aplicadas em ( 21 e PP ) que tem resultante nula e 

momento diferente de zero (torque). São obrigatoriamente forças iguais, colineares, mas não 

alinhadas.  

 

 kFjFiFF ziyixii


     aplicadas em:       kzjyixOP iiii


  (7) 

   )21(2212 ou  dFMFPPM


 (8) 

 

Propriedades: O momento é perpendicular ao plano formado pelas forças colineares não 

alinhadas. O momento do binário independe do pólo considerado. Veja demonstração utilizando 

a fórmula de mudança e pólo no item 3.6 ou em França (2011). 

 

3.5. Forças Concorrentes 

 

Forças concorrentes são aquelas cuja linha de ação concorrem a um mesmo ponto A. 

 

       ROAFOAFOPM
n

i
i

n

i
iiO


 

 11

 (9) 

 

3.6. Fórmula de Mudança de Pólo 

 

O momento do sistema de forças ( ii PF ,


) para i = 1, 2, 3...n , com resultante R


 em relação ao 

pólo O, pode ser determinada em relação a um novo pólo Q utilizando: 

 

   RQOMM OQ


  (10) 
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Propriedades: o momento do binário ( 0


R ) independe do pólo considerado pois OQ MM


 . O 

momento permanece invariante se   RQO


// . O invariante escalar é dado por RMI O


 . Veja 

as demais demonstrações em França (2011). 

 

3.7. Sistemas Equivalentes 

 

Dois sistemas de forçamentos (forças e momento) são equivalentes quando produzem o mesmo 

ato de movimento. Por definição: Sistemas equivalentes possuem a mesma Resultante e o 

mesmo Momento em relação ao mesmo pólo. O sistema de forças ( ii PF ,


)  para i = 1, 2, 3...n, 

com momento:  



n

i
iO FOPM

1


 em relação ao pólo O,  é equivalente ao sistema reduzido 

OMOR


),(   sendo O o pólo de redução, conforme ilustrado na Figura 3. 

 

 

 
SISTEMA B SISTEMA A 

  
F1 

  
F2 

P1 

  
F4   

F5 

  
F3 

P2 
P6 

P4 

P5 

     
RA 

     
M

A
O 

O 

       
RB = RA 

         
M

B
O = M

A
O 

O 

     
M

B
O 

     
RB 

  
F6 

P3 binário 

 

Figura 3 – Sistemas Equivalentes (A  B) 
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3.8. Redução de Sistema de Forças 

 

Um sistema de forças reduzido equivalente é aquele, com a quantidade mínima de forçamentos 

(forças e momento), mas que produz o mesmo ato de movimento. 

 

Casos possíveis: 

a) Para 00


 OMeR  o sistema de forçamentos é equivalente a um binário de momento OM


. 

b) Para 00  IeR


 o sistema de forçamentos é equivalente a uma única força aplicada em 

local específico.  

c) Para 00  IeR


 o sistema de forçamentos é equivalente a uma única resultante e um 

momento de binário. Veja demonstração em França (2011). 
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4. ESTÁTICA 

 

A estática estuda o equilíbrio de um corpo material quando as coordenadas de todos os seus 

pontos, expressas em relação a um referencial fixo, não variam com o tempo. 

 

4.1. Vínculos 

 

Vínculos constituem restrições de movimento entre dois ou mais corpos que restringem seus 

deslocamentos relativos. Os vínculos podem ser descritos por expressões matemáticas que 

impõem restrições à variação da posição do sistema material. Estas restrições são realizadas 

fisicamente por forças de interação entre os corpos em contato chamadas de REAÇÕES 

VINCULARES. Corpos não sujeitos a vínculos são chamados de corpos livres. 

 

4.2. Forças Interna e Externas 

 

Num sistema de partículas podem ocorrer forças entre elas. Estas forças são chamadas de forças 

INTERNAS. Podem ser forças de contato ou de campo entre partículas. As forças externas 

atuantes sobre um sistema são chamadas de forças ativas ou forças EXTERNAS. Podem ser 

forças de contato com outros corpos ou de campo (magnético ou gravitacional). 

 

4.3. Diagrama de Forças sobre o Corpo Livre - DFCL 

 

Para a análise do equilíbrio (e do movimento) de um corpo rígido, utiliza-se do diagrama de 

forças sobre o corpo livre (DFCL) obtido a partir do isolamento do corpo rígido de seus vínculos 

e os substituindo pelos forçamentos que eles promovem devido a restrição de movimento. 
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4.4. Condição de Equilíbrio 

 

Se um sistema de pontos materiais está em equilíbrio, o sistema de forçamentos equivalentes 

externo deve ser nulo, ou seja, tem resultante e momento nulo: 

 

 0e0


 OMR  (11) 

 

4.5. Resolução de Problemas 

 

Uma forma de resolução dos problemas de mecânica recomenda seguir uma sequência de 

atividades estruturadas para facilitar a compreensão do problema, identificando as informações 

fornecidas, obtendo informações complementares e utilizar os conhecimentos/teoremas 

disponíveis para a montagem das equações para resolução do problema. Como sugestão, 

recomenda-se seguir as seguintes etapas consecutivas: 

 

 SISTEMA: Identificar qual(is) corpo(s) rígido(s) deve(m) ser tratado(s), qual(is) 

vínculo(s) são impostos, quais as informações disponíveis e quais perguntas devem ser 

respondidas ou incógnitas a serem determinadas; 

 DIAGRAMAS: fazer os diagramas de velocidade do corpo livre (DVCL) e o diagrama 

de forças sobre o corpo livre (DFCL), facilitando a compreensão dos vínculos e 

distribuição das forças ativa. Identificar eventuais equações cinemática e/ou vinculares; 

 BASE e Pólo: selecionar um sistema de coordenadas apropriado (fixo ou móvel) para 

expressar os vetores e escolher um pólo conveniente para descrever os momentos; 

 TEOREMAS: explicitar e aplicar os teoremas disponíveis: Teorema de Resultante (TR), 

Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) ou alternativamente o 

Teorema da Energia Cinética (TEC). Montar as equações de movimento considerando os 

diagramas e resolver o sistema de equações. Apresentar de forma clara os resultados 

obtidos. 
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4.6. Atrito 

 

Dois corpos convexos em contato num único ponto, desenvolvem forças de contato 

nNtFR at


  com componentes normal e tangencial. Quando um corpo, em contato com outro 

corpo ou uma superfície, é forçado a se movimentar, as forças no contato desenvolverão um 

componente horizontal na direção contrária à tendência ao movimento. Está força tem um limite 

de aderência proporcional à componente normal da força de contato. A expressão formulada por 

Coulomb (1736-1806) a partir de experimentos é: 

 

 NFat    (12) 

 

onde o escalar  é chamado de coeficiente atrito seco. Os experimentos mostram que a força F 

tem seu par de reação ao movimento Fat até o movimento se iniciar, conforme ilustrado na 

Figura 4. Em movimento a força de atrito Fat tende a diminuir devido a fenômenos tribológicos 

superficiais. 

 

 Fat 

F 

- est N 

- din N 

 

Figura 4 – Força de Atrito 

 

Tipicamente o coeficiente de atrito estático (est) guarda relação direta com a rugosidade das 

superfícies e o coeficiente de atrito dinâmico (din) com a contaminação/lubrificação das 

superfícies. 
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Exemplo de atrito 

 

A estrutura ilustrada na figura ao lado é composta por uma 

barra CD, de peso desprezível, articulada em C que é fixo 

a uma parede vertical. A barra CD está articulada no ponto 

D da barra homogênea e horizontal AB de peso P. A 

extremidade A da barra AB se apóia na parede, enquanto 

em B é aplicado uma força vertical Q. O coeficiente de 

atrito no contato entre a parede e a barra AB é  (P1, 

2016). Pede-se para determinar os valores mínimo e 

máximo de Q compatíveis com o equilíbrio da estrutura. 

 

 

 

C  

D

CDF

CDF

Q

A
B

P

CDF

AX

AY  
iminência de deslizamento ‘para cima’ 

D

Q

A

B

P

CDF

AX

AY  

iminência de deslizamento ‘para baixo’ 

D

 

Figura 5 – Diagrama de Força dos Corpos Livres 

 

 

RESOLUÇÃO: Os diagramas de força dos corpo livres das barras CD   e  AB  são apresentados 

na Figura 5. Note-se que, para a barra AB  é necessário construir dois diagramas de corpo livre, 

de modo a considerar as duas situações limiares do ponto A - quando PQ   ou seja o 

deslizamento ocorre para cima ou QP   o deslizamento ocorre para baixo. Considerando-se o 

a4

A B  

C

D

a

a2 P



45

Q 
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estado de deslizamento iminente ‘para baixo’ quando QP  , as equações de equilíbrio se 

escrevem como: 

0
2

2
0  CDAxi FXF         (1) 

0
2

2
0  CDAyi FQPYF        (2) 

 QPFaFaQaPM CDCDAz 42
3

2
03

2

2
420     (3) 

Substituindo-se (3) em (1) e em (2), obtêm-se: 

3

42 QP
X A


     e   

3

QP
YA


  

Para que não ocorra deslizamento ‘para baixo’ deve-se ter: 

PQ
QPQP

XY AA





41

21

3

42

3 








     ou   seja    PQP





41

21




  

 

a) Note que quando 5,0  a razão Q/P se torna negativa (ver gráfico). 

 

Considerando-se o caso de deslizamento iminente ‘para cima’ quando PQ  , tem-se: 

0
2

2
0  CDAxi FXF         (5) 

0
2

2
0  CDAyi FQPYF        (6) 

 QPFaFaQaPM CDCDAz 42
3

2
03

2

2
430     (7) 

Substituindo-se (7) em (5) e em (6), obtêm-se: 

3

42 QP
X A


     e     

3

PQ
YA


  

Para que não ocorra deslizamento ‘para cima’ deve-se ter: 

PQ
QPPQ

XY AA





41

21

3

42

3 








    ou seja    PQP





41

21




  

Portanto, o equilíbrio das barras é possível desde que: 

PQP








41

21

41

21









     ou      









41

21

41

21










P

Q
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a) Note que quando 25,0  a razão Q/P vai a infinito ou seja Q pode assumir qualquer valor 

que não haverá escorregamento (cone de atrito). 

b) Como )42(
3

2
QPFCD  , quando 

2

P
Q     ou seja para cima, o ponto A perde contato 

pois FCD fica em compressão. 

c) Outra forma de solucionar é utilizar o quadrado da expressão em módulo 

22 )42()(|| QPPQXY AA    que resulta num polinômio de segunda ordem com duas 

raízes distintas. 

 

 

 

Figura 6 – Variação de Q/P em função de  

 

 

Exemplo de Atrito: 2 pontos de contato 

 

Um trator equilibra na lâmina dianteira um tronco cilíndrico homogêneo (ponto L), apoiado 

sobre uma estrada (ponto E) ou rampa inclinada com ângulo  em relação ao horizonte, 

conforme ilustrado na Figura 7a (França, 2011). A depender do valor   do atrito no contato, o 

tronco pode rolar ou escorregar sobre a estrada e sobre a lâmina do trator. Determinar as relações 

para o equilíbrio; para quais valores de  o cilindro estará na eminência de rolar para cima sem 

escorregar na rampa? para quais valores de  o cilindro estará na eminência de escorregar para 

cima sobre a rampa? 
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DFCL 

E 

x 

x 

NL 

L y 
G 

E 
L 

TL 

TE 

NE P 
O  

 

Figura 7 – Trator empurrando tronco cilíndrico 

 

 

Resolução:  Fazendo o diagrama de forças sobre o cilindro livre dos vínculos de apoio no plano 

(E) e na lamina (L), conforme ilustrado na Figura 7b, obtêm-se para a situação de equilíbrio com 

tendência de movimento para cima, rolando no sentido horário, considerando o coeficiente de 

atrito   idêntico nos dois pontos de contato, obtêm-se : 

TTTM

TPNTPN

ELG

LEEL





0

cosesen 
      onde      EL NTNT   0e0  

Considerando que o cilindro estará na eminência de rolar para cima sobre a estrada (e portanto 

escorregar na lâmina) obêm-se:   LLEE NTTNTT   e     e substituindo na 

expressão anterior:           1/sencose1/sen PPNPN EL         

 451tan   

Considerando que o cilindro estará na eminência de escorregar para cima sobre a estrada (e 

portanto sem escorregar na lâmina) obêm-se:   EE NTT       e substituindo na expressão 

anterior:           1/cossene1/cos PPNPN LE         

  451tan  . Para valor de  45  o tronco cilíndrico estaria na eminência de 

escorregar em qualquer dos pontos de contato ao sair do equilíbrio. 
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4.7. Direção da Força de Atrito 

 

A direção da força de atrito é sempre contrária à direção da “tendência*” ao movimento ( *
CxV ) 

decorrente da ação de uma força ou binário de forças e portanto pode ser determinada pelo 

diagrama de força do corpo livre, conforme ilustrado na Figura 8. O corpo pode estar submetido 

a uma força  GF,


 conforme ilustrado na Figura 8a, que vai produzir uma tendência a um 

movimento de translação com 0* CxV . Alternativamente o corpo pode estar sujeito a um binário 

de forças M


 (ver Figura 8b) que vai produzir uma tendência a um movimento de rotação com 

0* CxV . Portanto valem as seguintes relações: 

 

 








000e0

000e0
*

*

atCxx

atCxx

FVMF

FVMF




 (13) 

 

  

G 

 
F 

C 

mg 

N 
Fat 

V
*
Gx R 

G 
 
M 

C 

 
 

mg 

N 
Fat 

 
* 

R 

a) b) 
x 

z 

x 

z 

V
*
Gx = V

*
Cx 

V
*
Cx 

 

Figura 8 – Direção da Força de Atrito 

 

Para cada caso de combinação de forçamentos obtêm-se uma direção específica para a força de 

atrito: Quando o corpo está submetido simultaneamente à força ativa externa  GF,


 e o 

momento de binário M


, valem as seguintes relações: 
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













00/

00/

00/

*

*

*

atCxx

atCxx

atCxx

FVrMF

FVrMF

FVrMF

 (14) 

 

Pode haver o caso em que uma única força seja aplicada no ponto D :  DF,


, conforme ilustrado 

na Figura 9a. O sistema equivalente será  GF,


 e um binário FRM 


, conforme ilustrado na 

Figura 9b. 

 

  

G  
F 

C 

mg 

N 
Fat 

V
*
Gx R 

G 

 
M 

C 

 
 

mg 

N 
Fat = 0 

 
* 

R 

a) b) 
x 

z 

x 

z 

 
F D 

V
*
Cx = 0 

V
*
Gx 

 

Figura 9 – Sistema Equivalente 

 

Para o sistema equivalente tem-se:  00/ *  atCxx FVrMF   ou seja, quando a 

força  DF,


 é aplicada no ponto D (conforme ilustrado em Figura 9a), a eventual translação e  

rolamento ocorrerão sem desenvolver força de atrito no ponto C. 
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5. CINEMÁTICA 

 

A localização e a orientação de um corpo rígido no espaço são propriedades fundamentais na 

dinâmica de sistemas mecânicos. Sua completa e correta identificação são fundamentais para 

determinação da sua movimentação no espaço tridimensional, que pode ser obtida pela dupla 

integração de sua aceleração. A posição, velocidade e aceleração permitem descrever a 

cinemática de um ponto do corpo em movimento. Acrescentando a atitude do corpo, tem-se sua 

localização completa do corpo no espaço. 

 

 

5.1. Localização de um Ponto 

 

A localização de um ponto material no espaço 3  requer a identificação da origem do sistema 

de coordenadas a partir da qual a sua posição é observada/medida. Assim o ponto material P tem 

sua posição descrita pelo vetor r


 com origem em O por uma tríade de coordenadas (3 graus de 

liberdade) descritas segundo os versores unitários do sistema de coordenadas selecionado como: 

 

   kzjyixrOP


  (15) 

 

onde x, y e z são as respectivas magnitudes nas direções keji


,  dos versores unitários da base 

tri-ortogonal que descrevem o sistema de coordenadas Oxyz, conforme ilustrado na Figura 10. 

Alternativamente pode-se escrever o conjunto de escalares (x, y, z) ou na forma matricial [x  y  

z]t, sempre considerando um sistema de coordenadas.  
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P 

O 

x 

y 

z 

 
r 

y 

x 

z 

 
i  

j 

 
k 

 

Figura 10 – Localização de um Ponto 

 

Pode-se utilizar outro sistema de coordenadas para descrever a posição de um ponto. Por 

exemplo o sistema de coordenadas esférico utilizando os escalares ( re


 , ), conforme 

mostrado na Figura 11. 

 

 

 

P 

O 

 
r 

y 

x 

z 

 

 

 
u 

 

Figura 11 - Posição de um Ponto (coordenadas esféricas) 
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Note que há uma transformação linear entre o domínio cartesiano e esférico, identificado pelas 

seguintes relações: 

 

 

rz

ry

rx



















sen

cossen

coscos

 (16) 

 

 

5.2. Localização de um Corpo no Espaço 

 

Um corpo rígido tem sua localização caracterizada por pelo menos três de seus pontos (não 

alinhados). A sua localização no espaço Euclidiano 3  também pode ser realizada pela posição 

de um de seus pontos (três escalares) e mais três ângulos de atitude (três escalares) que 

descrevem a sua orientação no espaço, conforme apresentado na Figura 12 (constituindo 6 graus 

de liberdade): 

 

 kzjyixrOP


11111 )(        e          (17) 

 

Note que o angulo  (phi) foi definido no plano Oxy sobre a projeção do corpo denominado 

“ângulo de direção”. A “elevação” do plano do corpo (versor k


) é quantificada pelo angulo  

(teta) formado pela linha média do corpo, medido em relação a linha projetada no plano Oxy. 

Finalmente a rotação própria descrita pelo angulo  (psi) em torno do eixo longitudinal do corpo 

(linha 3PG  da Figura 12). Note que o ângulo de rotação própria é medido no referencial solidário 

ao corpo. 
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x 

z 

O 

 

Posição e Atitude 

y 

P1 

P3 

P2 

 

  
k 

 
r G 

 

Figura 12 – Localização e Orientação do corpo no espaço 

 

 

5.3. Sistema de Coordenadas 

 

Um sistema de coordenadas cartesiano com versores pqr tri-ortogonais (portanto independentes) 

pode ser obtido a partir de dois vetores unitários (versores: 21 VeV


 não paralelos e não reversos) 

formando um plano   considerando as seguintes operações: 

 

 qpr
VV

VV
qVp 




 e;

21

21
1 




 (18) 

 

 

5.4. Velocidade de Ponto do Corpo Rígido 

 

A velocidade de um ponto P de um corpo rígido, descrita num referencial fixo, é obtida da 

variação de sua posição em função do tempo. Para tanto, faz-se a derivada temporal do vetor 

posição  OPr 


: 
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   

kVjViVkzjyix
dt

dP
V

kzjyixkzyixO
dt

d
P

dt

d
V

r
dt

d
OP

dt

d
V

zyxP

P

P































j  (19) 

 

A derivada temporal de cada coordenada é descrita com o ponto superescrito que também é 

identificada como a componente da velocidade naquela direção: xVx  . Note ainda que no caso 

do sistema de coordenadas ser fixo, a origem e os versores não se movimentam e portanto a 

derivada temporal de O e dos versores keji


,  são nulas e não comparecem na expressão 

diferencial. A velocidade do ponto P3 do corpo, conforme mostrado na Figura 13, é obtida da 

variação temporal de sua posição relativa a P1 descrito pelo vetor u


 solidário ao corpo e portanto 

móvel: 

 

 

     

     

 

    kujuiukuuiuVVVV

kuuiuuPP

PP
dt

d
OP

dt

d
OP

dt

d

PPOPOP

zyxzyxOO

zyx






















j

j

13

13

1313

1313

 (20) 

 

 

O 

Velocidade de Ponto 

P1 

P3 

P2 
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 
r1 

G 
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 
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 
 

 

Figura 13 – Velocidade de um ponto do corpo 
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Como 0OV


 para a origem de um referencial fixo e sendo a posição de P3 descrita pelo vetor u


 

expressa na base móvel Gxyz e portanto de magnitude constante (ux = 0, uy = 0 e uz = 0), tem-se 

apenas a variação dos versores da base móvel solidária ao corpos, que são arrastados pelo 

movimento angular kji zyx


  : 

 

 

  ukujuiu

kujuiukujuiu

kkjjii

zyx

zyxzyx

arrarrarr

















 e;

 (21) 

 

Resultando finalmente na fórmula de campo de velocidades: 

 

  uVV


 13       ou        GPVV GP  


 (22) 

 

Note que o primeiro termo consiste na componente de velocidade de arrastamento do corpo e o 

segundo termo à componente da velocidade tangencial. 

 

Note ainda que a derivada temporal da base de coordenadas móvel também pode ser descrita 

pelo produto da matriz anti-simétrica  ~  da velocidade angular e a matriz de versores: 

 

    T

xy

xz

yz

kji

k

j

i

k

j

i

dt

d 














































































~

0

0

0

 (23) 

 

 

5.5. Diagrama de Velocidades do Corpo Livre - DVCL 

 

Para a análise do movimento de um corpo rígido faz-se o diagrama de velocidades de pontos do 

corpo (DVCL) isolando o corpo de seus vínculos e os substituindo pelas velocidades que eles 

promovem, além das demais informações de movimento. 
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5.6. Eixo Helicoidal Instantâneo - EHI 

 

O lugar geométrico dos pontos E do sólido S que tem velocidade paralela com a velocidade 

angular 


 num certo instante t, é uma reta paralela com 


. Esta reta é chamada de Eixo 

Helicoidal Instantâneo (EHI) de S no instante t. 

 

   


 








2

OV
OE  (24) 

 

 

5.7. Centro Instantâneo de Rotação - CIR 

 

O Centro Instantâneo de Rotação (CIR) é o local geométrico onde a velocidade do movimento 

plano é nula. Para a determinação do CIR, utiliza-se da fórmula de campo de velocidades onde: 

 

    CIRPCIRPVV CIRP  


 (25) 

 

ou seja sempre:  CIRPVP 


. Pode-se utilizar o método geométrico que consistem em baixar 

a perpendicular à velocidade de dois pontos do corpo. O CIR estará na intercessão das retas. 

 

 

 

Exemplo: Biela Manivela 

Considere o movimento plano do sistema biela-manivela que gira com velocidade angular 


 

sendo que o bloco Q tem deslizamento horizontal, conforme ilustrado na Figura 23. Determinar a 

velocidade angular 


 da barra PQ. 
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P 

O 

 
 

Sistema   
Biela-Manivela 

Q 
L 

R 
  

 

Figura 14 – Sistema biela-manivela 

 

Resolução: Sistema: manivela OP com raio R e velocidade 


, biela PQ comprimento L; DVC 

conforme Figura 24; Referencial e pólo Oxyz; Teoremas: localização do CIR e relações 

trigonométricas; fórmula de campo de velocidades para a manivela OP  e para biela PQ: 

 

    RVjiRVRuRkOPVV PPOP  


ecossenou0  

 

A localização do CIR é obtida da intersecção da reta OP com a perpendicular em B, conforme 

ilustrado na Figura 24. Relações trigonométricas: No triangulo OPQ obtêm-se: 

 sensen  LR .  Diferenciando:   coscos LR             




cos

cos






L

R
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VQ 
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 
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Figura 15 – Diagrama de Velocidades e Posição do CIR 
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Derivando novamente obtêm-se a aceleração angular: 2

33

23

cos

cossen

cos

sen





























L

R

L

R  

Alternativamente pode-se utilizar os ângulos complementares do triângulo:  P-CIR-Q  para 

obter:      90sen90sen Ld          coscos  Ld   e a velocidade de P como: 

 dVV CIRP


             Rd           





cos

cos






L

R
 , que obviamente coincide com 

o resultado anterior.  

 

 

Exemplo: Bielas-barra tridimensional 

A manivela AO de comprimento L gira no plano xy com velocidade angular 2


. A manivela CB 

de comprimento 2L gira no plano xz com velocidade angular 1


. A barra AB está articulada na 

extremidade das bielas e no instante da Figura 16 e não gira em torno do seu próprio eixo 

(Giacaglia, 1982). O sistema está inscrito num cubo de lado 2L. Determinar o vetor velocidade 

angular 


 da barra AB para 1


 conhecido e determinar o eixo helicoidal instantâneo (EHI). 

 

 

 

A 

 
1 

Sistema   
Bielas-Barra 

2L 

B 

C 

 
2 

2L 
L 

2L 

x 

O 
y 

z 

 
 

 

Figura 16 – Sistema bielas-barra 
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Resolução: Sistema: manivela OA com comprimento L e velocidade k


22   , manivela CB 

com comprimento 2L e velocidade j


11     e barra AB comprimento; DVC conforme 

ilustrado na Figura 16; Base e pólo Oxyz; Teoremas: relações trigonométricas; fórmula de 

campo de velocidades para cada biela e para a barra:     kLjLiLBA


22   portanto 

  LBA 3 . Para o ponto A e ponto B tem-se :   jLiLkOAVV OA


220    

    iLkLjCBVV CB


11 220    

     kLjLiLkjiiLjLBAVV zyxBA


222 12    
















kLkL

jLjLjL

iLiLiL

yx

zx

zy







20

2

222

2

1





            














yx

zx

zy

20

22

1





            














xy

zy

zy

2

2

1





 

zy   12  

Considerando que a barra não gire em torno do seu próprio eixo, obêm-se a terceira equação: 

      0220


 kLjLiLkjiBA zyx            022  zyx  















zy

xy

zyx



2

022

        














yz

xy

zyx

2

22

        














9/5

9/4

9/2







z

z

x

 

Finalmente o ponto E do EHI é dado por:  

 AEVV AE 


              EA VVAE


   lembrando a solução da equação vetorial:  

bax


          a
a

ab
x










2
          























522

jLV
AE A         

  










ik

L
AE

9

5

9

2

5
    para     iLOA


    resulta   











ik

L
OE

9

4

9

2

5
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5.8. Aceleração de Ponto do Corpo Rígido 

 

A aceleração de um ponto P de um corpo rígido é obtida da variação da velocidade em função do 

tempo. Para tanto faz-se a derivada temporal do vetor velocidade, descrito no referencial fixo 

Oxyz: 

 

 
   

kajaiakVjViVa

kVjViV
dt

d
V

dt

d
a

zyxzyxP

zyxP















 (26) 

 

ou utilizando a fórmula de campo de velocidades: 

 

 

 

   

    OPOPaa

OP
dt

d
OP

dt

d
V

dt

d
V

dt

d
a

OPVV

OP

OPP

OP



















 (27) 

 

     OPOPaa OP  


 (28) 

 

Note que o primeiro termo consiste na componente de aceleração de arrastamento do corpo, o 

segundo termo a componente da aceleração tangencial e o terceiro termo a componente da 

aceleração radial (ou centrípeta). 
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6. COMPOSIÇÃO DE MOVIMENTOS 

 

Para movimentos combinados recomenda-se a utilização da técnica de composição de 

movimentos, particularmente quando não houver pontos comuns entre corpos arrastados 

sucessivamente.  

 

Considere um referencial fixo OXYZ e outro referencial móvel Qxyz no qual a posição de um 

ponto P é descrita por   kzjyixQPr


 , conforme apresentado na Figura 17.  

 

 

 

O 

P 
 
r 

X 

Q 

x 

z 

y 

Z 

Y 

 
k 

 
i 

 
j 

 

Figura 17 – Composição de Movimento (Referenciais) 

 

Defini-se MOVIMENTO RELATIVO do ponto P, aquele em relação ao referencial móvel Qxyz. 

Ou seja, é o movimento do ponto P, observado do ponto de vista de Q (boneco vermelho).  

Defini-se MOVIMENTO ABSOLUTO do ponto P, aquele em relação ao referencial fixo OXYZ. 

O MOVIMENTO DE ARRASTAMENTO do ponto P, num certo instante, é o movimento do 

ponto como se estivesse ligado ao referencial móvel e, portanto arrastado por ele. 

 

Por obvio, o movimento ABSOLUTO é o movimento RELATIVO adicionado ao 

ARRASTAMENTO produzido pelo referencial móvel. 
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6.1. Composição de Velocidades 

 

Considere o ponto P do disco de centro em G, com posição   kzjyixQPr


  descrita 

no sistema de coordenadas móvel Qxyz solidário à estrutura ABQG, conforme apresentado na 

Figura 18. A posição absoluta do ponto P em relação ao referencial fixo é 

     OQQPOP  . 

 

 

O 

A 

 
arr 

y 

x 

z 

 
rel G 

B 

Q P 

 

Figura 18 – Composição da Velocidade 

 

A velocidade absoluta do ponto P é a taxa de variação temporal da posição absoluta: 

 

 

     

     

   

  




 







kzjyixVkzjyixV

Vkzjyix
dt

d
VQP

dt

d
V

OQ
dt

d
QP

dt

d
OP

dt

d

OQQPOP

QP

QQP












  (29) 

 

onde O é fixo, portanto dO/dt = 0 e os versores da base móvel kji


 possuem variação temporal. 
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Identifica-se perfeitamente no primeiro termo a velocidade RELATIVA do ponto P como sendo 

a variação temporal de suas coordenadas, descritas no referencial móvel: 

 

 kzjyixVrel











  (30) 

 

O segundo termo é chamado de velocidade de ARRASTAMENTO: 

 

 kzjyixVV Qarr


  (31) 

 

Note ainda que, se a velocidade angular de arrastamento no referencial móvel (Qxyz) for arr


, 

obtêm-se: 

 

 

   QPVkzjyixVV

kzjyixVkzjyixVV

kkjjii

arrQarrQarr

arrarrarrQQarr

arrarrarr

















 e;

 (32) 

 

que é exatamente a fórmula de campo de velocidades aplicada ao ponto P, considerando a 

posição relativa (P – Q) naquele instante e arrastado pelo movimento angular arr


 do sistema de 

coordenadas móvel. 

 

Finalmente conclui-se que a velocidade ABSOLUTA do ponto P é: 

 

 arrrelabs VVV


  (33) 

onde: 

 kzjyixVrel











  – é a velocidade relativa, ou seja, a derivada temporal da posição do 

ponto P expressa no referencial móvel e; 

  QPVV arrQarr  


 – é a velocidade de arrastamento do ponto P na posição 

instantânea (P – Q) devido a movimentação angular arr


 do referencial móvel. 
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Esse resultado pode ser generalizado para um número finito de movimentos componentes 

(França, 2011): 

 

 arrNarrarrrelabs VVVVV


 ...21  (34) 

 

 

6.2. Composição de Acelerações 

 

De maneira similar à composição das velocidades ( arrrelabs VVV


 ), pode-se determinar a 

aceleração absoluta do ponto P derivando com relação ao tempo obtendo a soma de três 

parcelas distintas: 

 

 corarrrelabs aaaa


  (35) 

onde: 

 O termo kzjyixarel











  – é a aceleração relativa, ou seja, a derivada segunda da 

posição do ponto P expressa no referencial móvel; 

 O termo     QPQPaa arrarrarrQarr  


 – é a aceleração de arrastamento 

obtida pela formula de campo de acelerações, considerando a posição instantânea (P – Q) 

e a velocidade angular de arrastamento arr


 do referencial móvel; 

 O termo relarrcor Va


 2  – é a aceleração complementar, ou de Coriolis (atribuída ao 

francês Gaspard-Gustave Coriolis, 1835), obtida do produto da velocidade angular de 

arrastamento e a velocidade relativa do ponto P. 

 

 

6.3. Composição de Vetores de Rotação 

 

Considere dois toca-discos com velocidades angulares arr


 e rel


. conforme ilustrado na Figura 

19. O primeiro toca-disco está apoiado no plano OXY fixo (boneco preto). O primeiro disco tem 

velocidade angular arr


 , conforme observado do referencial fixo (movimento do boneco verde). 
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O segundo toca-disco está apoiado sobre o disco de centro em A sendo arrastado por sua rotação. 

Por sua vez o disco de centro em Q tem velocidade angular rel


 (movimento do boneco azul) 

relativa a sua base (portanto observado do boneco verde, que está sendo arrastado por arr


). 

 

A velocidade angular do disco de centro em Q é dado simplesmente pela soma vetorial de cada 

rotação: 

 
jkKk

Kek

arrrelarrrelarrrelabs

arrarrrelrel











 (36) 

 

 arrrelabs 


  (37) 

 

Para mais detalhes e dedução analítica veja França (2011). 

 

 

 

 

O 

X 

Z 

Y 

 
arr 

x 

y 

Q 

z 

 
rel 

A 

 

Figura 19 – Composição do Vetor Rotação 
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Exemplo: Composição de Movimento (duas rotações) 

 

Considere o dispositivo mecânico composto por um disco articulado na extremidade Q da 

estrutura ABOQ de massa desprezível, conforme apresentado na Figura 20a. O disco gira com 

velocidade angular relativa irelrel


   em torno do eixo x e a estrutura ABOQ é arrastada com 

velocidade angular karrarr


   em torno do eixo Z. Determinar a velocidade e a aceleração do 

ponto P do disco. 

 

 

A 

X 

Z 

Y 
x 

y 

Q 

z 

R 

O 

B 

a 

b 

q 

A 

X 

Z 

Y 

 
arr 

x 

y 

Q 

z 

O 

 
rel 

m g 

 
RB 

 
RA 

DFCL 

DVC 

 
VP 

 
VQ 

 

a) b) 

P 

 

Figura 20 – Movimento Composto de Duas Rotações 

 

Método de Resolução:  a) Sistema: disco e estrutura; b) Diagramas: DVCL e DFCL, conforme 

apresentado na Figura 20b; c) Base e Pólo: Oxyz móvel solidária à estrutura; d) Teoremas. 

Considerando o movimento do disco em relação à base móvel Oxyz e observando o diagrama de 

velocidades da Figura 20b (em verde), utiliza-se a fórmula de campo de velocidade 

 OPVV OP  


 para obter a velocidade relativa e de arrastamento do ponto P: 

  jRkRiVQPVV relrelrelPrelrelQrelP


  0,,,  

    jqkRiqkVOPVV arrarrarrParrOarrP


  0,,  
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  jRqVVVV relarrParrPrelPP


  ,,  

 

O vetor velocidade angular do disco é a soma das velocidades angulares:  arrrel 


  

 

Por se tratar de movimento combinado, utiliza-se da composição de movimentos 

( corarrrelP aaaa


 ). Para velocidades angulares constantes tem-se: ctecte arrrel  


e . 

Na posição vertical das massas (ângulo  = ), obtém-se a aceleração relativa do ponto P, nessa 

posição como: 

    
    

  kRkRiia

QPQPaa

OPOPaa

relrelrelrel

relrelrelQrelrel

OP







200 











 

 

A aceleração de arrastamento do ponto P é: 

    

   iqkRiqkka

OPOPaa

arrarrarrarr

arrarrarrOarrarr




200 






 

 

e a aceleração de Coriolis do ponto P, nessa posição, resulta em: 

  iRjRkVa relarrrelarrrelarrcor


 222   

 

Resultando finalmente em: 

  kRiqRa relarrrelarrP

 222    
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Exercício: Composição de 3 Movimentos (duas rotações e uma translação) 

A placa RSTW gira em torno do eixo RW com vetor 

de rotação 2


 de módulo constante. Sustentado por 

mancais solidários à placa em C e D, o eixo CED 

possui vetor de rotação 1


 de módulo constante em 

relação a placa. A barra EH é soldada ao eixo CED 

e sustenta, em H, um tubo paralelo ao eixo CED. 

No interior do tubo o êmbolo F de um cilindro 

hidráulico desloca-se com velocidade de módulo V, 

constante em relação ao tubo. Determinar, para o 

instante mostrado na figura e representando os 

vetores na base vetorial solidária a placa RSTW: a) O vetor rotação absoluta 


 da peça CDEH; 

b) O vetor aceleração rotacional absoluta 


 da peça CDEH; c) O vetor velocidade absoluta do 

ponto F do êmbolo; d) O vetor aceleração absoluta do ponto F do êmbolo. Dados: aEM 5 ; 

aHE 3 ; iaHF


 )(  

 

Resolução: Sistema: placa RSTW, peça CDEH e o êmbolo F. DVCL: placa RSTW, com 

velocidade angular de arrastamento 2


; Peça CDEH , com velocidade angular relativa 1


 e 

êmbolo F com velocidade constante V. Utilizando composição de movimento, considerando a 

base móvel Mxyz, solidário à placa RSTW, tem-se para a peça CDEH a velocidade angular 

absoluta compota por: arrrel 


           ki


21    

A aceleração angular da peça CDEH : 

relarrrelarr 


          ik


1200               j


21    

 

Utilizando a composição de movimento, obtêm-se a velocidade do êmbolo F: arrFrelFF VVV ,,


  

Velocidade relativa de F em relação a base móvel Mxyz: 

     jaiaiiVMHVVVVV relrelMrelFrelHrelFrelF


350 1,,,,,          

kaiVV relF


1, 3   
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A velocidade de arrastamento de F expressa na base móvel Mxyz: 

   jaiakMFVV arrMarrF


360 2,              iajaV arrF


22, 36    

A velocidade absoluta:  arrFrelFF VVV ,,


                kajaiaVVF


122 363    

 

A aceleração relativa do êmbolo F será: 

       jaiaiiMFMFaa relrelrelrelMrelF


3600 11,,    

kaia relF


11, 3                 jaa relF

 2
1, 3   

A aceleração de arrastamento do êmbolo F será: 

       jaiakkMFMFaa arrarrarrarrMarrF


3600 22,,    

 iajaka arrF


222, 36               jaiaa arrF

 2
2

2
2, 36    

A aceleração de Coriolis do êmbolo F será: 

 kaiVkVa relFarrcorF


12,, 322    

jVa corF


2, 2  

Finalmente a aceleração absoluta será a soma:     jaaViaaF

 2
2

2
12

2
2 3326    

 

Note que a escolha conveniente do sistema de coordenadas móvel deve permitir a identificação 

do movimento relativo (aquele que acontece quando o movimento de arrastamento é ignorado) e 

a identificação do movimento de arrastamento (quando o ponto em análise está numa 

determinada posição relativa). Tipicamente seleciona-se o corpo intermediário como sistema de 

coordenadas móvel. 

 

 

Alternativamente pode-se resolver o problema 

utilizando a base móvel solidária à peça CDEH. 

Neste caso a composição do vetor velocidade 

angular resulta em: kie arrrel


210    

  021


 kirelarr          

 ik 12


  
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A aceleração angular da peça CDEH  para 00





 relrel e    e  cteecte 21    e  0


k  e 

fazendo as derivadas absolutas: 

relarr  
            021


 ki

dt

d
         

  000 2212121








  ikkiki         j


21    

 

Utilizando composição de movimento, sendo a peça CEDH o referencial móvel: 

arrFrelFF VVV ,,


                     iVV relF


,  

        iajakajajaiakiiakEFVV EarrF


2212212, 33535  

A velocidade absoluta é a soma:       kajaiaVVF


122 363    

 

A aceleração relativa do êmbolo F será: 

0,


relFa      pois     cteVVF 


. 

A aceleração de arrastamento do êmbolo F na base Exyz será: 

    EFEFaa EarrF 


,  

          jaiakikijaiajiakka arrF


335 21212122,    

     iajakakikajaka arrF


221212122, 335    

 jaiakajakaiaa arrF

 2
2

2
221

2
121

2
2, 335    

  jaiaa arrF

 2
2

2
1

2
2, 36    

A aceleração de Coriolis do êmbolo F será: 

  jViVkiVa relarrcorF


221, 222    

Finalmente aceleração de absoluta do êmbolo F será a soma: 

  jaaViaaF

 2
2

2
12

2
2 3326    

resultado obviamente idêntico ao anterior. 
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6.4. Composição de Vetores de Aceleração Angular 

 

A derivada temporal da velocidade angular, composta por sua parcela relativa e de arrastamento, 

é obtida como: 

 

 

arrrelarrrelabs

arrxxxrelabs

arrrelabs

arrrelabs

kji

dt

d

dt

d

dt

d
























 





 (38) 

 

O termo complementar ( relarr 


 ), decorrente da derivada da base móvel, também é chamado 

de aceleração de Resal, resultando finalmente na expressão de composição das acelerações 

angulares: 

 

 comarrrelabs 


  (39) 

 

Note que há dispositivos articulados formados por uma cadeia fechada (a última parte está 

interligada com a primeira). Nestes casos os movimentos individuais tornam-se correlacionados, 

retirando graus de liberdade de movimentos do sistema. 
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Exercício de Composição de Movimentos 

 

Um anel esbelto de raio R , contido no plano Oxz, gira em um eixo 
vertical com vetor rotação k


   e vetor aceleração angular k


   . 

A barra diametral BP percorre o anel de forma que a velocidade 
relativa v


 do ponto P é conhecida e de módulo constante vv 


. 

Considerando o instante em que o ponto P está na posição   do anel, 
determine em função de  : 

a) o vetor  OP  , o vetor rotação 

  da barra BP em torno de Oy  e o 

vetor rotação absoluta 


 da barra BP; 
b) a velocidade relativa relPv ,


, a velocidade de arrastamento aPv ,


 e a 

velocidade absoluta Pv


 do ponto P da barra BP; 

c) a aceleração relativa rPa ,


, a aceleração de arrastamento aPa ,


, a 

aceleração de complementar (Coriolis) cPa ,


 e a aceleração absoluta Pa


 

do ponto P da barra BP; 
d) o vetor aceleração angular absoluta 


 da barra BP. 

 
Obs.: adote o piso A como referencial fixo, o anel como referencial móvel e use os versores 

kji


 do sistema móvel Oxyz, solidário ao anel, para expressar as grandezas cinemáticas. 

 

Método de Resolução: a) Sistema; b) Referencial e Pólo; c) Diagramas; d) Teoremas. 

a) O sistema é composto pelo anel de centro em O, com rotação k


   que arrasta a barra BP, 

que possui velocidade angular relativa 

 . Para determinar o vetor rotação 


  da barra BP, 

considera-se    kiROP


 sencos   e faz-se a derivada temporal: 

   kiRjOPvvv OrelP







 sencos,          ikRvv relP




 sencos,   

Do enunciado: vRvvv relP  


,       j
R

v 
       arrrel 


        kj

R

v 
  

b) Velocidade de P: Relativa:  kivv relP


 cossen,   

Arrastamento:    kiRkOPvv OarrP


 sencos,          jRv arrP


 cos,   

Absoluta:   jRkivvvv arrPrelPP


 coscossen,,       kvjRivvP


 coscossen   

c) Aceleração de P:  Relativa:    




  OPOPaa OrelP 









,  

0)(constante     e   0





 
R

v
aO , portanto:  ki

R

v
a relP


 sencos

2

,   

v

P



R

Ox

z

y



A piso



Anel

j
i



k


B

v
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Arrastamento:     OPOPaa arrarrarrOarrP  


,       

    OPkkOPka arrP 





,            jiRa arrP





 coscos2

,   

Complementar:  kivkva relParrcorP


 cossen22 ,,         jva corP


 sen2,   

  k
R

v
jRviR

R

v
aP





 sencossen2cos

2
2

2









  

d) Aceleração angular da barra BP: 

relarrarrrel 


       j
R

v
kk





  0       ki

R

v 



   

 

Exemplo do efeito de Coriolis: Considere um movimento relativo radial sobre um carrossel 

com velocidade angular constante? Para qual lado pende o usuário? 

 

 

  
 Vrel 

  
arr 

 z 

 x 

 y 

P 

O 

 

Figura 21 – Efeito de Coriolis 

 

jVa

iVka

Va

arrrelcor

relarrcor

relarrcor













2

2

2







 

 

Note que o perímetro percorrido pelo ponto P (que depende do raio - 2  R) varia 

gradativamente de forma crescente em função da variação do raio. Desta forma haverá aumento 

na velocidade tangencial ( ctearr 


), ou seja, haverá aceleração tangencial naquela direção. 
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Interpretação gráfica do cone de base, cone rolante e eixo instantâneo de 

rotação (EIR) 

 

Considerando um anel de raio R que é a base de um cone orientado segundo o eixo x, marcado 

em vermelho na Figura 22a, com ápice no ponto O de velocidade nula. A velocidade angular do 

anel é:  arrrel 


       ki arrrel


   

 

 

 

O ponto P , na parte inferior do anel, tem velocidade nula quando valer a relação: 

 

kRVVVVV relQrelarrPrelPabsP


 0___

0_  jqjRViqVV arrrelabsParrOQarr


         

R

q

arr

rel 



 

 

O lugar geométrico dos pontos E  do cone rolante com velocidade nula é dado por: 

0___  arrErelEabsE VVV


      0_  OEkOEiV arrrelabsE


       

    0 OEki arrrel


           0 ikOE relarr


 .  

Lembrando que a solução da equação do produto vetorial com uma incógnita do tipo:  bax


  

é dado por:  a
a

ba
x










2
  então para 0


b  resulta em: 

    







 0
2

ik
a

ba
OE relarr  
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y 
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z 

R 
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q 

 
rel 

Eixo instantâneo 
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P 

cone 
rolante 

cone de 
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 
arr 

z 

x 

 
rel 
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base - fixo 
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Z 
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 
arr 

EIR 

O 

 
 

 

Figura 22 – Identificação do Cone de Base, Cone Rolante e Eixo Instantâneo de Rotação 

 

Portanto o lugar geométrico dos pontos de velocidade nula é uma linha (ilustrada em preto - 

EIR) na parte lateral inferior do cone rolante (ilustrado em vermelho), que rola sem escorregar 

sobre o cone de base (ilustrado em azul) formando o eixo instantâneo de rotação (EIR), 

assinalado em preto na Figura 22b. 

 

O conceito cinemático apresentado é utilizado para o projeto de pares de engrenagens. Note que 

o anel tem velocidade angular ki arrrel


   correspondente a um movimento de precessão 

em torno do ponto O fixo. 
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8. ANEXO A – Representação Vetorial 

 

A representação de um vetor está associada a um sistema de coordenadas adotado. Considere o 

sistema de coordenadas Oxyz, cartesiano, orientado segundo a base de versores unitários 

kji


e,  independentes. Um vetor r


 é representado nesta base por três escalares (x, y, z) sendo 

respectivamente um em cada direção: 

 

 kzjyixr


  (40) 

 

O MAGNITUDE do vetor r


, que corresponde ao seu comprimento, é obtido por sua norma: 

 

 222 zyxr 


 (41) 

 

Note que o norma ou módulo do vetor r


 é invariante e independe da base que o descreve. 

 

Lembrando que o PRODUTO ESCALAR dos vetores veu


, é um escalar que corresponde a 

projeção de um vetor sobre o outro, sendo obtido por: 

 

 

cos

3

1

332211

321

321














vuvu

vuvu

vuvuvuvu

kvjvivv

kujuiuu

i
ii











 (42) 

 

O PRODUTO VETORIAL dos vetores veu


, nesta ordem, é o vetor único vu


  3  

(Carmo, 1976) caracterizado por: 
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   ),,det( vuwvuw 


 (43) 

 

para qualquer sistema de coordenadas unitário 3w


. O determinante ),,det( vuw  significa 

que se expressa na base natural {ei} no 3  onde:  i = 1, 2 e 3. 

 

 

3

21

21

2

31

31

1

32

32

321

321

321

3

1

3

1

3

1

),,det(

e;

e
vv

uu
e

vv

uu
e

vv

uu
vu

vvv

uuu

www

vuw

evveuueww
i

ii
i

ii
i

ii





 






 (44) 

 

onde: 332211 eweweww 


 é uma base unitária: 1321  www . 

 

Propriedades: 

 

a) vuvu


    (produto vetorial ou cruzado); 

b) uvvu


    (ordem dos termos afeta o produto); 

c)   vwbvuavwbua


  (propriedade distributiva); 

d) 0 vu


   (somente se u e v forem linearmente dependentes - alinhados); 

e)     0 vvuuvu


 (pois       0 uvuuuvu


 pois são paralelos); 

 

Decorre de e) que o produto vetorial não nulo é normal ao plano gerado por veu


. O produto 

vetorial tem modulo idêntico à área do paralelogramo formado pelos dois vetores e tem direção 

perpendicular ao plano formado por eles, sendo obtido por: 

 

 
     

sen

122131132332





vuvu

kvuvujvuvuivuvuvu




 (45) 

 

Finalmente se os vetores u(t) = (u1(t), u2(t), u3(t)) e v(t) = (v1(t), v2(t), v3(t)) variáveis no tempo, 

são diferenciáveis no intervalo (a, b) do 3 , com t  (a, b) decorre que: 



ESTÁTICA E CINEMÁTICA 

RSB PME-3200 LDSV-POLI-USP 

51

 

  
dt

vd
tutv

dt

ud
tvtu

dt

d






 )()()()(  (46) 

 

O PRODUTO MISTO de três vetores cba


e,  é um escalar que corresponde ao volume do 

paralelepípedo com área da base formada pelo produto vetorial (termos entre parêntesis) vezes a 

altura (produto escalar): 

 

      acbbaccba


  (47) 

 

A sequência dos vetores pode ser permutada e basta que dois vetores sejam alinhados (produto 

vetorial nulo) para que o produto misto seja nulo. 

 

DUPLO PRODUTO VETORIAL 

 

      cbabcacba


  (48) 

 

Note que o produto vetorial  cb


  será um vetor perpendicular ao plano formado por eles. Ou 

seja, não terá componentes na direção deste plano. Portanto o produto vetorial  cba


  não 

terá componentes na direção de a


 conforme o lado direto da equação. 

 

Na forma matricial: 

 

      cããcba 


 (49) 

 



ESTÁTICA E CINEMÁTICA 

RSB PME-3200 LDSV-POLI-USP 

52

 

9. ANEXO B – Taxa de Variação de um Vetor 

 

Considere o vetor u


 descrito em um sistema de coordenadas móvel Oxyz: 

 

 kujuiuu


321   (50) 

 

A variação temporal do vetor é dada por: 

 

   kujuiukujuiuuu zyxzyxdt
d 








  (51) 

 

Os primeiros três termos correspondem à variação temporal relativa do vetor, quando observado 

do referencial móvel: 

 

   kujuiuu zyxrelativodt
d











  (52) 

 

Os demais termos correspondem à variação temporal do sistema de coordenadas cujos versores 

se movem angularmente arrastados pelo movimento da base arr


. Utilizando as derivadas dos 

versores unitários: ii arr

    ;  jj arr

    e  kk arr


  obtêm-se rearranjando os termos: 

 

 
  ukujuiukujuiu

kujuiukujuiu

arrzyxarrzyx

arrzarryarrxzyx












 (53) 

 

     uuuu arrrelativodt
d

dt
d 

   (54) 

 

ou na forma matricial utilizando a matriz anti-simétrica  arr~ : 

 

         uuu arrrelativodt
d

dt
d  ~  (55) 


