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1. INTRODUGAO

Esta monografia resume as notas de aula deste autor na disciplina de Mecanica Il (PME-3200),
elaborada ao longo do seu aprimoramento didatico junto a equipe de dindmica do Departamento
de Engenharia Mecanica (PME) da Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo (EP-USP).
O texto pressupde que o aluno domine os conceitos de Mecanica Classica, incluindo os temas
relativos a estdtica, a cinemadtica e dindmica do ponto, usualmente adquiridos no curso de
Mecéanica I da POLI. Admite-se ainda que o leitor detenha os conhecimentos elementares de
algebra vetorial, algebra linear e de calculo diferencial e integral, adquirido nas disciplinas dos

primeiros anos basicos (bi€nio) do curso de engenharia.

O texto se inicia pela revisio da ESTATICA analisando os sistemas de forgas. Na sequéncia
reapresenta conceitos da CINEMATICA. Os referenciais fixo e movel, sistemas de coordenadas
e composi¢do de movimentos sdo relembrados. A formulagio da ENERGIA CINETICA do
corpo rigido (Teorema da Energia Cinética - TEC) introduzindo o conceito de distribuicao de

massa também é relembrada.

A notagdo vetorial da mecanica Newtoniana € utilizada sistematicamente ao longo deste texto e a
notagdo alternativa matricial também ¢ apresentada, devido a sua facilidade na elaboragdo de

algoritmos para aplicagdo numérica.

A DINAMICA DE CORPO RIGIDO, translacional (Teorema da Resultante - TR) e rotacional
(Teorema da Quantidade de Movimento Angular - TQMA) com foco na movimenta¢ao

tridimensional sdo apresentadas na segunda parte das notas de aula.
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2. REFERENCIAL E SISTEMA DE COORDENADAS

Um corpo rigido pode ser considerado um referencial, ou seja, de um de seus pontos se observa
movimentagdo de outros corpos, segundo um sistema de coordenadas. Os referenciais em geral
sdo associados a corpos (e se confundem com eles) e podem ser fixos ou moveis. A segunda lei
de Newton, que relaciona a variacao da quantidade de movimento com as forgas ativas ¢ valida
apenas em referenciais fixos (inerciais ou Newtonianos) ou referenciais com velocidade e
orientacdo constante (Franga e Baruh). Nestes referenciais, os vetores de posicdo, velocidade e
aceleracdo tém formas simples. Entretanto, em alguns casos da dinamica é conveniente e

vantajoso expressar o movimento em um referencial movel.

Figura 1 — Referencial

A melhor aproximagdo de um referencial fixo ¢ considerar uma estrela fixa distante. Uma
aproximag¢do menos precisa ¢ considerar o sol como referencial fixo. Entretanto, dependendo do
tipo de fenomeno, a terra pode ser considerado um referencial inercial para descrever
movimentos de corpos na sua superficie. Descrever por exemplo, 0 movimento de um veiculo

utilizando o referencial movel solidario a terra € simples, conforme mostrado na Figura 1. Essa
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escolha, entretanto, ndo leva em consideracdo o pequeno efeito da rotagdo deste referencial

movel, que no caso da descricao da sutil movimentagdo das marés, ndo pode ser desprezado.

Note que o centro da Terra viaja em torno do sol com velocidade de 30.200 m/s (ou 108.720
km/h) e tem na linha do equador a velocidade relativa periférica de 465 m/s (1.674 km/h). A
aceleracdo centripeta na superficie do planeta (raio médio de 6.371 km) devido a sua rotacao
propria (0,2618 rad / hora) resulta em uma aceleracio centripeta de a. = V/R = 0,03 m/s” (ou
seja, 3 milésimos de g) que ¢ praticamente imperceptivel, sendo uma simplificagdo plausivel
para alguns fendmenos na sua superficie. A aceleracdo da gravidade nos tropicos € cerca de

0,53% menor que nos polos.

2.1. Sistema de Coordenadas

Um conjunto independente de versores unitarios constitui um sistema de coordenadas. O sistema
de coordenadas pode ser retilinear (aquele onde a direcdo dos versores ndo se altera) ou

curvilinear (aquele que incorpora a dire¢do da trajetdria que a origem descreve).

Um sistema de coordenadas definida no espago Euclidiano R’ da geometria classica, ¢
composta por dois eixos ortogonais (portanto independentes), formando um plano, € um terceiro
eixo perpendicular ao plano (portanto independentes formando uma base positiva). A sistema de
coordenadas pode ser fixo Eejeye;, ou movel Oxyz, conforme apresentado na Figura 2. Um
sistema de coordenadas pode estar “soliddrio” a um corpo rigido e, portanto se movimentando

junto com ele.

Um vetor 7 que descreve a localizagdo do ponto P pode ser descrito na base movel, segundo os
versores i,je k (vetor unitario representado por uma seta sobre a letra) ou, representado no
sistema de coordenadas fixo, segundo os versores unitarios e, e, ¢ e, (letras em negrito

identificando vetor).
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Figura 2 — Sistema de Coordenadas

O movimento de um corpo rigido e, portanto de um sistema de coordenadas mével Oxyz, pode
ser retilinear ou curvilinear. Pode ter orientagdo invariante ou ter, por exemplo, um de seus eixos

acompanhando uma trajetéria (sistema de coordenadas intrinseco - base de Frenet).

A descrigdo da distribuicdo de massa de um corpo ¢ facilitada quando se utiliza de uma sistema
de coordenadas solidario ao corpo (a matriz de inércia torna-se constante). Entretanto, quando se
utiliza uma sistema movel, deve-se ter um cuidado especial no calculo da derivada destes
vetores. Deve-se distinguir a derivada local, feita com respeito a um referencial movel, da

derivada total (ou global) que ¢ calculada em relag@o ao referencial inercial fixo.
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3. FORCAMENTOS

As forgas podem ser de contato, de campo ou nuclear. Uma for¢a de contato ¢ o efeito da
interacdo de uma particula sobre outra. Esta interagdo tem efeitos iguais e contrarios em cada
corpo (principio da agdo e reacao, preconizado na 3° lei de Newton) e ocorre na linha de acao
delas. Uma for¢a de campo ¢ aquela devido a acdo a distancia de um campo de atracao

gravitacional e magnético.

3.1. Forgas

A forca ¢ uma grandeza vetorial, pois tem magnitude, direcao e sentido. Tipicamente a interag¢ao

entre corpos convexos ocorre em um ponto de contato. Num sistema de coordenadas tri-
ortogonais independentes (xyz), a forca F que tem sempre ponto de aplicagio P , ou seja

(F, P), é descrita por vetores do tipo:
F=Fi+F j+Fk e (P-0)=xi+yj+zk (1)
A linha e agdo da forca (F, P) é uma reta que contém o vetor for¢a e seu ponto de aplicacdo:

X=P+AF onde A € um parametro real 2)

3.2. Resultante de Sistema de Forgas

A resultante R de um sistema de n forcas (Ij“l., P)para i=1,2,3..n ¢ dado pelo vetor:

=

1

=i
Il

3)

1l
—_




ESTATICA E CINEMATICA 9

entdo tem-se para os vetores I e R:

R=YF = Ri+R j+R k=) Fxi+Fy j+Fzk (4)
i=1

Em qual ponto a RESULTANTE do sistema de for¢as deve ser aplicada? Veja o item 3.7.

3.3. Momentos

O momento de uma forga aplicada no ponto P em relagcdo a um polo O ¢ definido por:

My =(P-O)AF 5)

Para um conjunto de n forgas (15[, P)para i=1,2,3..n,0 momento em relagdo ao polo O ¢

determinado por:

M, =) (R-O)rF, (6)

Propriedades: O momento sera positivo se as for¢as tenderem a produzir um ato de movimento
de rotag¢do no sentido anti-horario (regra da mao direita). O valor do momento ndo se altera para
forgas aplicadas em qualquer ponto ao longo da sua linha de acdo (a distdncia d permanece

invariante). Veja demonstra¢do em Franga (2011).
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3.4. Binario de Forcgas

Existe um par especial de forgas (131 e 132) aplicadas em (P, e P,) que tem resultante nula e

momento diferente de zero (torque). Sdo obrigatoriamente forgas iguais, colineares, mas nao

alinhadas.

Fizinz?+Fylj'+Fz[l€ aplicadas em: (R—O):xi17+yi]'+zl.l€ (7)

M =(P,~R)AF, ou ‘M‘:‘FZ‘.CZ(I—)Z) (8)

Propriedades: O momento ¢ perpendicular ao plano formado pelas forgas colineares nao
alinhadas. O momento do binério independe do pdlo considerado. Veja demonstragdo utilizando

a formula de mudanca e p6lo no item 3.6 ou em Franga (2011).

3.5. Forgas Concorrentes

Forgas concorrentes sdo aquelas cuja linha de a¢do concorrem a um mesmo ponto A4.

My =Y (R-0)AF, =Y (4-0)nF,=(4-0)n R ©

i=1 i=1

3.6. Férmula de Mudanca de Pélo

O momento do sistema de forgas (Fi, P)parai=1,2,3..n, com resultante R em relacdo ao

polo O, pode ser determinada em relagdo a um novo poélo Q utilizando:

M,=M,+(0-0Q)AR (10)
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Propriedades: o momento do binario (R = 0) independe do pélo considerado pois M 0o=M,.0

momento permanece invariante se (O - Q)// R . O invariante escalar ¢ dado por I = M o ‘R. Veja

as demais demonstragdes em Franga (2011).

3.7. Sistemas Equivalentes

Dois sistemas de forcamentos (for¢as € momento) sdo equivalentes quando produzem o mesmo

ato_de movimento. Por defini¢do: Sistemas equivalentes possuem a mesma Resultante ¢ o

mesmo Momento em relacdo ao mesmo podlo. O sistema de forgas (E, P) parai=1,2,3..n,

com momento: M, = Z(P—O)/\Fi em relagdo ao pdlo O, ¢ equivalente ao sistema reduzido

i=1

(R, 0) + M o sendo O o pdlo de redugdo, conforme ilustrado na Figura 3.

SISTEMA A SISTEMA B

Figura 3 — Sistemas Equivalentes (4 =B)



ESTATICA E CINEMATICA 12

3.8. Reducao de Sistema de Forgas

Um sistema de forcas reduzido equivalente ¢ aquele, com a quantidade minima de forcamentos

(forgas e momento), mas que produz o mesmo ato de movimento.

Casos possiveis:

a)Para R=0 ¢ M 0 # 0 o sistema de forgamentos ¢ equivalente a um binério de momento M o0-
b) Para R#0 e I=0 o sistema de forcamentos é equivalente a uma tnica forca aplicada em
local especifico.

c) Para R#0 el #0 o sistema de forcamentos ¢ equivalente a uma unica resultante € um

momento de binario. Veja demonstragdo em Franga (2011).



ESTATICA E CINEMATICA 13

4. ESTATICA

A estatica estuda o equilibrio de um corpo material quando as coordenadas de todos os seus

pontos, expressas em relacdo a um referencial fixo, ndo variam com o tempo.

4.1. Vinculos

Vinculos constituem restricdes de movimento entre dois ou mais corpos que restringem seus
deslocamentos relativos. Os vinculos podem ser descritos por expressdes matematicas que
impdem restrigdes a variagdo da posi¢do do sistema material. Estas restricoes sdo realizadas
fisicamente por forgas de interagdo entre os corpos em contato chamadas de REACOES

VINCULARES. Corpos nao sujeitos a vinculos sdo chamados de corpos livres.

4.2. Forcgas Interna e Externas

Num sistema de particulas podem ocorrer forgas entre elas. Estas for¢as sdo chamadas de forgas
INTERNAS. Podem ser for¢as de contato ou de campo entre particulas. As forcas externas
atuantes sobre um sistema sdo chamadas de forgas ativas ou forcas EXTERNAS. Podem ser

forgas de contato com outros corpos ou de campo (magnético ou gravitacional).

4.3. Diagrama de Forgas sobre o Corpo Livre - DFCL

Para a analise do equilibrio (¢ do movimento) de um corpo rigido, utiliza-se do diagrama de
forgas sobre o corpo livre (DFCL) obtido a partir do isolamento do corpo rigido de seus vinculos

e os substituindo pelos forcamentos que eles promovem devido a restrigdo de movimento.
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4.4. Condicao de Equilibrio

Se um sistema de pontos materiais estd em equilibrio, o sistema de for¢gamentos equivalentes

externo deve ser nulo, ou seja, tem resultante € momento nulo:

R=0 ¢ M,=0 (11)

4.5. Resolucéao de Problemas

Uma forma de resolugdo dos problemas de mecanica recomenda seguir uma sequéncia de
atividades estruturadas para facilitar a compreensdo do problema, identificando as informagdes
fornecidas, obtendo informagdes complementares e utilizar os conhecimentos/teoremas
disponiveis para a montagem das equagdes para resolugdo do problema. Como sugestdo,

recomenda-se seguir as seguintes etapas consecutivas:

e SISTEMA: Identificar qual(is) corpo(s) rigido(s) deve(m) ser tratado(s), qual(is)
vinculo(s) sdo impostos, quais as informagdes disponiveis e quais perguntas devem ser
respondidas ou incognitas a serem determinadas;

o DIAGRAMAS: fazer os diagramas de velocidade do corpo livre (DVCL) e o diagrama
de forgas sobre o corpo livre (DFCL), facilitando a compreensao dos vinculos e
distribuicao das forgas ativa. Identificar eventuais equagdes cinematica e/ou vinculares;

e BASE ¢ Polo: selecionar um sistema de coordenadas apropriado (fixo ou movel) para
expressar os vetores e escolher um polo conveniente para descrever os momentos;

e TEOREMAS: explicitar e aplicar os teoremas disponiveis: Teorema de Resultante (TR),
Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) ou alternativamente o
Teorema da Energia Cinética (TEC). Montar as equagdes de movimento considerando os
diagramas e resolver o sistema de equacdes. Apresentar de forma clara os resultados

obtidos.
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4.6. Atrito

Dois corpos convexos em contato num unico ponto, desenvolvem forcas de contato
R=F,f+Nii com componentes normal e tangencial. Quando um corpo, em contato com outro
corpo ou uma superficie, ¢ forcado a se movimentar, as forcas no contato desenvolverdo um
componente horizontal na direcdo contraria a tendéncia ao movimento. Estd for¢ca tem um limite

de aderéncia proporcional a componente normal da for¢a de contato. A expressao formulada por

Coulomb (1736-1806) a partir de experimentos ¢:

F

at

<u-N (12)

onde o escalar x ¢ chamado de coeficiente atrito seco. Os experimentos mostram que a forca F
tem seu par de reacdo ao movimento F até o movimento se iniciar, conforme ilustrado na
Figura 4. Em movimento a forca de atrito F tende a diminuir devido a fendmenos tribologicos

superficiais.

Fat 1

=y

- tain N

',uestN

Figura 4 — For¢a de Atrito

Tipicamente o coeficiente de atrito estatico (g&s) guarda relacdo direta com a rugosidade das
superficies e o coeficiente de atrito dindmico (i) com a contaminagdo/lubrificagdo das

superficies.
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Exemplo de atrito

A estrutura ilustrada na figura ao lado ¢ composta por uma

barra CD, de peso desprezivel, articulada em C que ¢ fixo S
a uma parede vertical. A barra CD esta articulada no ponto
D da barra homogénea e horizontal AB de peso P. A
extremidade 4 da barra AB se apdia na parede, enquanto .
em B ¢ aplicado uma forga vertical Q. O coeficiente de 4 B ED%E B
atrito no contato entre a parede e a barra 4B ¢ u (P1, 12 _ ‘I 0

| ¢ P

2016). Pede-se para determinar os valores minimo e

AL

maximo de Q compativeis com o equilibrio da estrutura.

i

| D
X4 lP \
Fep

Af’t ;P 5 lQ D\:CD

iminéncia de deslizamento ‘para cima’

Figura 5 — Diagrama de Forca dos Corpos Livres

RESOLUCAO: Os diagramas de for¢a dos corpo livres das barras CD e 4B sdo apresentados
na Figura 5. Note-se que, para a barra 4B ¢ necessario construir dois diagramas de corpo livre,

de modo a considerar as duas situagdes limiares do ponto 4 - quando Q> P ou seja o

deslizamento ocorre para cima ou P> Q o deslizamento ocorre para baixo. Considerando-se o
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estado de deslizamento iminente ‘para baixo’ quando P >(Q, as equagdes de equilibrio se

€Screvem Comao:

ZFX,:O:XA —FCDg:O (1)
ZFyi=O:YA—P—Q+FCDg=O )
ZMAZ=0:—P2a—Q4a+FCDg3a=O:FCD=g(2P+4Q) 3)

Substituindo-se (3) em (1) e em (2), obtém-se:

2P+40 y, _P=0
T e A:—

X e
4 3 3

Para que ndo ocorra deslizamento ‘para baixo’ deve-se ter:

P- 2P+4 -2 1-2
Y, <X, = QS,u Q:>Q2—/JP ou seja |P>0=> Ap

1
3 3 1+4u 1+4u

a) Note que quando x> 0,5 arazdo Q/P se torna negativa (ver grafico).

Considerando-se o caso de deslizamento iminente ‘para cima’ quando Q > P, tem-se:

V2

2 Fa =0 X, —Fep 2==0 (5)
ZFyi=0:—YA—P—Q+FCDg=O (6)
ZMAZ =0=—-P3a—Q4a+Fcp gw =0= Fep =g(2p+4g) (7

Substituindo-se (7) em (5) e em (6), obtém-se:

2P+4 -P
Xy= —Q € Y= —Q
3 3
Para que ndo ocorra deslizamento ‘para cima’ deve-se ter:

- 142
O-P_ 2PH40 _ » 1F2U b iseia |P<0<E2H
3 3 144 14y

Y, <X, = P

Portanto, o equilibrio das barras ¢ possivel desde que:

_ 1-2 142
! 2ﬂP<Q<1+2yP ou 'USQS i
1+4u 1-4u 1+4py P 1-4u
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a) Note que quando x = 0,25 a razdo Q/P vai a infinito ou seja Q pode assumir qualquer valor

que nao havera escorregamento (cone de atrito).
V2
3

pois Fcp fica em compressao.

P
b) Como F,., =—(2P+4Q), quando |Q < ) ou seja para cima, o ponto A perde contato

c¢) Outra forma de solucionar ¢ utilizar o quadrado da expressio em moddulo
1Y, |< X, = (Q—-P)* <(2P+4Q)’ que resulta num polindmio de segunda ordem com duas

raizes distintas.

Q/P

— max

— min

Figura 6 — Variacao de Q/P em funcio de p

Exemplo de Atrito: 2 pontos de contato

Um trator equilibra na lamina dianteira um tronco cilindrico homogéneo (ponto L), apoiado
sobre uma estrada (ponto E) ou rampa inclinada com angulo « em relagdo ao horizonte,
conforme ilustrado na Figura 7a (Franga, 2011). A depender do valor 4 do atrito no contato, o
tronco pode rolar ou escorregar sobre a estrada e sobre a lamina do trator. Determinar as relagdes
para o equilibrio; para quais valores de « o cilindro estara na eminéncia de rolar para cima sem
escorregar na rampa? para quais valores de « o cilindro estara na eminéncia de escorregar para

cima sobre a rampa?
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DFCL

Figura 7 — Trator empurrando tronco cilindrico

Resolucio: Fazendo o diagrama de forcas sobre o cilindro livre dos vinculos de apoio no plano
(E) e na lamina (L), conforme ilustrado na Figura 7b, obtém-se para a situagdo de equilibrio com
tendéncia de movimento para cima, rolando no sentido horario, considerando o coeficiente de
atrito x# idéntico nos dois pontos de contato, obtém-se :

N, =Psena+T, e N p=Pcosa+T,

onde O0<T<u-N, e 0ZT<u-N
M =0 = T,=T,=T e He e

Considerando que o cilindro estard na eminéncia de rolar para cima sobre a estrada (e portanto
escorregar na lamina) obém-se: 1, =T<u-N, e T,=T=u-N, e substituindo na
expressdo anterior: N, = Psena/(1-u) e N,=Pcosa+(uPsena)/(l-u) =

tana <1 = «a<45°

Considerando que o cilindro estard na eminéncia de escorregar para cima sobre a estrada (e
portanto sem escorregar na lamina) obém-se: 7, =7 =u-N, e substituindo na expressao
anterior: N, =Pcosa/(l-u) e N,=Psena+(uPcosa)/(l-u) =

tana 21 = «a >45°. Para valor de o =45° o tronco cilindrico estaria na eminéncia de

escorregar em qualquer dos pontos de contato ao sair do equilibrio.
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4.7. Diregao da Forga de Atrito

A diregdo da forga de atrito é sempre contraria a direcio da “tendéncia*” ao movimento (V. )

decorrente da acdo de uma forca ou binario de forcas e portanto pode ser determinada pelo

diagrama de for¢a do corpo livre, conforme ilustrado na Figura 8. O corpo pode estar submetido

a uma forga (13 , G) conforme ilustrado na Figura 8a, que vai produzir uma tendéncia a um

movimento de translagdo com ¥, > 0. Alternativamente o corpo pode estar sujeito a um bindrio

de forcas M (ver Figura 8b) que vai produzir uma tendéncia a um movimento de rotacio com

V. <0. Portanto valem as seguintes relagdes:

= V.>0 = F,<0 (13)
F. =0

X

F>0 e M=
e = V,.<0 = F,>0

S

Figura 8 — Direcao da Forca de Atrito

Para cada caso de combinagdo de forcamentos obtém-se uma direcdo especifica para a forga de

atrito: Quando o corpo estd submetido simultaneamente a forca ativa externa (17“ ,G) e o

momento de binario M , valem as seguintes relagdes:
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F>M/r = V,.>0 = F,<0
F.<M/r = V.,<0 = F,>0 (14)
F=M/r = V.,=0 = F,=0

Pode haver o caso em que uma tnica forca seja aplicada no ponto D : (ﬁ’ ,D), conforme ilustrado

na Figura 9a. O sistema equivalente sera (F“ , G) € um binario ‘M ‘ =R-F, conforme ilustrado na

Figura 9b.

a)

Figura 9 — Sistema Equivalente

Para o sistema equivalente tem-se: F.=M/r = V. =0 = F,=0 ou seja, quando a

forga (F , D) ¢ aplicada no ponto D (conforme ilustrado em Figura 9a), a eventual translagdo e

rolamento ocorrerdo sem desenvolver forca de atrito no ponto C.
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5. CINEMATICA

A localizagdo e a orientacdo de um corpo rigido no espaco sido propriedades fundamentais na
dinamica de sistemas mecanicos. Sua completa e correta identificagdo sdo fundamentais para
determinagdo da sua movimentacdo no espago tridimensional, que pode ser obtida pela dupla
integragdo de sua aceleragdo. A posicdo, velocidade e aceleracdo permitem descrever a
cinematica de um ponto do corpo em movimento. Acrescentando a atitude do corpo, tem-se sua

localiza¢do completa do corpo no espaco.

5.1. Localizagcao de um Ponto

A localizagdo de um ponto material no espaco R’ requer a identificagdio da origem do sistema
de coordenadas a partir da qual a sua posicao ¢ observada/medida. Assim o ponto material P tem
sua posi¢ao descrita pelo vetor 7 com origem em O por uma triade de coordenadas (3 graus de

liberdade) descritas segundo os versores unitarios do sistema de coordenadas selecionado como:

(P-0)=F=xi+yj+zk (15)

onde x, y e z sdo as respectivas magnitudes nas direcdes i, je k dos versores unitarios da base
tri-ortogonal que descrevem o sistema de coordenadas Oxyz, conforme ilustrado na Figura 10.
Alternativamente pode-se escrever o conjunto de escalares (x, y, z) ou na forma matricial [x y

z]', sempre considerando um sistema de coordenadas.
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Figura 10 — Localiza¢ido de um Ponto

Pode-se utilizar outro sistema de coordenadas para descrever a posicdo de um ponto. Por

exemplo o sistema de coordenadas esférico utilizando os escalares (¢, 9e|17 ), conforme

mostrado na Figura 11.

Figura 11 - Posicdo de um Ponto (coordenadas esféricas)
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Note que h4 uma transformacao linear entre o dominio cartesiano e esférico, identificado pelas

seguintes relagdes:

x:cos¢-cosé’-|z7|
y=sen¢-cos&’-|z7| (16)

z:sent9-|77|

5.2. Localizagcao de um Corpo no Espaco

Um corpo rigido tem sua localizagdo caracterizada por pelo menos trés de seus pontos (nao

alinhados). A sua localiza¢io no espago Euclidiano R’ também pode ser realizada pela posi¢io
de um de seus pontos (trés escalares) e mais trés angulos de atitude (trés escalares) que
descrevem a sua orientacao no espago, conforme apresentado na Figura 12 (constituindo 6 graus

de liberdade):
(R-0)=F=xi+y j+zk e (40y) (17)

Note que o angulo @ (phi) foi definido no plano Oxy sobre a projecdo do corpo denominado

“angulo de direcao”. A “elevac¢ao” do plano do corpo (versor lg) ¢ quantificada pelo angulo &
(teta) formado pela linha média do corpo, medido em relagdo a linha projetada no plano Oxy.

Finalmente a rotagdo propria descrita pelo angulo w (psi) em torno do eixo longitudinal do corpo
(linha GP, da Figura 12). Note que o angulo de rotagio propria ¢ medido no referencial solidario

ao corpo.
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Posicao e Atitude

Figura 12 — Localizac¢do e Orientaciao do corpo no espaco

5.3. Sistema de Coordenadas

Um sistema de coordenadas cartesiano com versores pqr tri-ortogonais (portanto independentes)
pode ser obtido a partir de dois vetores unitarios (versores: V, e V, ndo paralelos e ndo reversos)

formando um plano 7z considerando as seguintes operagdes:

e r=pAagq (18)

5.4. Velocidade de Ponto do Corpo Rigido

A velocidade de um ponto P de um corpo rigido, descrita num referencial fixo, ¢ obtida da

variagdo de sua posi¢do em funcdo do tempo. Para tanto, faz-se a derivada temporal do vetor

posigdo 7 =(P-0):
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7y = 2 P=0)=2(F)

T T

7=l p o iiv i e ikexivyivzk (19)
=P V] yJ
VP:Z—f:x?+y']+z‘l§:fo+Vy]+V21€

A derivada temporal de cada coordenada ¢ descrita com o ponto superescrito que também ¢
identificada como a componente da velocidade naquela diregdo: x =V, . Note ainda que no caso
do sistema de coordenadas ser fixo, a origem e 0s versores ndo se movimentam e portanto a
derivada temporal de O e dos versores f,]’e/; sdo nulas e ndo comparecem na expressao

diferencial. A velocidade do ponto P; do corpo, conforme mostrado na Figura 13, ¢ obtida da
variagdo temporal de sua posi¢ao relativa a P, descrito pelo vetor # solidario ao corpo e portanto

movel:

(20)

Velocidade de Ponto

Figura 13 — Velocidade de um ponto do corpo
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Como V, =0 para a origem de um referencial fixo e sendo a posi¢do de Ps descrita pelo vetor u

expressa na base movel Gxyz e portanto de magnitude constante (ux = 0, uy = 0 e u, = 0), tem-se

apenas a variacdo dos versores da base moével solidaria ao corpos, que sdao arrastados pelo

movimento angular 0=, i +®, j+ @k :

1 = i N1 N J= e N € k :a)arr /\k
w i +u, jruk=u ON +u,-OAj+u, -dNk 21
@ N uxf+uy]+uzk)=a3AL7

Resultando finalmente na formula de campo de velocidades:

V,=V.+adnr(P-G) (22)

o
I
U
+
—_
S
>
N
p—
)
c

Note que o primeiro termo consiste na componente de velocidade de arrastamento do corpo € o

segundo termo a componente da velocidade tangencial.

Note ainda que a derivada temporal da base de coordenadas movel também pode ser descrita

pelo produto da matriz anti-simétrica [5] da velocidade angular e a matriz de versores:

J i 0 0, -, i

R _ 1 - = =)

e R O RS i A @3)
k o, -0 0 k

5.5. Diagrama de Velocidades do Corpo Livre - DVCL

Para a andlise do movimento de um corpo rigido faz-se o diagrama de velocidades de pontos do
corpo (DVCL) isolando o corpo de seus vinculos e os substituindo pelas velocidades que eles

promovem, além das demais informagdes de movimento.
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5.6. Eixo Helicoidal Instantaneo - EHI

28

O lugar geométrico dos pontos E do sélido § que tem velocidade paralela com a velocidade

angular @ num certo instante #, ¢ uma reta paralela com @. Esta reta é chamada de Eixo

Helicoidal Instantineo (EHI) de S no instante z.

(E-0)=

oAV

2§

4 1o

5.7. Centro Instantaneo de Rotacao - CIR

24)

O Centro Instantaneo de Rotagdo (CIR) ¢ o local geométrico onde a velocidade do movimento

plano ¢ nula. Para a determinagdo do CIR, utiliza-se da férmula de campo de velocidades onde:

V,=V.p+@&A(P-CIR)= & (P-CIR)

(25)

ou seja sempre: ¥, L (P—CIR). Pode-se utilizar o método geométrico que consistem em baixar

a perpendicular a velocidade de dois pontos do corpo. O CIR estara na intercessao das retas.

Exemplo: Biela Manivela

Considere o movimento plano do sistema biela-manivela que gira com velocidade angular @

sendo que o bloco Q tem deslizamento horizontal, conforme ilustrado na Figura 23. Determinar a

velocidade angular Q da barra PQ.
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Biela-Manivela

Figura 14 — Sistema biela-manivela

Resolucio: Sistema: manivela OP com raio R e velocidade @, biela PQ comprimento L; DVC
conforme Figura 24; Referencial e polo Oxyz; Teoremas: localizacdo do CIR e relagdes
trigonométricas; formula de campo de velocidades para a manivela OP e para biela PQ:

V,=V, +c?)/\(P—O):O+a)IEARﬁ —w-R7 ou V,= a)-R(—sen017+cosH]') e

I7P = R

A localizagao do CIR ¢ obtida da interseccao da reta OP com a perpendicular em B, conforme
ilustrado na Figura 24. Relagdes trigonométricas: No triangulo OPQ obtém-se:

Q:R-c0s49
L-cos¢

R-sen@ = L-sen¢. Diferenciando: R-cos@-w=L-cos¢-Q = 0]

Diagrama de
Velocidades

Figura 15 — Diagrama de Velocidades e Posi¢ao do CIR
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R-sen@ R’-senf-cos’f) ,
+ — o)
L-cos¢ L -cos’ ¢

Derivando novamente obtém-se a aceleracao angular: Q = [

Alternativamente pode-se utilizar os angulos complementares do triangulo: P-CIR-Q para

obter: d-sen(90—6)=L-sen(90—¢) =  d-cos@=L-cos¢ e a velocidade de P como:

Q_R-c0s49

VP +d-Q = d-Q=R-0o = = ® , que obviamente coincide com
L-cos¢

= ‘VCIR

o resultado anterior.

Exemplo: Bielas-barra tridimensional
A manivela A0 de comprimento L gira no plano xy com velocidade angular @,. A manivela CB

de comprimento 2L gira no plano xz com velocidade angular @,. A barra AB esta articulada na

extremidade das bielas e no instante da Figura 16 e ndo gira em torno do seu proprio eixo

(Giacaglia, 1982). O sistema estd inscrito num cubo de lado 2L. Determinar o vetor velocidade

angular Q da barra AB para @, conhecido e determinar o eixo helicoidal instantaneo (EHI).

[}

[}

[}

[}

[}

|

[}

== |

___________________________ |

: : 7 w1 !

| ! !
! | P 2L

x| ! |

| :

| 1

! |

! [}

s
/
/
/
/
/
/
/
/
/
s

4 .
s Sistema
ittt 0" Bielas-Barra

Figura 16 — Sistema bielas-barra
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Resolucio: Sistema: manivela O4 com comprimento L e velocidade @, = w, k , manivela CB
com comprimento 2L e velocidade @& =@, e barra AB comprimento; DVC conforme
ilustrado na Figura 16; Base e polo Oxyz; Teoremas: relagdes trigonométricas; formula de
campo de velocidades para cada biela e para a barra: (A—B): Li+ 2L]’—2Ll€ portanto
|(A—B] =3L . Para o ponto A4 e ponto B tem-se : I7A = 170 +67)/\(A—0)=0+a)212/\Lf =o,Lj
V=V, +&n(B-C)=0+0 jA[-2Lk)=—20LT

—

V,=V,+Qn(4-B) = wolj=—20Li+Q,i+Q,j+Q k)A(Li+2Lj-2LK)

20,Li =-2LQ i -2LQ i w=-Q -Q, 0, =—Q,-Q,
w,Lj=2LQ j+LQ, j = 10,=2Q0.+Q, = (0,=Q,+Q,
0=2LQ k-LQ k 0=2Q -Q, Q, =20,

o, =0, =0=Q +Q,
Considerando que a barra ndo gire em torno do seu proprio eixo, obém-se a terceira equagao:

G-(4-B)=0 = (0, 7+0,j+Q k)(Li+20]-2LK)=0 = 0 ,+20,-20. =0

Q,+2Q,-20Q,=0 Q, =-20,+20. Q. =20/9
Q, =20, = 1Q,=20, = Q. =40/9
0=Q +Q, Q.=Q +o Q. =5w/9

Finalmente o ponto E do EHI ¢ dado por:

V,=V,+QA(E-4) = (E-A)rQ= (qA - 175) lembrando a solugdo da equagio vetorial:

—

ni=b = xzb:z“ma = (E-4)= VQAZQ +AQ = La’j\/A_Q +A0 =
L . L(2- 4.\ =

E—A)=— k——z +10 ara (A-O)=Li resulta (E-0O)=—| —k+—i |[+1Q

(E-4)= ﬁ( j para (4-0) (E-0) 6(9 9j
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5.8. Aceleragcao de Ponto do Corpo Rigido

A acelerag@o de um ponto P de um corpo rigido ¢ obtida da varia¢ao da velocidade em fungdo do

tempo. Para tanto faz-se a derivada temporal do vetor velocidade, descrito no referencial fixo

Oxyz:

dt /A (26)
dp fo+Vyj+I721€=axz +a, j+a k
ou utilizando a férmula de campo de velocidades:
V,=V,+dA(P-0)
. ds d-s d . . d
aP=EVP:EVO+Ea}/\(P—O)+a)/\E(P—O) (27)
G,=d,+dA(P-0)+dn[dA(P-0)
Gy=d,+@N(P-0)+dA[&A(P-0)] (28)

Note que o primeiro termo consiste na componente de aceleragdo de arrastamento do corpo, o

segundo termo a componente da aceleracdo tangencial e o terceiro termo a componente da

aceleracdo radial (ou centripeta).
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6. COMPOSICAO DE MOVIMENTOS

Para movimentos combinados recomenda-se a utilizacdo da técnica de composi¢do de
movimentos, particularmente quando ndao houver pontos comuns entre corpos arrastados

sucessivamente.

Considere um referencial fixo OXYZ e outro referencial mével Qxyz no qual a posi¢do de um

ponto P ¢ descrita por 7 = (P - Q) =xi+yj+ zk , conforme apresentado na Figura 17.

Figura 17 — Composicao de Movimento (Referenciais)

Defini-se MOVIMENTO RELATIVO do ponto P, aquele em relagdo ao referencial mével Qxyz.

Ou seja, € o movimento do ponto P, observado do ponto de vista de Q@ (boneco vermelho).
Defini-se MOVIMENTO ABSOLUTO do ponto P, aquele em relacdo ao referencial fixo OXYZ.
O MOVIMENTO DE ARRASTAMENTO do ponto P, num certo instante, ¢ o movimento do

ponto como se estivesse ligado ao referencial movel e, portanto arrastado por ele.

Por obvio, o movimento ABSOLUTO ¢é o movimento RELATIVO adicionado ao
ARRASTAMENTO produzido pelo referencial movel.
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6.1. Composicao de Velocidades

Considere o ponto P do disco de centro em G, com posi¢do 7 = (P—Q)= xi+yj+zk descrita

no sistema de coordenadas moével Qxyz solidario a estrutura ABQG, conforme apresentado na

Figura 18. A posi¢do absoluta do ponto P em relacdo ao referencial fixo ¢

(P-0)=(P-0)+(0-0).

Figura 18 — Composicao da Velocidade

A velocidade absoluta do ponto P ¢ a taxa de variagdo temporal da posi¢cdo absoluta:

(P-0)=(P-0)+(0-0)

d d d

E(P—O)—E(P—Q)JFE(Q—O)

) ) L (29)
V,,:%(P—Q)WQ:%()H‘+yj+zk)+VQ

Vo =(X?+)‘/]+Z'/€)+(I7Q+xz++y];'+z/€j

onde O ¢ fixo, portanto dO/dt = 0 e os versores da base movel ?j/é possuem variagdo temporal.
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Identifica-se perfeitamente no primeiro termo a velocidade RELATIVA do ponto P como sendo

a variagao temporal de suas coordenadas, descritas no referencial movel:

V,=xi+yj+zk (30)

O segundo termo ¢ chamado de velocidade de ARRASTAMENTO:

v

arr

Vy+xi+yj+zk 31)

Note ainda que, se a velocidade angular de arrastamento no referencial mével (Qxyz) for @,

rr

obtém-se:

V.:I;Q+xi+yj+zk:V +x-@0, N +y- O, N]j+z-0, Nk (32)

— —

V4@, Axi+yj+zk)=V,+a, A(P-0Q)

!

arr

que ¢ exatamente a formula de campo de velocidades aplicada ao ponto P, considerando a

posicdo relativa (P — Q) naquele instante e arrastado pelo movimento angular @, do sistema de

coordenadas movel.

Finalmente conclui-se que a velocidade ABSOLUTA do ponto P é:

—

17 bs — I/rel + I7arr (33)

a

onde:

o

rel

=xi+yj+zk —é a velocidade relativa, ou seja, a derivada temporal da posigdo do
ponto P expressa no referencial movel e;

. 17”,,, :I7'Q+c?)m /\(P—Q) — ¢ a velocidade de arrastamento do ponto P na posi¢do

instantanea (P — Q) devido a movimentacdo angular @, do referencial mével.
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Esse resultado pode ser generalizado para um numero finito de movimentos componentes

(Franga, 2011):

(34)

6.2. Composicao de Aceleragées

De maneira similar a composi¢do das velocidades (V,, =V, +V, ), pode-se determinar a

rel arr

aceleracio absoluta do ponto P derivando com relagdo ao tempo obtendo a soma de trés

parcelas distintas:

= arel + aarr + acor (35)

abs

onde:
e Otermo d, =Xi+yj+%k — é a aceleragdo relativa, ou seja, a derivada segunda da
posicao do ponto P expressa no referencial movel;
e Otermo d,, =d,+d,, N (P-0)+a,, Ald,, A(P-Q)] - ¢ a aceleragio de arrastamento
obtida pela formula de campo de aceleragdes, considerando a posi¢ao instantanea (P — Q)
e a velocidade angular de arrastamento @,,, do referencial movel;
e Otermo a, =2-@, AV, —¢a aceleragdo complementar, ou de Coriolis (atribuida ao

francés Gaspard-Gustave Coriolis, 1835), obtida do produto da velocidade angular de

arrastamento e a velocidade relativa do ponto P.

6.3. Composicao de Vetores de Rotacao

Considere dois toca-discos com velocidades angulares @, e @,,. conforme ilustrado na Figura

19. O primeiro toca-disco esta apoiado no plano OXY fixo (boneco preto). O primeiro disco tem

velocidade angular @, . , conforme observado do referencial fixo (movimento do boneco verde).

arr 2
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O segundo toca-disco esta apoiado sobre o disco de centro em 4 sendo arrastado por sua rotagao.

Por sua vez o disco de centro em Q tem velocidade angular @, (movimento do boneco azul)

relativa a sua base (portanto observado do boneco verde, que esta sendo arrastado por @,,).

A velocidade angular do disco de centro em Q ¢ dado simplesmente pela soma vetorial de cada

rotacao:
el = a)rel k e a)arr = a)arr K (3 6)
abs = a)rel + a)arr = a)rel k + a)ari K = a)rel k + a)arr .]
a)abs = a)rel + a)arr (3 7)

Para mais detalhes e deducao analitica veja Franga (2011).

Z A

Figura 19 — Composi¢io do Vetor Rotaciao
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Exemplo: Composi¢do de Movimento (duas rotagoes)

Considere o dispositivo mecanico composto por um disco articulado na extremidade Q da

estrutura ABOQ de massa desprezivel, conforme apresentado na Figura 20a. O disco gira com

velocidade angular relativa @, =®,,,i em torno do eixo x e a estrutura ABOQ ¢ arrastada com

velocidade angular @, =@, k em torno do eixo Z. Determinar a velocidade e a aceleragdo do

ponto P do disco.

Warr

Z
b z
ﬁ
P Ve
O O @
q o o
O
R
X

Q

Z
A Y X

a) | b)

Figura 20 — Movimento Composto de Duas Rotagdes

Método de Resolucio: a) Sistema: disco e estrutura; b) Diagramas: DVCL e DFCL, conforme
apresentado na Figura 20b; c¢) Base e Polo: Oxyz movel solidéria a estrutura; d) Teoremas.
Considerando o movimento do disco em rela¢do a base movel Oxyz e observando o diagrama de

velocidades da Figura 20b (em verde), utiliza-se a formula de campo de velocidade
V,=V,+@&A(P-0) para obter a velocidade relativa e de arrastamento do ponto P:
Q,rel + g)rel A (P - Q) = I}P,mzl = 0 + a)rel ; A R I; = _R a)rel ]

=V, +ad, A(P-0) =7,

P.arr

:0+a)ar,./E/\(q17+R1€):qa)ar,.]'
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= VP = (qa)arr - Ra)rel ).]

V= VP,rel + VP,

arr
O vetor velocidade angular do disco é a soma das velocidades angulares: Q=0 ,+ @,

Por se tratar de movimento combinado, utiliza-se da composicdo de movimentos
(dp=a,+a, +a, ). Para velocidades angulares constantes tem-se: @,, =cte ¢ @, =cte.
Na posicao vertical das massas (angulo €= 7), obtém-se a aceleragdo relativa do ponto P, nessa
posicdo como:

G,=d,+dAP-0)+dnr[dA(P-0)
rel = erel +a,, A (P - Q)+ @,y N [(?)rel A (P - Q)]

Gy =040+, 7 Aoy T ARK)=-Re2, K

r rel

Q)

A aceleragdo de arrastamento do ponto P é:
aarr = ZiOarr + &arr /\ (P - O)+ a_BLU‘V /\ [Ct_3 /\ (P - O)]
i

arr

i =0+0+w, kA [(?)ml; A (qf+ RE)]: —q’.

e a aceleragdo de Coriolis do ponto P, nessa posicao, resulta em:

acor = 2a)arr N Vrel = 2a)arr k N (_Ra)rel)j = 2RCU a)rel l

arr

Resultando finalmente em:

—

5P:(2Ra) w —qa)jrr)z—Ra)2 k

arr rel rel
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Exercicio: Composi¢ao de 3 Movimentos (duas rotagées e uma translagao)
A placa RSTW gira em torno do eixo RW com vetor
de rotagdo @, de modulo constante. Sustentado por
mancais solidarios a placa em C e D, o eixo CED

possui vetor de rotagdo @, de mddulo constante em

relagdo a placa. A barra EH ¢ soldada ao eixo CED

e sustenta, em H, um tubo paralelo ao eixo CED.

No interior do tubo o émbolo F de um cilindro

hidraulico desloca-se com velocidade de modulo V,

constante em relagdo ao tubo. Determinar, para o

instante mostrado na figura e representando os

vetores na base vetorial solidaria a placa RSTW- a) O vetor rotagio absoluta Q da peca CDEH:;

b) O vetor aceleragdo rotacional absoluta f) da peca CDEH; c) O vetor velocidade absoluta do
ponto F do émbolo; d) O vetor aceleragdo absoluta do ponto F do émbolo. Dados: ME =5a;
EH =3a; (F-H)=ai

Resolucgiao: Sistema: placa RSTW, peca CDEH e o émbolo F. DVCL: placa RSTW, com
velocidade angular de arrastamento ®,; Peca CDEH , com velocidade angular relativa @, e

émbolo F com velocidade constante V. Utilizando composi¢cao de movimento, considerando a

base movel Mxyz, solidario a placa RSTW, tem-se para a peca CDEH a velocidade angular

absoluta compota por: Q=a@,, +@,, = |Q=0,i+o, k

rel

A aceleragdo angular da pega CDEH :

= a=0+0+w,krei = |d=0-0,)

Utilizando a composi¢do de movimento, obtém-se a velocidade do émbolo F: I7F = VF’M + VF,

arr

Velocidade relativa de F em relacdo a base mével Mxyz:

Vera =Vera t Voot =Vi,u + [VM,W, +a,, ANH —M)]: Vi+ (0 w0 A (Sa i +3a ])) =

—

7

rra =V I +3am k




ESTATICA E CINEMATICA 41

A velocidade de arrastamento de F expressa na base movel Mxyz:

VF ,arr

:VM+E)mA(F—M):6+wzl€A(6af+3af) = |7

F.arr

=6aw,j—3aw,i

A velocidade absoluta: VF = I7F

arr

Ve = V. =(V-3aw,)i +6aw, ] +3am, k

sre

A aceleragdo relativa do émbolo F sera:

p o :éM,rd+a;) /\(F—M)+c?),el /\[c?),el /\(F—M)]:6+6+a)1fA[wlfA(6af+3aj)]

rel

- s Py — _ 2
Ap g =01 N3aw k = Ay, =—3a0;] |

A aceleracdo de arrastamento do émbolo F sera:

Ap g :&M,WJra;)W /\(F—M)Jrc?)m /\[c?) /\(F—M)]:6+6+wzl€A[wzl€A(6af+3aj)J

arr

- 7 e e - _ 27 2
Ap oy =Wy k /\(6aa)2]3aa)2 z) = |Ap,, =—6aw;,i-3aw; j

A aceleracdo de Coriolis do émbolo F sera:

dp p =20, /\VF :200212/\(Vz?+3aa)1 Ig)

,rel

aF,cor = 2a)2V .]

Finalmente a aceleracdo absoluta sera a soma: |d, =—6aw, i + (2a)2V -3aw! -3aw; ) Jj

Note que a escolha conveniente do sistema de coordenadas movel deve permitir a identifica¢do
do movimento relativo (aquele que acontece quando o movimento de arrastamento ¢ ignorado) e
a identificacio do movimento de arrastamento (quando o ponto em andlise estd numa
determinada posicdo relativa). Tipicamente seleciona-se o corpo intermedidrio como sistema de

coordenadas movel.

Alternativamente pode-se resolver o problema

utilizando a base movel solidaria a peca CDEH.

Neste caso a composicdo do vetor velocidade

angular resultaem: o, =0 e @, =@ i +o,k

Q=0, +0,., :(a)li +a)2k)+0 =
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A aceleragdo angular da peca CDEH para @, =0 e cf)m, =0 ¢ w =cte e w,=cte e k =0e

fazendo as derivadas absolutas:

= -

+w

arr rel

a

&zd)lf+d)2k+wlf+w2k:O+O+a)1'(a)2k/\z7)+a)2-0 = |la=00,)

Utilizando composi¢ao de movimento, sendo a peca CEDH o referencial movel:

— —

VF = VF,rel + VF VF,rel = Vl

,arr

14 =I7E +QA(F—E):(wzl€A5af)+(wlf+co2 E)A(af+3a])=Saa)zj'+3aa)llg+aa)2]—3aa)21?

F.arr

—

A velocidade absoluta ¢ a soma: |V, = (17 -3aw, )? +6aw, ] +3am k

A aceleracdo relativa do émbolo F sera:

dp,, =0 pois V.=V =cte.

A aceleragdo de arrastamento do émbolo F na base Exyz sera:

G, +@n(F-E)+OAQA(F-E)

aF arr

8

( /\5az?)+a)1a)2]'/\(az?+3a]')+(a)1 Z+w2E)A l(a)l f+wzl€)A(af+3aj)J

aF arr
Ap gr = ( w, k ASaw, ]) awo, k +(co1 i +o, lg)/\ (3aa)1 k+aw, j —3aw, f)
Gy =—5a@l i —aww, k + (— 3aw] j+amw, k —aw? i —3aw? ])

G, =600} 7 3alor +?)

A aceleracdo de Coriolis do émbolo F sera:

=2w, 7+, k)AVi=20V ]

Ap o =200, N vV

rel

Finalmente aceleracdo de absoluta do émbolo F sera a soma:

i, =—6aw? i +20,V -3a0} —3ac? )]

resultado obviamente idéntico ao anterior.
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6.4. Composicao de Vetores de Aceleragao Angular

A derivada temporal da velocidade angular, composta por sua parcela relativa e de arrastamento,

¢ obtida como:

C_[)abs = q/el + C_[)

d . d . d .

5, a)abs = a)rel +— a)arr

dt dt dt (38)

aabs [a)rel + a)x l + a)x .] + a)x k) + a)arr

—

aabs

a)rel + a)arr A a)rel + a)arr

O termo complementar (@, A ®,, ), decorrente da derivada da base mével, também ¢é chamado
de aceleragdo de Resal, resultando finalmente na expressdo de composicdo das aceleragdes

angulares:

abs rel + aarr + acom (3 9)

Note que ha dispositivos articulados formados por uma cadeia fechada (a ultima parte esta

interligada com a primeira). Nestes casos os movimentos individuais tornam-se correlacionados,

retirando graus de liberdade de movimentos do sistema.
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Exercicio de Composi¢ao de Movimentos

Um anel esbelto de raio R , contido no plano Oxz, gira em um eixo
vertical com vetor rotagdo @=wk e vetor aceleracdo angular &=k .
A barra diametral BP percorre o anel de forma que a velocidade
relativa v do ponto P ¢ conhecida e de modulo constante |v|=v.
Considerando o instante em que o ponto P esta na posicdo 6 do anel,
determine em funcdo de 6:

a) o vetor (P-0), o vetor rotagdo 6 da barra BP em torno de Oy €0
vetor rota¢do absoluta Q da barra BP;

b) a velocidade relativa v, ,,,, a velocidade de arrastamento v,, ¢ a
velocidade absoluta v, do ponto P da barra BP;

c) a aceleragdo relativa a,,, a aceleragdo de arrastamento a,,, a
aceleracdo de complementar (Coriolis) ap . € a aceleragdo absoluta a,

do ponto P da barra BP;
d) o vetor aceleragdo angular absoluta & da barra BP.

Obs.: adote o piso 4 como referencial fixo, o anel como referencial mével e use os versores
i jk do sistema mdvel Oxyz, solidario ao anel, para expressar as grandezas cinematicas.

Método de Resolucio: a) Sistema; b) Referencial e P6lo; ¢) Diagramas; d) Teoremas.

a) O sistema é composto pelo anel de centro em O, com rotagdo &=wk que arrasta a barra BP,

que possui velocidade angular relativa 6. Para determinar o vetor rotacao 6 da barra BP,

considera-se (P-0)= R(— cosOi +senfk ) e faz-se a derivada temporal:

—

Vi, =V =V, +0/\(P—O)zéjAR(—cost+senHI€) = Vg =\7:R6"(cosﬁlg+sen0f)

rel

Do enunciado: ‘VPM

=|\7|=v = RO=v = 6"=%]’ Q=0,+0, = fl:%]’erl;

b) Velocidade de P: Relativa: v, ,, = v(sen&’ i +cosOk )

Arrastamento: v, ., =V, +dA(P-0)= wk /\R(— cos@f+sen91€) = |Vpar = ~Rwcos O j

Absoluta: v, =V, ., +V, . :v(sen917+cos91€)—Ra)cosﬁf = |Vp=vsendi — Rwcosd j +vcos Ok

c) Aceleragdo de P: Relativa: a,,, =ad, + 0 A (P-0)+ 6 A [é AP- 0)}

2
. - - - Vv - -
0= % (constante) = € =0, portanto: |dp,,, = = (cos 0i — sen&’k)

[
Q
Il
(=)
¢
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Arrastamento: d, ,,, = d, +a,, A (P-0)+a,, Ala, A(P-0)] =

&P,m=a')l€/\(P—O)+a)l€/\la)l€/\(P—O)J = c?P,ar,:R(a)zcost?—a')cost)

Complementar: a, ., =20, AV, =20k A v(sen@i + cos@k) = |dp,,, =2vwsend j

2

2
i, =| —+Ra’ cosﬁf+(2va)sen0—Ra')cost9)]'—v—sen0k
" (R R

d) Aceleragao angular da barra BP:

Rl

- - - - - - = .7 = - v .
a=a,,+a, +o, "o, = a=0+ok+okr—)] = =—Ea)z+a)k

rel

Y
R

Exemplo do efeito de Coriolis: Considere um movimento relativo radial sobre um carrossel

com velocidade angular constante? Para qual lado pende o usuario?

A —>
Warr
® Q? ,
%
0] \ Vrel
P X

Figura 21 — Efeito de Coriolis

aCO}’ = 2.warr /\V

rel

acor = 2'a)arr k A I/rel l

acor = 2 I/rel a)arr .]

Note que o perimetro percorrido pelo ponto P (que depende do raio - 2 m R) varia
gradativamente de forma crescente em fun¢ao da variagdo do raio. Desta forma havera aumento

na velocidade tangencial (@, = cte), ou seja, havera aceleragdo tangencial naquela diregao.
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Interpretacao grafica do cone de base, cone rolante e eixo instantaneo de

rotacao (EIR)

Considerando um anel de raio R que ¢ a base de um cone orientado segundo o eixo x, marcado

em vermelho na Figura 22a, com 4pice no ponto O de velocidade nula. A velocidade angular do

— —

anel é: Q = asrel + asarr = Q =W, l + a)arr k

O ponto P, na parte inferior do anel, tem velocidade nula quando valer a relagao:

—

P _abs = VPirel + VPiarr = 0 = I/mzl = VQ + rel /\_Rk

—

= VO + a)arr A ql = VPiabs = Ra)rel .] _qa)arr .] = 0 =

=

arr

O lugar geométrico dos pontos E do cone rolante com velocidade nula ¢ dado por:

VEiabs = I7E7rel +VE7 = 0 I7E7abs = a)rel ;A(E_O)_i_a)arr ];/\(E_O): 0 =

arr

(07 +a,, k)AE-0)=0 = (E-0)rla,, k-0,7)=0.

Lembrando que a solucdo da equagdo do produto vetorial com uma incégnita do tipo: X Aa = b

—

, . anb . . ~ =
¢ dado por: x=———+Aa entdo para b =0 resulta em:
a

(E-0)= 5/\2[) +l(wa,,1€—wre,f)=6+/lfl

a
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z Eixo instantdneo rg/(::ﬁe N
de rotacéo - EIR Q
cone
rolante -
Wrel
X E ;
%
Y cone de y
> d base - fixo
cone de O >
X base

Figura 22 — Identificacio do Cone de Base, Cone Rolante e Eixo Instantaneo de Rotacao

Portanto o lugar geométrico dos pontos de velocidade nula ¢ uma linha (ilustrada em preto -

EIR) na parte lateral inferior do cone rolante (ilustrado em vermelho), que rola sem escorregar

sobre o cone de base (ilustrado em azul) formando o eixo instantaneo de rotacdo (EIR),

assinalado em preto na Figura 22b.

O conceito cinematico apresentado ¢ utilizado para o projeto de pares de engrenagens. Note que

o anel tem velocidade angular Q =w,,i + ®,, k correspondente a um movimento de precessdo

em torno do ponto O fixo.
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8. ANEXO A - Representacao Vetorial

A representagdo de um vetor estd associada a um sistema de coordenadas adotado. Considere o

sistema de coordenadas Oxyz, cartesiano, orientado segundo a base de versores unitarios
i,j ek independentes. Um vetor 7 ¢ representado nesta base por trés escalares (x, y, z) sendo

respectivamente um em cada diregao:
F=xi+yj+zk (40)
O MAGNITUDE do vetor 7, que corresponde ao seu comprimento, ¢ obtido por sua norma:
[Fl= "+ 57427 (41)
Note que o norma ou médulo do vetor ||17 || ¢ invariante e independe da base que o descreve.

Lembrando que o PRODUTO ESCALAR dos vetores u# e v, ¢ um escalar que corresponde a

projecdo de um vetor sobre o outro, sendo obtido por:

u=ui+u,j+uk

V=vi+v, j+vk

U-V=U v+, Vv, +Uy v, (42)
3

ﬁ-ﬁzZuivl.
i=1

-\7:|ﬁ|-|§|-cosa

<y

O PRODUTO VETORIAL dos vetores i e v, nesta ordem, é o vetor unico # Av € R’

(Carmo, 1976) caracterizado por:
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w-(ii AV)=det(w,u,v) (43)

para qualquer sistema de coordenadas unitario w € R’. O determinante det(w,u,v) significa

que se expressa na base natural {e;} no R’ onde: i=1,2¢ 3.

—

3 3
w,-e u:Zui-ei e V:Zvi-ei

3
=1

w=
i in1 im1
W W, W,
det(w,u,v)=|u, u, u, (44)
i Vo W
T (L U U u, u,
UAY = e — e, + e,
Vo, W i W i

onde: w=w, e +w,e, +w, e, ¢ uma base unitaria: w,=w, =w, =1.

Propriedades:

A) UAV=UXV (produto vetorial ou cruzado);

b) unv=—v Au (ordem dos termos afeta o produto);
c)

(ati +bW)AV =aii AV+bWwAvV (propriedade distributiva);
0 (somente se u e v forem linearmente dependentes - alinhados);

(i AV)-ii = (i AV)-V=0 (pois (i AV)-ii =(ii-ii)A(V-i§)=0 pois sdo paralelos);

Decorre de e) que o produto vetorial ndo nulo é normal ao plano gerado por u e v. O produto

vetorial tem modulo idéntico a area do paralelogramo formado pelos dois vetores e tem direcao
perpendicular ao plano formado por eles, sendo obtido por:
UAV = (u2 Vy—Us v2)17+(u3 v, —U, v3)j+(u1 v, —U, vl)lg

45
i A7) =[] ] -sena @

Finalmente se os vetores u(?) = (u(t), ux(t), us(t)) e v(¢) = (vi(¢), v2(t), v3(¢)) variaveis no tempo,

sdo diferencidveis no intervalo (a, b) do R*, com ¢ € (a, b) decorre que:
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4 oo i) =2 v v n L7
E(u(t)/\v(t))— ” AV()+ii (1) A ” (46)

O PRODUTO MISTO de trés vetores @, b e ¢ é um escalar que corresponde ao volume do

paralelepipedo com area da base formada pelo produto vetorial (termos entre paréntesis) vezes a

altura (produto escalar):
i-(bne)=c-(anb)=b-(c na) 47)

A sequéncia dos vetores pode ser permutada e basta que dois vetores sejam alinhados (produto

vetorial nulo) para que o produto misto seja nulo.

DUPLO PRODUTO VETORIAL
inlbné)=(a-c)b-(a-be (48)

Note que o produto vetorial (E AC ) sera um vetor perpendicular ao plano formado por eles. Ou

seja, ndo tera componentes na dire¢do deste plano. Portanto o produto vetorial a /\(E AC ) nao

terd componentes na dire¢do de a conforme o lado direto da equagao.
Na forma matricial:

inlbne)=] (49)

Qe
| —
m
[
| )
—_
(@)
——
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9. ANEXO B - Taxa de Variagao de um Vetor

Considere o vetor u descrito em um sistema de coordenadas movel Oxyz:
d=ui+u, j+uk (50)

A variacao temporal do vetor ¢ dada por:

—

L(id)=ii=u i +a, j+u k+ui+u, j+u k (51)

Os primeiros trés termos correspondem a variacao temporal relativa do vetor, quando observado

do referencial movel:

< (i =i, 0+, j+i k (52)

)relativo

Os demais termos correspondem a variagcdo temporal do sistema de coordenadas cujos versores

se movem angularmente arrastados pelo movimento da base @, . Utilizando as derivadas dos

versores unitarios: i =@, Ai ; j=®, ANj € k=a,, Ak obtém-se rearranjando os termos:

uxl +uy-] +u2k :ux .a)arr /\l +uy 'a)arr /\] +uZ .a)arr /\k

o ) (53)
ui+u, jtu k=0,, /\(uxi +uyj+uzk):a)m Al

d (2 _(d= —~ .

E(u)_u _(dtu)re[a[lvo+a)arr/\u (54)

ou na forma matricial utilizando a matriz anti-simétrica [@W ]:

uf= (4] o + (@ )1 (55)




