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Resumo

Resumo do projeto de dissertação de mestrado em andamento no programa de pós-graduação
em Modelagem de Sistemas Complexos - EACH/USP, apresentado no contexto do II Workshop
do PPG-SCX.
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1. Introdução

Autômatos celulares (CA, da sigla em inglês) são sistemas dinâmicos completamente dis-
cretos introduzidos no final da década de 1940 e no ińıcio da década de 1950 como modelos
para dispositivos e algoritmos de processamento paralelo, armazenamento em memória e or-
ganismos artificiais capazes de se auto-reproduzir [1, 2]. Um CA cujas regras dependem de
uma variável aleatória torna-se um CA probabiĺıstico (PCA, da sigla em inglês). PCA foram
introduzidos pela escola russa de processos estocásticos nos anos 1960–1970 como modelos
para “neurônios” com ruido e sistemas de votantes, mas principalmente com relação à conjec-
tura das probabilidades positivas, segundo a qual sistemas unidimensionais com interaçõees
de curto alcance e probabilidades de transição positivas são sempre ergódicos [3, 4]. Essa
conjectura está profundamente enraizada na teoria dos processos de Markov e possui uma
contrapartida na f́ısica estat́ıstica: sistemas unidimensionais não exibem transiçõoes de fase
em temperatura finita (T > 0). Eventualmente, CA e PCA se tornaram temas fundamentais
na mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio e fora do equiĺıbrio, tais como na teoria das transições de
fase, irreversibilidade, caos, percolação e cinética f́ısica, entre outros [5, 6, 7, 8]. Além de ser-
vir como modelos para a análise de computação, aplicada e teórica, digital ou biológica, CA
e PCA também têm desempenhado papel significativo na modelagem de sistemas ecológicos
complexos, particularmente processos espaciais, e da interação entre dispersão e competição
na determinação da estrutura e escala de ecossistemas [9, 10, 11, 12].



Neste projeto de pesquisa propomos e investigamos um PCA para modelar a dinâmica
de populações de uma ou mais espécies levando em consideração os efeitos loǵıstico e Allee
conjuntamente, em última instância com o objetivo de desenvolver modelos bidimensionais
capazes de descrever a dinâmica de invasões de espécies. Alguns desses modelos apresentam
transições de fases cont́ınuas que pretendemos caracterizar (em termos de seus expoentes
cŕıticos) através de simulações numéricas, enquanto outros dão origem a mapas (sistemas
dinâmicos discretos) cúbicos cuja investigação possui interesse independente. O trabalho
pretende estender parte dos modelos e resultados obtidos anteriormente nessas áreas pelo
Prof. Dr. José Ricardo G. Mendonça, docente vinculado ao PPG-SCX, publicados em
[13, 14].

2. Autômatos Celulares Probabiĺısticos

Neste projeto de pesquisa interessa-nos o estudo das propriedades de PCA compostos de
dois CA elementares A e B, dados por uma regra do tipo ΦPCA = pΦA−(1−p)ΦB, que deno-
minamos PCA diploides e cujo formalismo é descrito a seguir. Esses PCA foram introduzidos
na literatura a partir da década de 1980 mas passaram a ser estudados sistematicamente a
partir do final da década de 2000 [15, 16, 17].

Em um PCA unidimensional de dois estados, a probabilidade Pt(x) de observar o estado
xt = (xt1, · · · , xtn) ∈ Ω = {0, 1}L no instante t = 0, 1, · · ·, dada uma distribuição inicial de
estados P0(x), é dada por

Pt+1(x′) =
∑
x∈Ω

Φ(x′|x)Pt(x) (1)

onde 0 ≤ Φ(x′|x) ≤ 1 é a probabilidade condicional da transição x → x′ ocorrer em um
passo. Para CA ditos elementares, as regras que mapeiam o estado xti no novo estado xt+1

i

dependem somente de xti e de seus vizinhos mais próximos xti±1, e como as células do PCA
são atualizadas independente e simultaneamente, podemos escrever

Φ(x′|x) =
∏
x∈Ω

φ(x′i|xi−1, xi, xi+1). (2)

As equações 1-2 fornecem o arcabouço matemático para o estudo dos PCA, enquanto as
regras locais φ(x′i|xi−1, xi, xi+1) definem o modelo espećıfico de interesse.

3. Aplicações em dinâmica de populações

O PCA unidimensional elementar de dois estados com simetria especular mais geral possui
transições dadas pela Tabela 1 com 0 ≤ a, b, c, d, e, f ≤ 1. A equação de campo médio para
um tal PCA é dada por [13, 14].

xt+1 = a(1− xt)3 + (2b+ c)xt(1− xt)2 + (2d+ e)x2
t (1− xt) + fx3

t (3)
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onde identificamos a probabilidade Pt(x = 1) de observar uma célula qualquer do PCA
(são todas equivalentes nesta aproximação) no estado “1” com a variável xt.

Em alguns casos, a equação de campo médio (3), que em sua forma geral descreve um sis-
tema dinâmico discreto com não-linearidade cúbica, pode ser usada para descrever a dinâmica
de uma população não-estruturada que evolui sujeita à ação de duas forças opostas: o efeito
loǵıstico, que limita o crescimento da população devido a efeitos de competição intraespećıfica
ou limitação de recursos, e o efeito Allee, que descreve uma correlação positiva entre a taxa
de crescimento e a densidade da população, a saber, que em baixas densidades populacionais
a reprodução e sobrevivência de indiv́ıduos podem diminuir [18, 19]. O efeito Allee contraria
o prinćıpio clássico da dinâmica de populações segundo o qual a aptidão individual (fitness) é
maior em baixas densidades devido à menor competição intraespećıfica. Evidências sugerem
que o efeito Allee é causado principalmente pela limitação de parceiros, defesa cooperativa
deficitária, baixa saciedade de predadores, dispersão e alteração de habitat.

Tabela 1: Tabela de transições para o PCA elementar unidimensional com simetria esquerda-
direita mais geral. A primeira linha lista a vizinhança inicial e as outras duas linhas fornecem
a probabilidade segundo a qual a célula central atinge o estado indicado na coluna mais à
esquerda.

111 110 101 100 011 010 001 000

0 1− f 1− d 1− e 1− b 1− d 1− c 1− b 1− a
1 f d e b d c b a

Para descrever a dinâmica de uma população (não estruturada) precisamos colocar a = 0,
que corresponde à ausência de criação espontânea de indiv́ıduos (000 9 010). Com isso
podemos reescrever a equação (3) na forma xt+1 = xtg(xt) com

g(xt) = (2b+ c) + [(2d+ e)− 2(2b+ c)]xt + [(2b+ c)− (2d+ e) + f ]x2
t (4)

Denotando os coeficientes das potências de xt em g(xt) de [1] (constante), [x] (linear) e
[x2] (quadrático), temos a seguinte situação:

1. Quando g(xt) é linear com [1] > 0, [x] < 0 e [x2] = 0, a equação (3) descreve a dinâmica
de uma população sujeita somente ao efeito loǵıstico;

2. Quando g(xt) é quadrática com [1] > 0, [x] > 0 e [x2] < 0, a equação (3) descreve a
dinâmica de uma população sujeita tanto ao efeito loǵıstico quanto ao efeito Allee.

Os modelos encontrados dessa forma possuem 3 parâmetros livres, u = 2b+ c, v = 2d+ e
e f . É posśıvel, no entanto, elaborar PCA contendo somente um parâmetro livre que no
entanto reflete a competição entre os efeitos loǵıstico e Allee (e, naturalmente, recaem em
algum dos modelos encontrados anteriormente) baseado somente nos seguintes prinćıpios:
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1. A transição 000→ 010 é proibida com base em que a geração espontânea de indiv́ıduos
não é natural;

2. Limitação loǵıstica ao crescimento: taxas de natalidade 0 → 1 e sobrevivência 1 → 1
diminuem com o aumento da densidade local dos indiv́ıduos;

3. Efeito Allee demográfico: taxas de natalidade 0 → 1 e sobrevivência 1 → 1 são preju-
dicadas pela baixa densidade de indiv́ıduos;

4. Indiv́ıduos que não estão nem sozinhos nem em uma vizinhança muito populosa podem
sobreviver indefinidamente.

Os interesses e objetivos desta pesquisa concentram-se em:

1. Estender os modelos para conter dois parâmetros independentes, um (digamos, λ)
descrevendo a limitação loǵıstica ao crescimento e outro (digamos, α) descrevendo
o efeito Allee. Assim, por exemplo, podeŕıamos usar as taxas φ(1|101) = 1 − λ mas
φ(1|010) = 1− α possivelmente dando origem a diagramas de fases mais ricos;

2. Elaborar uma versão bidimensional dos PCA e sua posśıvel relação com a dinâmica de
invasões de espécies [20]. A interpretação ecológica das eventuais fases e leis de escala
encontradas oferecem interessantes oportunidades de investigação.
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